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Algebra 


Formula binomial 


Formula cuadratica 

Las soluciones de la ecuacion cuadratica 

2 

ax + bx + e = O estan dadas por 

-b + Vfr 2 i 4ac 

X ~ 2a 

Notacion factorial 

Para cada entero positivo n, 

n! = n(n - l)(n - 2) , 3-2-1; 

por definicion, 0! = 1. 

Radicales 

Vjc"* = ( Vjc = x m / n 

Exponentes 

(ab) r = a'b' a r a s = a r * s x~ n = \ 

(a')S = a rs 


(x + y)2 = x z + 2xy + y 2 

(x + y)3 = x 3 + 3x^y + 3xy 2 + y 3 

(x + y)4 = x ^ + 4 x?y + 6x^y2 + 4xy3 + y4 

En general, (x+ y) n =x n + V + 

+.oo + (^fcj xn k y k + 00 - + ( n _ i)x yn ~ 1 + yn 

n\ 


donde el coeficiente binomial 


(n) 

m 


es el entero l( ~ )1' 

m: rr= nrr~ 


aS 


Factorlzaclon 

Si n es un entero positivo, entonces 

x n _yn = (x _y)(x n - l + x n - 2y + xn - 3y2+ oo. 

+xn - k- 1 yk + .., + xyn - 2 + yn - 1). 

Si n es un entero positivo impar, entonces 

xn+ yn = (x + y)(xn~ I _ x^- 2y + xn - 3y2 _ .., 
±xn-k-lyk: / :oo. _ X yfi-2+ yU-I), 


GEOMETRIA 

Formulas para la distancla 
Distancia en la recta munerica real: 

K 



Area del triangulo: 

_ i,. / *!. 


Area del rectangulo: 
A = bh 


d= la - b 


Distancia en el piano coordenado: 
d-^ix | -x 2 ) 2 + (>-| -y 2 ) 2 


Ecuaciones de rectas y cfrculos 


Ecuacion pendiente-ordenada 
al origen: 

y = mx + b 


Ecuacion punto-pendiente: 
y - Yl = m(x - xl) 


Circulo con centro (h,k) 
y radio r: 

(.x - h) 2 + (y - kf = r 2 



Area del trapecio: 
bi+bi 


b2 


Pendiente: m 

, b) Vohunen de 

la esfera: 

l/= r l 

Area de la superficie: 

A = 4jir 2 

Pendiente. m 



Area del circulo: 
A = jir 2 
Circunferencia: 

C = 2tc r 


Volumen del cilindro: 

l/= nr 2 h 
Area de la 
superficie lateral: 

A = 2 ji rh 




Volumen del cono: 
V= 3 K^h 
Area de la 
superficie lateral: 


A= nr'l r z + 


■ h 2 



TRIGONOMETRfA: 

2 2 

sen A + cos A = 1 (la identidadjimdalllental) 

tan 2 A + 1 = sec 2 A 

2 2 2 2 

cos 2A = cos A - sen A = 1 - 2 sen A = 2 cos A - 1 

sen 2A = 2 sen A cos A 


cosCA + B) = cos A cos B - sen A sen B 
cosCA - B) = cos A cos B + sen A sen B 
sen(A + B) = sen A cos B + cos A sen B 
sen(A - B) = sen A cos B - cos A sen B 

cos2A = 1 ± cos 2A sen2A = 1 ^ cos 2A 

2 " 2 


Vease los apendices para mas formulas de referenda. 


























PROYECTOS 

Los siguientes proyectos usan varias tecnologias y son la base para el estudio individual o para las tareas en laboratorio. 


capItulo 


1.1 Solucion de ecuaciones por medio del metodo de tabulacidn (pag. 13) 

1.3 Solucion de ecuaciones por medio del metodo de aproximaciones sucesivas (pag. 31) 

1.4 Mas acerca de la solucidn de ecuaciones mediante aproximaciones (pag. 42) 


2 

3 

4 


2.1 

2.2 

2.4 

3.1 

3.5 

3.6 
3.9 

4.4 

4.5 

4.6 


Aproximacion grafica de pendientes de curvas (pag. 59) 

Estudio num6rico de los limites (pag. 70) 

Aplicaciones de las ecuaciones cubicas y cuarticas (pag. 91) 

Estudio grafico del crecimiento de poblaciones (pag. 106) 

Extremos mediante aproximacion a los ceros de derivadas (pag. 139) 

Solucion grafica de problemas de aplicacion de maximos y minimos (pag. 154) 
Implantacion en calculadora/computadora del metodo de Newton (pag. 183) 

Solucion grafica de problemas de cajas no estandar (pag. 218) 

Graficas y soluciones de ecuaciones polinomiales (pag. 226) 

Busqueda de puntos criticos y puntos de inflexion en graficas exoticas (pag. 241) 


5.4 Calculo numerico de sumas de Riemann (pag. 287) 

5.8 Calculo autom&tico de areas (p£g. 322) 

5.9 Busqueda de In 2 y k mediante integracion numerica (pag. 335) 

6.2 Aproximacion numerica de volumenes de revolucion (pag. 359) 

6.3 Integrates de volumen y joyeria de disenado personalizado (pag. 367) 

6.4 Aproximacion numerica de la longitud de arco (pag. 375) 


7.1 Aproximacion del numero e mediante el calculo de pendientes (p&g. 407) 

7.2 Aproximacion del numero e mediante integracion numerica (p&g. 417) 

7.3 Aproximacion del numero e mediante cuadrados sucesivos (pag. 424) 

7.4 Paseo grafico por donde nadie ha paseado (pag. 430) 


8.3 Estudio grafico de los limites de formas indeterminadas (pag. 463) 

8.5 Matematicas del arco de San Luis (p&g. 477) 

9.2 ^Cu£ndo son equivalentes dos respuestas (integrales)? (pag. 484) 

9.5 Crecimiento acotado de poblaciones y la ecuacion logistica (pag. 507) 
9.8 Aproximacion numerica de integrales impropias (pag. 527) 
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Prefacio 


Caracteristicas de la 
cuarta edicion 


El papel y la practica de las matematicas a nivel global y mundial esta sufriendo 
una revolucion, con la influencia principal de la tecnologia de computo. Las 
calculadoras y los sistemas de computo proporcionan a estudiantes y maestros la 
fuerza matematica que ninguna generacion anterior podria haber imaginado. 
Incluso leemos en los periodicos eventos impresionantes, como el reciente anuncio 
de la demostracion del ultimo teorema de Fermat. En terminos de las matematicas, 
jseguramente esta es la epoca mas excitante en toda la historia! Asi, al preparar 
esta nueva edicion de cAlculo diferencial e integral, deseamos llevar a los es¬ 
tudiantes que lo utilicen algo de esta excitacion. 

Tambien notamos que el curso de calculo es la puerta principal para las 
carreras tecnicas y profesionales para un numero cada vez mayor de estudiantes 
en un rango cada vez mayor de curricula. Adonde volteemos (en las empresas, el 
gobierno, la cienciay la tecnologia), casi todo aspecto del trabajo profesional esta 
relacionado con las matematicas. Por tanto, hemos repensado el objetivo de 
proporcionar a los estudiantes de calculo la base solida para su trabajo posterior 
que deben obtener de su texto de calculo. 

Por primera vez desde que la version original de este libro se publico en 1982, 
esta cuarta edicion ha sido revisada desde el principio hasta el fin. Los analisis y 
explicaciones han sido reescritos en un lenguaje que los estudiantes veran mas 
vivo y accesible. Los temas que rara vez se tocan han sido recortados, para 
adecuarlos a un curso de calculo mas accesible. Hemos agregado notas historicas 
y biograficas para mostrar a los estudiantes el lado humano del calculo, asi como 
proyectos con calculadoras graficas y laboratorios de computo (con opciones para 
Derive. Maple y Mathematica) para las secciones fundamentales del texto. De 
hecho, en esta edicion se percibe un espiritu y un enfoque nuevos que reflejan el 
interes prevaleciente en las calculadoras graficas y los sistemas de computo. En 
forma consistente con el enfasis grafico del movimiento actual de reforma del 
calculo, hemos casi duplicado el numero de figuras en el texto, donde gran parte 
del nuevo material grafico es generado por computadora. Muchas de estas figuras 
adicionales sirven para ilustrar un enfoque de mas deliberacion y exploracion a la 
solucion de problemas. Nuestra propia experiencia en la ensenanza sugiere que el 
uso de la tecnologia contemporanea puede hacer que el calculo sea mas concreto 
y accesible a los estudiantes. 

Al preparar esta edicion, hemos aprovechado de los numerosos y valiosos comen- 
tarios y sugerencias de los usuarios de las primeras tres ediciones. Esta revision 
ha sido tan completa que las modificaciones son demasiadas como para enume- 
rarse aqui. Sin embargo, los parrafos siguientes resumen las modificaciones de 
mayor interes. 
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Problemas adicionales El numero de problemas ha crecido poco a poco desde 
la primera edicion y ahora suman casi 6000. En la tercera y cuarta ediciones hemos 
insertado muchos ejercicios de practica adicionales al principio de los conjuntos 
de problemas, para garantizar que los estudiantes obtengan la confianza y habili- 
dad de computo suficiente antes de pasar a los problemas mas conceptuales que 
constituyen el objetivo real del calculo. En esta edicion hemos agregado tambien 
problemas basados en graficos que enfaticen la comprension conceptual y acos- 
tumbren a los estudiantes a utilizar las calculadoras graficas. 

Nuevos ejemplos y detalles de computo En muchas de las secciones de esta 
edicion, hemos insertado un primer ejemplo mas sencillo o reemplazado ejemplos 
ya existentes por otros cuyo computo es mas sencillo. Ademas, insertado una linea 
o dos mas de detalles de computo en muchos de los ejemplos resueltos para facilitar 
su seguimiento al estudiante. Realizamos estos cambios de modo que los computes 
no sean una barrera contra la comprension conceptual. 

Materialproyecto Hemos insertado proyectos complementarios (un total de 48) 
en todo el libro. Cada proyecto utiliza algun aspecto de la tecnologia actual de 
computo para ilustrar las ideas principals de la seccion que lo precede, y cada 
uno contiene por lo general problemas adicionales cuya solucion pretende usar 
una calculadora grafica o una computadora. Las figuras y los datos ilustran el uso 
de calculadoras graficas y sistemas de computo como Derive , Maple y Mathema - 
tica. Este material proyecto es adecuado para su uso en un laboratorio de compu- 
tadoras o calculadoras conducido en relacion con un curso estandar de calculo, tal 
vez con una reunion a la semana. Tambien se puede utilizar como base para las 
tareas con calculadoras graficas o computadoras que los estudiantes deben realizar 
fuera de clase o para su estudio individual. 

Graficos por computadora Ahora que las calculadoras graficas y las compu¬ 
tadoras han llegado para quedarse, es posible y recomendable el creciente enfasis 
en la visualization grafica, junto con el trabajo numerico y simbolico. Cerca de 
250 figuras nuevas generadas con MATLAB ilustran el tipo de figuras que los 
estudiantes pueden producir por si mismos con las calculadoras graficas. Muchas 
de estas se incluyen con material nuevo para problemas graficos. Incluimos cerca 
de 100 graficos a color generados con Mathematica para resaltar todas las 
secciones relacionadas con el material tridimensional. 

Material historicoy biogrdfico Hemos insertado material historico y biografico 
al principio de cada capitulo para dar a los estudiantes una idea del desarrollo de 
nuestra materia por seres humanos reales, vivos. Ambos autores se basan en la 
historia de las mismas y creen que puede influir de manera favorable en la 
ensenanza de las matematicas. Por esta razon, tambien aparecen en el texto varios 
comentarios histdricos. 

Capitulos introductorios Hemos insertado los capitulos 1 y 2 para un inicio mas 
claro y rapido del calculo. El capitulo 1 se centra en las funciones y las graficas. 
Incluye ahora una seccion que cataloga las funciones elementales del calculo y 
proporciona una base para un enfasis temprano en las funciones trascendentes. El 
capitulo 1 concluye ahora con una seccion dedicada a la pregunta “^Que es el 
c&lculo?” El capitulo 2, de limites, comienza con una seccion relativa a las rectas 
tangentes para motivar la introduction oficial de los limites en la seccion 2.2. En 
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contraste con la tercera edicion, esta edicion trata los Hmites trigonombtricos en 
todo el capitulo 2, para apoyar una introduccion mas rica y mis visual del concepto 
de limite. 

Capitulos de derivation La secuencia de los temas en los capitulos 3 y 4 varia 
un poco con respecto del orden tradicional. Intentamos dar confianza al estudiante 
presentando los temas en orden creciente de dificultad. La regia de la cadena 
aparece un poco temprano (en la seccion 3.3) y tratamos las tecnicas basicas de 
derivation de funciones algebraicas antes de analizar los maximos y minimos en 
las secciones 3.5 y 3.6. La aparicion de las funciones inversas se difiere ahorahasta 
el capitulo 7. La seccion 3.7 trata ahora de las derivadas de las seis funciones 
trigonometricas. La derivacibn implicita y las razones relacionadas con esta se 
combinan en una sola seccion (Seccion 3.8). El teorema del valor medio y sus 
aplicaciones se difieren hasta el capitulo 4. Las secciones 4.4 acerca del criterio 
de la primera derivada y 4.6 acerca de las derivadas de orden superior y la 
concavidad se han simplificado y adecuado al flujo del texto. Se ha agregado gran 
cantidad de material grafico en las secciones de trazo de curvas con las que 
concluye el capitulo 4. 

Capitulos de integration Se han insertado nuevos ejemplos mas sencillos en los 
capitulos 5 y 6. Las primitivas (anteriormente al final del capitulo 4) abren ahora 
el capitulo 5. La seccion 5.4 (sumas de Riemann) se ha simplificado en gran 
medida, eliminando las sumas superiores e inferiores, enfatizado en vez de ellas 
las sumas con puntos medios o con extremos. Muchos maestros piensan ahora que 
las primeras aplicaciones de la integral no deben confinarse al estandar de calculo 
de areas y volumenes; la seccion 6.5 es una seccion opcional que presenta las 
ecuaciones diferenciales separables. Para eliminar la redundancia, el material de 
centroides y el teorema de Pappus se pasa al capitulo 15 (Integrals multiples), 
donde se puede estudiar en un contexto mis natural. 

Opciones tempranas para las funciones trascendentes Se dispone de dos 
versiones “tempranas de funciones trascendentes”: una que incluye el calculo 
de varias variables y una que solo trata el calculo de una variable. En la version 
“regular”, la flexible organization del capitulo 7 comienza con el “enfoque del 
bachillerato” de las funciones exponenciales, seguido de la idea de un logarit- 
mo como la potencia a la que debemos elevar la base a para obtener el numero 
x. Sobre esta base, la seccibn 7.1 hace un repaso sencillo de las leyes de los 
exponentes y de los logaritmos e investiga de manera informal la derivacion 
de las funciones exponencial y logaritmica. Esta seccion acerca del calculo 
diferencial elemental de las exponenciales y los logaritmos se puede estudiar 
en cualquier momento, despubs de la seccion 3.3 (regia de la cadena). Si esto 
se hace, entonces se puede estudiar la seccion 7.2 (basada en la definicion del 
logaritmo como una integral) en cualquier momento, despues de definir la 
integral en el capitulo 5 (junto con gran parte del resto del capitulo 7, como 
desee el maestro). De esta forma, el texto se puede adecuar a un curso mas 
sencillo que incluya de manera temprana las funciones exponenciales en el 
calculo diferencial y/o de manera temprana las funciones logaritmicas en el calcu¬ 
lo integral. 

Las demds funciones trascendentes (funciones trigonometricas inversas e 
hiperbolicas) se estudian ahora en el capitulo 8. Este capitulo recien reorganizado 
incluye ahora las formas indeterminadas y la regia del'Hopital (mis temprano que 
en la tercera edicibn). 
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Tecnicas de integration modernitadas El capitulo 9 esta organizado para ade- 
cuarse a los maestros que piensan que los metodos de integracibn formal necesitan 
ahora un menor enfasis, en vista de las tecnicas modemas para la integration 
numerica y simbolica. Es de suponer que todos deseen tratar las primeras cuatro 
secciones del capitulo (hasta la integracion por partes en la section 9.4). El mbtodo 
de ffacciones parciales aparece en la seccion 9.5 y las sustituciones trigonometricas 
y las integrales con polinomios cuadraticos aparecen despues, en las secciones 9.6 
y 9.7. Las integrales impropias aparecen ahora en la seccion 9.8 y las sustituciones 
de rationalization mas particulars han sido desplazadas a los problemas del 
capitulo 9. Este reordenamiento del capitulo 9 lo hace mas conveniente para 
detenerse cuando el maestro lo desee. 

Ecuaciones diferenciales Muchos maestros de calculo piensan ahora que las 
ecuaciones diferenciales deben estudiarse de la forma mas temprana y ffecuente 
posible. Las ecuaciones diferenciales mas sencillas, de la forma/ =/(*), aparecen 
en una subsection al final de la seccion 5.2. La seccion 6.5 ilustra las aplicaciones 
de la integral a la solution de ecuaciones diferenciales separables. La seccion 9.5 
incluye aplicaciones del metodo de ffacciones parciales a problemas de poblacibn 
y a la ecuacion logistica. De esta forma, hemos distribuido algo del espiritu y el 
sabor de las ecuaciones diferenciales en el texto, de modo que parecia claro 
eliminar el ultimo capitulo de nuestra tercera edition, dedicado exclusivamente a 
las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, los que asi lo deseen pueden comuni- 
carse con Prentice Hall para solicitar las secciones adecuadas para el uso comple- 
mentario de Edwards y Penney, Ecuaciones diferenciales elementalesyproblemas 
con condiciones en la frontera , tercera edicion. 


Mantenimiento de la 
fxierza tradicional 


Aunque se han agregado muchas caracteristicas nuevas, siguen presentes cinco 
objetivos relacionados entre si: concretez, legibilidad, motivation, aplicabili- 
dad y precision. 


Concretez La fuerza del calculo es impresionante por sus respuestas precisas a 
preguntas y problemas reales. En el necesario desarrollo conceptual del calculo, 
mantenemos siempre la pregunta central: ^Como calcularlo realmente? Enfatiza- 
mos de manera particular los ejemplos, aplicaciones y problemas concretos que 
sirven para resaltar el desarrollo de la teoria y demostrar la admirable versatilidad 
del c&lculo en el estudio de importantes cuestiones cientificas. 

Legibilidad Las dificultades en el aprendizaje de las matematicas se complican 
con frecuencia por las dificultades en el lenguaje. Nuestro estilo de escritura parte 
de la creencia de que la exposition liana, intuitiva y precisa, hace mas accesibles 
las matematicas (y por tanto mas fitciles de aprender) sin perdida de rigor. En esta 
edicibn hemos intentado hacer que nuestro lenguaje sea claro y atractivo para los 
estudiantes, de modo que ellos puedan y quieran leerlo, permitiendo entonces a 
los maestros concentrar el tiempo de la clase en los aspectos menos rutinarios de 
la ensenanza del calculo. 


Motivation Nuestra exposicion se centra en los ejemplos del empleo del 
c&lculo para resolver problemas reales de interes para las personas reales. Al 
seleccionar tales problemas para los ejemplos y ejercicios, hemos utilizado el 
punto de vista de que el interes estimulante y el estudio eficaz motivante van de 
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CAPITULOI 



Funciones y graficas 


O Es posible que el erudito fiances 
del siglo XVII Rene Descartes sea 
mas recordado hoy en dia como fi- 
losofo que como matematico. Pero 
muchos de nosotros estamos fami- 
liarizados con el "piano cartesiano", 
en donde la posicion de un punto P 
queda determinada por sus coorde- 
nadas (x, y). 

O Durante su epoca de estudiante, 
con frecuencia Descartes tenia per- 
miso de levantarse tarde, debido a su 
supuesta salud quebrantada. El afir- 
maba que pensaba mas claramente 
acerca de la filosofia, la ciencia y las 
matematicas cuando estaba como- 
damente acostado en las frfas mana- 
nas. Despues de graduarse en derecho 
(lo que estudio aparentemente con 
poco entusiasmo), Descartes viajo 
con varios ejercitos por algunos 
anos, pero mas como un caballero 
que como un militar profesional. 

O Despues de establecerse por fin 
(en Holanda), Descartes publico en 
1637 su famoso tratado filosofico 
Discurso del metodo (Del buen ra- 
zonamiento y la busqueda de la ver- 
dad en las ciencias). Uno de los tres 
apendices de su obra establecia su 
nuevo enfoque "analitico" de la geo- 


metria. Su principal idea (estableci- 
da casi en forma simultanea por su 
coterraneo Pierre de Fermat) fue la 
correspondencia entre una ecuacion 
y su grafica, que era por 10 general 
una curva en el piano. La ecuacion 
se podia utilizar para estudiar la cur¬ 
va, o viceversa. 


O Supongamos que queremos re¬ 
solver la ecuacidnf(x) = 0. Sus solu- 
ciones son los puntos de intersec- 
cion de la grafica y =f(x) con el eje 
x, de modo que una imagen precisa 
de la curva muestra el numero y 
posiciones aproximadas de las solu- 
ciones de la ecuacion. Por ejemplo, 
la grafica de 


La grafica de y 


y = x 3 - lx 2 + 1 

tiene tres intersecciones con el ejex, 
10 que muestra que la ecuacion 

x 3 - 3X 2 + 1 = 0 

tiene tres soluciones reales (una en¬ 
tre-1 yO,otraentreOy l,yunamas 
entre 2 y 3). Una calculadora grafica 
moderna o un programa de grafica- 
cion para computadora pueden 
aproximar estas soluciones de ma- 
nera mas precisa, amplificando las 
regiones donde se localizan. Por 
ejemplo, la region central agranda- 
da muestra que la solucion corres- 
pondiente es x - 0.65. 


=x 3 - 3x 2 + 1 













Funciones y nfimeros 
reales 


El calculo es uno de los logros supremos del intelecto humano. Esta disciplina 
matematica surge principalmente de los estudios realizados en el siglo XVII por 
Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Sin embar¬ 
go, algunas de sus ideas datan de la epoca de Arquimedes (287-212 a.C.) y tuvieron 
su origen en culturas tan diversas como la de Grecia, Egipto, Babilonia, India, 
China y Japon. Muchos de los descubrimientos cientificos que han formado 
nuestra civilization durante los ultimos tres siglos hubieran sido imposibles sin el 
uso del calculo. 

El principal objetivo del calculo es el analisis de problemas de cambio y 
movimiento. Estos problemas son fundamentals, pues vivimos en un mundo de 
cambios constantes, pleno de cuerpos en movimiento y con fenomenos de flujo y 
reflujo. En consecuencia, el calculo sigue siendo un tema de gran trascendencia; 
en la actualidad, este cuerpo de tecnicas de computo continua sirviendo como el 
lenguaje cuantitativo principal de la ciencia y la tecnologia. 

Gran parte del calculo implica el empleo de los numeros reales o de variables 
para describir las cantidades cambiantes y el uso de funciones para describir las 
relaciones entre las diversas variables. En esta section inicial haremos en primer 
lugar un repaso de la notation y terminologia de los numeros reales y despues 
analizaremos las funciones con mas detalle. 


NUMEROS REALES 

Los numeros reales son familiares al lector. Son los numeros que se usan en forma 
comun en la mayor parte de las mediciones. La masa, la velocidad, la temperatura 
y la carga de un cuerpo se miden mediante numeros reales. Estos se pueden 
representar por desarrollos decimales fin it os o infinitos; de hecho, todo numero 
real tiene un desarrollo decimal infinito, pues un desarrollo finito puede seguir con 
una infinidad de ceros: 

| = 0.375 = 0.375000000 _ 

Cualquier decimal periddico, como 

& = 0.31818181818 


representa un numero racional, dado como el cociente de dos enteros. Retipro- 
camente, todo numero racional se representa mediante un desarrollo decimal 
periodico, como los que se muestran aqui. El desarrollo decimal de un numero 
irracional (un numero que no es racional), como 

V2 = 1.414213562 . . . o t t = 3.1415926535 89793 _ 



-2-10123 
Figura 1.1.1 La recta real R 


es infinito y no periodico. 

La interpretation geometrica de los numeros reales como puntos en la recta 
real (o recta numerica real) R tambien debe serle familiar. Cada numero real es 
representado precisamente por un punto de R y y cada punto de R representa 
precisamente un numero real. Por convention, los numeros positivos estan a la 
derecha de cero y los numeros negativos a la izquierda, como en la figura 1.1.1. 

Las siguientes propiedades de las desigualdades de numeros reales son 
fundamentales y se usan con frecuencia: 
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Si a < b y b < c f entonces a < c. 

Si a < b, entonces a + c <b + c. 

Si a < b y c > 0, entonces ac < be. 

Si a < b y c < 0, entonces ac > be. 

Las ultimas dos proposiciones significan que una desigualdad se preserva cuando 
sus miembros se multiplican por un numero positivo , pero se invierte cuando se 
multiplican por un numero negativo. 


VALOR ABSOLUTO 

La distancia (no negativa) en la recta real entre cero y el numero real a es el valor 
absoluto de a, que se escribe I a I . En forma equivalente, 

ii fa si a ^ 0; 

|o|= U si a < 0. < 2 > 

La notacion a ^ 0 significa que a es mayor que cero o igual a cero. La ecuacion 
(2) implica que \a 1^0 para todo numero real a y que [a | — 0 si y solo si a = 0. 


EJEMPLO 1 Como lo muestra la figura 1.1.2, 


|- 3 | = 3 14 | = 4 

H--H-H 

1111 _I_I_I_I_I_I_1_ 

-3 0 4 

Figura 1.1.2 El valor absoluto 
de un numero real es simplemente 
su distancia al cero (Ejemplo 1) 


| 4 | = 4 y | -3| = 3. 

Ademas, | 0 1 = 0 y |V2-2 | = 2 - V2, donde esto ultimo es cierto, pues 2 > Vz 
Asi, V2 - 2 < 0 y entonces 

|V2 - 2 | =-(V2 - 2) = 2-V2. 


Las propiedades siguientes de los valores absolutos se usan con frecuencia: 


| a | = | -a | = ^ 0, 

ab | = | a | | b \, 

| a | ^ a ^ | a \ ^ 

| a | < b si y solo si ~b<a<b. 


(3) 


\b - a\ o | a- b\ 


a b 

Figura 1.1.3 La distancia en¬ 
tre a y b 


La distancia entre los numeros reales ay b se define como | a - b \ (o 
| b - a |; no existe diferencia). Esta distancia es simplemente la longitud del 
segmento de recta de la recta real R con extremos ay b (figura 1.1.3). 

Las propiedades de las desigualdades y de los valores absolutos en las 
ecuaciones (1) a (3) implican el siguiente e importante teorema. 


Desigualdad del triangulo 

Para todos los numeros reales a y b , 


\a + b \ ^\a \ + \ b \ . 

(4) 
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Demostracion Hay que considerar varios casos, segun si los numeros ay b son 
positivos o negativos y cual de ellos tenga el mayor valor absoluto. Si ambos 
son positivos, entonces tambien lo es a + b\ por tanto, 

| + 6 | — a + b = \ a\ + | 61 . (5) 

Si a > 0 y b < 0, con | b \ < \a |, entonces 


H 16| K |6|—H 

_I_I_I_ I 

0 a + b a = \a\ \a\ + \b\ 

Figura 1.1.4 La desigualdad del 
triangulo con a > 0, b < 0 y 
\b\ < \a\ 


de modo que 


0 < a + b < a, 

a + b | = a + b<a = \a\ < \ a\ + \ b 


( 6 ) 


como se muestra en la figura 1.1.4. Los demas casos son similares. En particular, 
vemos que la desigualdad del triangulo es en realidad una igualdad (como en la 
ecuacion (5)) a menos que ay b tengan signos distintos, en cuyo caso es una 
desigualdad estricta [como en la ecuacion (6)]. □ 


INTERVALOS 


( 1 , 3 ) 


H.2] 

-E—4- 


[ 0 , 1 . 5 ) 


(-Ml 

- b 


[£,«») 


(—, 2) 


Figura 1.1.5 Algunos ejemplos 
de intervalos de numeros reales 


Supongamos que S es un conjunto (coleccion) de numeros reales. Es comun 
describir S mediante la notacion 

S = {x : condition), 

donde la “condicion” es verdadera para todos los numeros x en Sy falsa para todos 
los numeros x que no estan en S . Los conjuntos mas importantes de numeros reales 
en calculo son los intervalos. Si a < b, entonces el intervalo abierto (a f b) se 
define como el conjunto 

{a, b) = {x : a < x < b} 

de numeros reales, y el intervalo cerrado [a f b ] es 

[a, b] = {x : a ^ x ^ b}. 

Asi, un intervalo cerrado contiene a sus extremos, mientras que un intervalo abierto 
no. Tambien usaremos los intervalos semiabiertos 

[a, b) = {x: a ^ x < b) y (a, b] = {x: a < x ^ b}. 

Asi, el intervalo abierto (1,3) es el conjunto de aquellos numeros reales x tales que 
1 <x < 3 , el intervalo cerrado [-1, 2] es el conjunto de numeros reales x tales 
que -1 ^x g 2 y el intervalo semiabierto (-1, 2) es el conjunto de numeros reales x 
tales que -1 ^ x ^ 2. En la figura 1.1.5 mostramos algunos ejemplos de tales 
intervalos, asi como algunos intervalos no acotados, que tienen formas tales como 

[a, oo) = { x ; x ^ a }, 

(-°°> a] = {x : x ^ a }, 

{a, oo) = {x: x > a} y 

(—oo, a) = {x: x < a}. 

El simbolo «>, que denota infinito, es simplemente una convencion de notacion y 
no representa a un numero real; la recta real R no tiene “extremos en infinito”. El 
uso de este simbolo es motivado por la descripcion breve y natural (/r, oo) y (-oo,2) 
para los conjuntos 

{x : x = 7?} y {x: x < 2} 

de todos los numeros reales x tales que x^^yx<2, respectivamente. 
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FUNCIONES 



Figura 1.1.6 Circulo: area A = k r 2 , 
circunferencia C =2 k r 



Figura 1.1.7 Esfera: volumen 
V=4I3 /rr 3 , area de la superficie 
S = 4k? 


La clave para el analisis matematico de una situacion geometrica o cientifica es 
por lo general el reconocimiento de las relaciones entre las variables que describen 
la situacion. Tal relacion puede ser una formula que exprese a una variable en 
funcion de otra. Por ejemplo, el area A de un circulo de radio r esta dada 
por A = /rr 2 (figura 1.1.6). El volumen V y area de la superficie S de una esfera de 
radio r estan dados por 


V = f 77T 3 y S = 4777* 2 , 

respectivamente (figura 1.1.7). Despues de t segundos (s) que un cuerpo se deja 
caer desde el reposo, este ha caido una distancia 

* = igt 2 

pies y tiene una velocidad de v = gt pies/seg (ft/s), donde g ~ 32 pies/seg 2 es la 
aceleracion debida a la gravedad. El volumen V en litros (L) de 3 gramos (g) de 
bioxido de carbono (C0 2 ) a 27°C esta dado en terminos de su presion p en atmosferas 
(atm) por V= 1.68 Ip. Estos son ejemplos de funciones reales de variable real. 


Definicion de funcion 

Una funcion real /definida en un conjunto D de numeros reales es una 
regia que asigna a cada numero x en D exactamente un numero real, 
denotado con f(x). 


El conjunto D de todos los numeros reales para los que f(x) esta definida es 
el dominio o dominio de definicion de la funcion/ El numero/(x), que se lee “f 
de x”, es el valor de ft n el numero (o punto) x. El conjunto de los valores y-f{x) 
es el rango de f Es decir, el rango de/es el conjunto 

{y : y = /(*) P ara algun x en D } 

En esta seccion nos ocuparemos mas del dominio de una funcion que de su rango. 

Con frecuencia, una funcion queda descrita mediante una formula que espe- 
cifica la forma de calcular el numero/(x) en terminos del numerox. El simbolo 
/() se puede considerar como una operacion a realizar siempre que se inserte un 
numero o expresion dentro de los parentesis. 


EJEMPLO 2 La formula 

fix) = x 2 + x - 3 (7) 

es la regia de una funcion/cuyo dominio es toda la recta real R . Algunos valores 
de/son/(-2) = -1,/(0) = -3 y/(3) = 9. Algunos valores mas de la funcion/son 

/(4) = (4) 2 + 4 - 3 = 17, 

f(c ) = c 2 + c — 3, 

f(2 + h) = (2 + h) 2 + (2 + h) — 3 

= (4 + 4/z + /z 2 ) + (2 + /z) — 3 = 3 + 5/z + /z 2 y 

f(~t 2 ) - (~t 2 ) 2 + (~t 2 ) - 3 = r 4 - r 2 - 3. 
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Figura 1.1.8 Una “maquina 
funcion” 


Cuando describimos la funcion/con la formula y = /(x), llamamos ax la 
variable independiente y ay la variable dependiente pues el valor de y depende 
(mediante/) de la election de x. Cuando x cambia, o varia, tambien lo hacey. La 
forma en que y varia con x queda determinada por la regia de la funcion / Por 
ejemplo, si/es la funcion de la ecuacion (7), entonces y = -1 cuando x = -2, 
y = - 3 cuando x = 0 yy = 9 cuando x = 3. 

Tal vez sea util visualizar la dependencia del valory = / (x) con respecto de x 
pensando una funcion como una especie de maquina que acepta como entrada un 
numero x y que produce entonces como salida el numero /(x), desplegandolo o 
imprimiendolo (figura 1.1.8). 

Una maquina de este tipo es la calculadora comun de bolsillo, con una tecla 
para la raiz cuadrada. Cuando se usa como dato un numero no negativo x y se 
oprime esta tecla, la calculadora despliega (una aproximacion de^el numero fx. 
Observe que el dominio de esta funcion raiz cuadrada f (x) = Vx es el conjunto 
de todos los numeros reales no negativos, puesto que ningun numero negativo 
tiene una raiz cuadrada real. Su rango es tambien el conjunto de todos los numeros 
reales no negativos, pues el simbolo siempre denota la raiz cuadrada no 
negativa de x. La calculadora ilustra su conocimiento del dominio, desplegando 
una reaction adversa si pedimos que calcule la raiz cuadrada de un numero 
negativo (a menos que sea una de las calculadoras mas sofisticadas, como la TI-8 5 
o la HP^18S, que pueden trabajar con numeros complejos). 

No toda funcion tiene una regia dada por una unica formula sencilla, como 
/(x) = Vx". Por ejemplo, si escribimos 


entonces hemos definido una funcion perfectamente valida, con dominio /?. 
Algunos de sus valores son/(-3) = 3,/(0) = 0 yf (2) = 4. La funcion del ejemplo 
3 se define inicialmente por medio de una description verbal en vez de utilizar 
formulas. 

EJEMPLO 3 Para cada numero real x, con/(x) se denota el maximo entero que 
es menor o igual quex. Por ejemplo,/(2.5) = 2,/(0) = 0,/(-3.5) =-4 y/(/r) =3. 
Si n es un entero, entonces / (x) = n para todo numero real x en el intervalo 
semiabierto [n, n + 1). Esta funcion /se llama la funcion maximo entero y se 
denota con frecuencia como 

( 8 ) 

Asi, [ 2.5]]= 2, [0]]= 0,[-3.5]]= -4 y [[/r]]= 3. Observe que aunque[[x]]esta definida 
para todo real x, el rango de la funcion maximo entero solo consta del conjunto de 
los enteros. 


^Cual deberia ser el dominio de una funcion si este no ha sido especificado? 
£sta es una situacion comun y ocurre cuando damos una funcion /escribiendo 
solamente su formulay =f (x). Si no se especifica un dominio, se conviene que el 
dominio D es el conjunto de todos los numeros reales x para los que la expresion 
/(x) produce un numero real. Por ejemplo, el dominio de/(x) = 1/x es el conjunto 
de todos los numeros reales distintos de cero (pues 1/x esta definido precisamente 
cuando x^O). 
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EJEMPLO 4 Determine el dominio de la funcion g con la formula 

8(x) = -j==' 

V2* + 4 

Solucidrt Para que la raiz cuadrada V 2*+ 4 este definida, es necesario que 
-lx + 4^0. E sto es valido si 2x £-4 y por tanto cuando x ^-2. Para que el reciproco 
1 / V 2x + 4 este definido, tambien necesitamos que V 2* + 4 ^ 0 y asi que a: ^ -2. 
En estos terminos, el dominio de g es el intervalo D = (-2, oo). 

FUNCIONES Y APLICACIONES 

El estudio de un problema de aplicacion se basa con ffecuencia en la definicion 
de una funcion que capture la esencia de una situacion geometrica o fisica. Los 
ejemplos 5 y 6 ilustran este proceso. 

EJEMPLO 5 Una caja rectangular con base cuadrada tiene volumen 125. 
Exprese el area total de su superficie A como una funcion de la longitud de una 
arista* de su base. 



Figura 1.1.9 La caja del 
ejemplo 5 


Solution El primer paso es hacer un dibujo y etiquetar las dimensiones adecua- 
das. La figura 1.1.9 muestra una caja rectangular con base cuadrada con longitud 
de arista* en la base y alturay. Tenemos que el volumen de la caja es 

V = x 2 y = 125. (9) 

Tanto la tapa como el fondo de la caja tienen area* 2 y cada uno de sus cuatro lados 
verticales tiene area xy> por lo que el area total de su superficie es 

A = 2* 2 + 4*y. (10) 

Pero esta es una formula para A en terminos de las dos variables * y y y antes que 
una funcion de la sola variable *. Para eliminar y y obtener entonces A solamente 
en terminos de *, despejamos y en la ecuacion (9) para obtenery = 1 25 /jc 2 y despues 
sustituir este resultado en la ecuacion (10), obteniendo 


A 


125 

2* 2 + 4* ■ —— = 2* 2 + 
* z 


500 

* 


Asi, el area de la superficie, dada como una funcion de la longitud * de una arista 
es 

A(*) = 2* 2 + 0 < * < oo. (11) 

* 

Es necesario especificar el dominio, pues los valores negativos de * tienen sentido 
en la formula de la ecuacion (11) pero no pertenecen al dominio de la funcion A . 
Esto se debe a que todo * > 0 determina una de estas cajas, el dominio si contiene 
a todos los numeros positivos. 


COMENTARIO En el ejemplo 5, nuestro objetivo era expresar la variable depen- 
diente A como funcion de la variable independiente *. En un principio, la situacion 
geometrica nos proporcionaba 

1. La formula de la ecuacion (10) que expresa A en terminos de * y la variable 
adicional y y y 
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2. La relation de la ecuacion (9) entre x y y, que usamos para eliminary y con 
ello obtener A como funcion unicamente de x . 

Veremos que este es un patron comun en muchos problemas diversos de 
aplicacion, como el siguiente. 

EL PROBLEM A DEL corral DE LOS ANIMALES Usted debe construir un corral 
rectangular para animales. Para ahorrar material, usara una pared como uno de los 
cuatro lados. El pie de cerca para los otros tres lados cuesta $5 y debe gastar $1 
por cada pie de pintura para la parte de la pared que forma el cuarto lado del corral. 
Si puede gastar $ 180, ^cuales dimensiones maximizan el area del corral que puede 
construir? 


La figura 1.1.10 muestra el corral para los animales y sus dimensiones x y y, 
junto con el costo por pie de cada uno de sus cuatro lados. Cuando nos enfrentamos 
a un problema de aplicacion expresado de manera verbal como este, nuestra 
primera pregunta es, ^por donde debemos comenzar? El concepto de funcion es 
la clave para poder manejar esta situacion. Si expresamos la cantidad por maxi- 
mizar (la variable dependiente) como una funcion de alguna variable inde- 
pendiente, entonces tenemos una tarea tangible por realizar: Determinar el valor 
maximo que alcanza la funcion. 
y 

EJEMPLO 6 En relacion con el problema del corral para los animales, exprese 
el area A del corral como funcion de la longitud x de su lado en la pared. 

x Pared Solution El area A del corral rectangular de longitud x y ancho y es 

Figura 1.1.10 El corral para los , , , 

animales A = ** ( 12 ) 

Cuando multiplicamos la longitud de cada lado en la figura 1.1.10 por su costo 
por pie y sumamos los resultados, tenemos que el costo total C del corral esta 
dado por 

C = x + 5y + 5x + 5y. 


_ £ _ 

$5 

y $5 $5 

$1 


De modo que 


6x + lOy = 180, 


(13) 


puesto que tenemos dado que C = 180. Elegimos x como la variable indepen- 
diente y usamos la relacion en la ecuacion (13) para eliminar la variable 
adicional y de la formula del area en la ecuacion (12). Despejamos y en la 
ecuacion (13) y sustituimos el resultado 

y = lo (180 - 6x) = §(30 - x) (14) 

en la ecuacion (12). Asi, obtenemos la funcion deseada 

A{x) = § (30x - x 2 ) 

que expresa el area A como funcion de la longitud x. 

Ademas de esta formula para la funcion A, tambien debemos especificar su 
dominio. Solo si x > 0 obtenemos rectangulos reales, pero vemos que es mas 
conveniente incluir tambien el valor x = 0. Este valor de x corresponde a un 
“rectangulo degenerado” de base nula y altura 

y = §-30 = 18, 
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X 


0 

0 

5 

75 

10 

120 

15 

135 <- 

20 

120 

25 

75 

30 

0 


que es consecuencia de la ecuacion (14). Por razones analogas, tenemos la 
restriction y ^ 0. Como 

y = 1(30 - x), 

esto implica que x S 30. Asi, la defmicion completa de la funcion area es 

A(x) = | (30 a: - x 2 ), 0 Si x g 30. (15) 


Figura 1.1.11 Area A(x) de un 
corral con lado de longitud x 


X 


10 

120 

11 

125.4 

12 

129.6 

13 

132.6 

14 

134.4 

15 

135 <- 

16 

134.4 

17 

132.6 

18 

129.6 

19 

125.4 

20 

120 


Figura 1.1.12 Mas indicios de 
que x = 15 proporciona un area 
maximal A = 135 



Figura 1.1.13 Una calculadora 
programada para evaluar 
A(x) = 0.6'QOx-x 1 ) 



Figura 1.1.14 Calculo del 
aparente valor maximo 
A( 15 )= 135 


El ejemplo 6 ilustra una parte importante de la solution de un problema tipico 
relacionado con las aplicaciones de las matematicas. El dominio de una funcion 
es una parte necesaria de su defmicion, y para cada funcion debemos especificar 
el dominio de valores de la variable independiente. En las aplicaciones, usamos 
los valores de la variable independiente adecuados para el problema en cuestion. 

ESTUDIO NUMERICO 

Armados con el resultado del ejemplo 6, podriamos atacar el problema del corral 
para animales calculando una tabla de valores de la funcion area A(x ) en la 
ecuacion (15). Tal tabla aparece en la figura 1.1.11. Los datos de esta tabla sugieren 
enfaticamente que el area maxima es A = 135 pies cuadrados, valor que se alcanza 
con una longitud del lado* = 15 pies, en cuyo caso la ecuacion (14) day = 9 pies. 
Esta conjetura parece corroborate con los datos mas refinados de la figura 1.1.12. 

Asi, parece que el corral para animales con area maximal (y un costo de $ 180) 
tiene un largo x = 15 pies y anchoy = 9 pies. Sin embargo, las tablas de las figuras 
1.1.11 y 1.1.12 muestran solamente valores enteros de *, por lo que sigue 
existiendo la posibilidad de que la longitud x del corral con area maximal no sea 
un entero. En consecuencia, las solas tablas numericas no concluyen el tema. Se 
necesita una nueva idea matematica para demostrar que A{\ 5) = 135 es el valor 
maximo de 


A(*) = f(30* - * 2 ), 0 ^ ^ 30 

para toda x en su dominio. Atacaremos el problema de nuevo en la section 1.3 
despues de un repaso de las coordenadas rectangulares en la section 1.2. 

nota Muchas calculadoras cientificas permiten al usuario programar una 
funcion dada para evaluarla varias veces y con ello calcular sin problemas 
tablas como las de las figuras 1.1.11 y 1.1.12. Por ejemplo, la figura 1.1.13 muestra 
la pantalla de una calculadora TI-81 programada para evaluar la variable 
dependiente 

yi = A(x) = (0.6X30* ■- * 2 ) 

cuando el valor deseado * = * de la variable independiente se guarda y se introduce 
el nombre de la variable dependiente (figura 1.1.14). 


TABULACION DE FUNCIONES 

El uso de una calculadora para tabular los valores de una funcion (como en las 
figuras 1.1.11 y 1.1.12) es una tecnica sencilla con una cantidad sorprendente de 
aplicaciones. Aqui ilustramos un metodo para resolver una ecuacion de la forma 
/(*) = 0 mediante la tabulation repetida de los valores/(*) de la funcion f 
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Para dar un ejemplo especifico, suponga que preguntamos cual valor de * en 
la ecuacion (15) proporciona un corral para animales de area A = 100. Entonces 
necesitamos resolver la ecuacion 

A(x) = f(30;t - x 2 ) = 100, 


* 

fix) 

5 

-25.0 

6 

-13.6 

7 

- 3.4 

8 

5.6 

9 

13.4 

10 

20.0 

Figura 1.1.15 

Valores de/(*) 

en [5, 10] 


* 

fix) 

7.0 

-3.400 

7.1 

-2.446 

7.2 

-1.504 

7.3 

-0.574 

7.4 

0.334 

7.5 

1.250 

7.6 

2.144 

7.7 

3.026 

7.8 

3.896 

7.9 

4.754 

8.0 

5.600 

Figura 1.1.16 

Valores de/(*) 

en [7, 8] 


* 

fix) 

7.30 

-0.5740 

7.31 

-0.4817 

7.32 

-0.3894 

7.33 

-0.2973 

7.34 

-0.2054 

7.35 

-0.1135 

7.36 

-0.0218 

7.37 

0.0699 

7.38 

0.1614 

7.39 

0.2527 

7.40 

0.3440 


Figura 1.1.17 Valores de/(*) 
en [7.3, 7.4] 


que es equivalente a la ecuacion 

fix) = | (30jc - x 2 ) - 100 = 0. (16) 

Esta es una ecuacion cuadratica que se podria resolver mediante la formula 
cuadratica del algebra basica, pero queremos dar un punto de vista mas directo y 
numerico. La razon es que el enfoque numerico se puede aplicar aunque no se 
disponga de una formula sencilla (como la formula cuadratica). 

Losdatos de la figura 1.1.11 sugieren que un valor de* para el que^4(*) = 100 
esta en algun lugar entre * = 5 y * = lOy que un segundo valor de este tipo esta 
entre * = 20 y * = 25. De hecho, al sustituir en la ecuacion (16) obtenemos 

/(5) = -25 < 0 y /(10) = 20 > 0. 

El hecho deque/(*) sea negativo en un extremo del intervalo [5, 10] pero positivo 
en el otro extremo sugiere que/(*) se anuia en algun punto entre * = 5 y * = 10. 

Para ver donde , tabulamos valores de/(*) en [5, 10]. En la tabla de la figura 
1.1.15 vemos que 


/(7) = -3.4 <0 y /(8) = 5.6 >0, 

asi que nos centramos ahora en el intervalo [7, 8]. 

Al tabular/(*) en [7, 8] obtenemos la tabla de la figura 1.1.16, donde vemos 
que 

/(7.3) = -0.574 <0 y /(7.4) = 0.344 > 0. 

Portanto, tabulamos/(*) una vezmas, ahora en el intervalo [7.3, 7.4]. En la figura 
1.1.17 vemos que 

/(7.36) - -0.02 y /(7.37) - 0.07. 

Como / (7.36) esta mucho mas cerca de cero que/(7.37), concluimos que la 
solucion deseada de la ecuacion (16) esta dada aproximadamente por * ~ 7.36, con 
una precision de dos cifras decimales. Si se necesita mas precision, podriamos 
continuar calculando/(*) en intervalos cada vez mas pequenos 

Si partieramos del intervalo [20, 25] y procedieramos de manera analoga, 
encontrariamos el segundo valor* ^ 22.64 tal que/(*) = 0. (Usted debe verificarlo 
como practica.) 

Por ultimo, vamos a calcular los valores correspondientes del ancho y del 
corral tales que A=xy= 100: 

□ Si *« 7.36, entonces y ~ 13.59. 

□ Si* ~22.64, entonces y ~ 4.42. 

Asi, bajo la restriction de costo del problema del corral, podemos construir un 
rectangulo de 7.36 por 13.59 pies o uno de 22.64 por 4.42 pies, ambos de area 100 
pies cuadrados. 

Este meiodo de tabulation repetida se puede aplicar a un amplio rango de 
ecuaciones de la forma/(x) = 0. Si el intervalo [a, b] contiene una solucion y los 
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valores extremos f{a)yf (b) difieren en signo, entonces podemos aproximar esta 
solucion tabulando valores en subintervalos cada vez mas pequenos. Los proble- 
mas 61 a 70 y los proyectos al final de esta seccion son aplicaciones de este metodo 
numerico concreto para la solucion aproximada de ecuaciones. 


1.1 Problemas 


Simplifique cada expresion en los problemas 1 a 10, escri- 
biendola sin usar simbolos de valor absoluto. 


1- | 3 — 17 | 

3. | -0.25 - i| 

5. | (~5)(4 - 9) 


7. | ( - 3) 3 1 
9. | t r - ^ 


2. | -3| - 117 | 
4- I 5 I - I -7 I 


8. | 3 - V3 

10. —I 7 — 4 I 


En los problemas 11 a 14, determine y simplifique cada uno 
de los siguientes valores: (a) /(-a); (b) /(a _i ); (c)/(Va); 
(d)/(fl 2 ) 

n. fix) = ~ x 12. fix) = X 2 + 5 

13 - /w = i4. fix) = 


En los problemas 15 a 20, determine todos los valores de a 
tales que g(a) = 5. 

15. g(x) = 3x + 4 16. g(x) = -—-—- 

2x - 1 

17. g(x) - Vx 2 + 16 18. g(x) = x 3 - 3 

19. *(*) = VTT25 20 . gix) = 2x 2 - X + 4 


En los problemas 21 a 26, calcule y simplifique despues la 
canticlad /(a + h) - /(a). 


21. fix) = 7>x - 2 
23. fix) = x 2 

25. fix) = - 
x 


22. f(x) = \ - 2x 
24. f(x) = x 2 + 2x 


26. f(x) 


2 

x + 1 


En los problemas 27 a 30, determine el rango de valores de 
la funcion dado. 


27. fix) 



si * ^ 0; 
s\ x = 0 


28. fix) = [3x](Recuerde que [vjes el maximo entero que 
no excede ax.) 

2 9./(x) = H) m 

30. fix) es el costo (en centavos) por el envio en primera clase 
de una carta en los Estados Unidos que pesax onzas, 0 < x < 12. 


En 1993, el costo era de 29 centavos de dolar por la primera 
onza, mas 23 centavos por cada onza adicional o fraccion de 
esta. 

En los problemas 31 a 45, determine el dominio mas amplio 
(de numeros reales) en donde la formula dada determina una 
funcion (real). 

31. fix) = 10 - x 2 
33. fit) = V? 

35. fix) = V3* - 5 

37. fit) = VY^Jt 

39. fix) = -3— 

3 — x 

41. fix) = xre +~9 


43. fix) = V4 - 

45. git) = ^ 

46. Exprese el area A de un cuadrado como una funcion de 
su perimetro P. 

47. Exprese la circunferencia C de un circulo como una 
funcion de su area/f 

48. Exprese el volumen V de una esfera como una funcion 
del area de su superficie S. 

49. Dado que 0°C es igual a 32°F, y un cambio de temperatura 
de 1°C es igual a un cambio de 1.8°F, exprese la temperatura 
Celsius C como una funcion de la temperatura Fahrenheit F. 

50. Muestre que si un rectdngulo tiene basex y perimetro 100 
(figura 1.1.18), entonces su area A esta dada por la funcion 

A(x) = x(50 - x), 0 ^ x ^ 50. 


32. fix) = x 3 + 5 
34. git) = iV t y 
36. g^) = vm 


38. gix) = 
40. git) = 
42. hiz) = 

44. fix) = 


1 


(x + 2 ) 2 

2 \‘/2 


3 ~ t 
1 


VX^T 2 


X + 1 
- 1 


V 


X 


Figura 1.1.18 A = xy (problema 50) 
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51. Un rectangulo con base de longitud x esta inscrito en un 
circulo de radio 2 (figura 1.1.19). Exprese el area del rectan- 
gulo como una funcion de x. 



52. Un campo petrolero con 20 pozos ha estado produciendo 
4000 barriles diarios. Por cada nuevo pozo que se perfore, la 
produccion diaria de cada pozo decrece en 5 barriles. Escriba 
la produccion diaria total del campo petrolero como una 
funcion del numero x de nuevos pozos perforados. 

53. Suponga que una caja rectangular tiene un volumen de 
324 centimetros cubicos y una base cuadrada de longitud x 
centimetros. El material de la base de la caja cuesta 2 centavos 
el centimetro cuadrado y el material para la tapa y los cuatro 
lados cuesta un centavo el centimetro cuadrado. Exprese el 
costo total de la caja como una funcion de x. Vease la figura 
1 . 1 . 20 . 



Figura 1.1.20 V = x 2 y (problema 53) 

54. Un rectangulo de perimetro fijo igual a 36 se rota en tomo 
de uno de sus lados S para generar un cilindro circular recto. 
Express el volumen V de este cilindro como una funcion del 
largo, x del lado S . Vease la figura 1.1.21. 



Figura 1.1.21 V= Trxy 2 (problema 54) 


55. Un cilindro circular recto tiene volumen 1000 pulgadas 
cubicas y el radio de su base tiene r pulgadas. Exprese el &rea 
total de la superficie A como una funcion de r. Vease la figura 
1 . 1 . 22 . 



Figura 1.1.22 V= 7tr 2 h (problema 55) 

56. Una caja rectangular tiene un area de la superficie de 600 
centimetros cuadrados y una base cuadrada con una longitud 
de arista de * centimetros. Exprese el volumen V de la caja 
como una funcion de x. 

57. Una caja sin tapa se construye a partir de una pieza 
cuadrada de carton de lado 50 pulgadas. En primer lugar, se 
cortan cuatro cuadrados, cada uno con una longitud de lado 
igual ax pulgadas, de las cuatro esquinas del carton (figura 
1.1.23). Entonces, las pestanas resultantes se voltean ha- 
cia arriba (se doblan a lo largo de las lineas punteadas) para 
formar los cuatro lados de la caja, que tendra entonces una base 
cuadrada y una profundidad de x pulgadas. Exprese el volu¬ 
men V como una funcion de x. 



1- -V -H-? X -I 


Figura 1.1.23 Se doblan las aristas para formar una caja 
(problema 57) 

58. Continue el problema 50 estudiando en forma numerica el 
area de un rectangulo de perimetro 100. ^Cuales dimensiones 
(largo y ancho) parecen maximizar el area de tal rectangulo? 

59. Determine numericamente el numero de nuevos pozos 
petroleros que deben perforarse para maximizar la produccion 
diaria total del campo petrolero del problema 52. 

60. Analice numericamente el area total de la superficie A de 
la caja rectangular del ejemplo 5. Suponga quex ^ 1 yy^ 1. 

Cuales dimensiones de x y y parecen minimizar A? 

En los problemas 61 a 70, se dan una ecuacion cuadrdtica 
ax 2 + bx + c = 0 y un intervalo [p , q] que contiene a una de 
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sus soluciones. Use el metodo de tabulation repetida para 
aproximar esta solution con dos cifras decimales correc- 
tas o correctamente redondeadas . Verifique que sus resulta- 
dos coinciden con una de las dos soluciones dadas por la 
formula cuadrdtica. 

~b ± Vb 2 - 4ac 

x = -. 

2a 

61. x 2 - 3* + 1 = 0, [0, 1] 

62. * 2 - 3* + 1 = 0, [2, 3] 


63. * 2 + lx - 4 = 0, [1, 2] 

64. * 2 + 2x - 4 = 0, [-4, -3] 

65. 2x 2 -7x + 4 = 0, [0, 1] 

66. 2* 2 - 7x + 4 = 0, [2, 3] 

67. * 2 - 11* + 25 = 0, [3,4] 

68. * 2 - 11* + 25 = 0, [7, 8] 

69. 3x 2 + 23* - 45 = 0, [1, 2] 

70. 3x 2 + 23* — 45 = 0, [-10,-9] 


1.1 Proyectos 



Figura 1.1.24 Una calculadora 
preparada para definir la funcion 
A(x) =1(30* -* 2 ) 


Figura 1.1.25 Comandos para 
la tabulacion de la funcion/(x) 


En los proyectos aqui descritos, usted va a aplicar el metodo de la tabulacion 
repetida usando una calculadora cientifica o una computadora. La figura 1.1.24 
muestra una calculadora HP^18 preparada para definir la funcion A(x) = 2 (30* - 
x 2 ) cuando usted oprima la tecla [define] . Entonces, el valor de A(x ) se puede 
calcular escribiendo el valor deseado de * y oprimiendo la tecla ®. 

Algunos sistemas de computo tienen “directivas en linea” para la tabulacion 
de funciones. La tabla de la figura 1.1.25 enumera los comandos para varios 
sistemas comunes que pueden usarse para tabular valores de la funcion/(*) en el 
intervalo [a, b] con subintervalos de longitud h. La formula que define/(*) y los 
numeros a, by h se introducen como en el comando tipico 


table(0.6 *(30 *x — x A 2), x = 7 to x = 8 step 0.1) 

para tabular la funcion/(*)=! (30* -x 2 ) en el intervalo [7, 8]. 

BASIC 

FOR x = a to b STEP h : PRINT x.f (x) : NEXT 

Derive 

[VECTOR(x,x,a,b,h) , VECT0R(f(x) ,x,a,b,h)] 

Maple 

forxfromabyhtobdoprint (x.f(x)) od 

Mathematica 

MatrixForm [ Table [ tx.f[x]} , {x.a.b.h} ] ] 

(X)PLORE 

tablet f (x) . x = a to x = b step h ) 


PROYECTO A Suponga que necesita encontrar la raiz cuadrada (positiva) de 
2 con una precision de tres cifras decimales, pero que su calculadora no tiene la 
tecla de raiz cuadrada, sino solamente las teclas para las cuatro operaciones 
aritmeticas +, -, x y A pesar de eso, ^podria aproximar con precision f~2 usando 
una calculadora tan sencilla? 

Simplemente esta buscando un numero * tal que* 2 = 2; es decir, que cumpla 
* 2 - 2 = 0. Asi * = V ~2 es una solution de la ecuacion 


fix) = * 2 - 2 = 0. (17) 

Aun con una calculadora simple de cuatro funciones, puede calcular facilmente 
cualquier valor deseado de /(*): solo multiplique * por * y reste despues 2. En 
consecuencia, puede tabular con facilidad los valores de la funcion/(*) = jc 2 - 2. 

Aplique el metodo de tabulacion repetida para aproximar V~2 con una 
precision de tres cifras decimales. Use cualquier calculadora o computadora 
disponible, pero no use su funcion raiz cuadrada. 
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De manera similar, podria aplicar el metodo de tabulacion repetida para 
encontrar aproximaciones de tres cifras decimales para las raices 

□ V~17 como una solucion de jc 2 = 17, 

□ a/~ 25 como una solucion de x 3 = 25, o 

□ a/ 100 como una solucion dex 5 = 100. 

PROYECTOB Lafigura 1.1.26 muestraun area rectangular de 50 por 100 pies 
que usted planea encerrar con un corredor de ancho x que cuesta 25 centavos por 
pie cuadrado. Si tiene $250 para pagar el corredor, determine el valor de x con una 
aproximacion de 0.01 pies. Exprese primero el area del corredor como la diferencia 
de las areas de los rectangulos exterior e interior de la figura 1.1.26. Despues 
muestre que 

(2x + 100X2* + 50) - 5000 = 1000. (18) 

Finalmente, aproxime x por tabulacion repetida. 

Para otras posibilidades mas interesantes, puede reemplazar el area rectangu¬ 
lar con 

□ Un area en forma de L, 

□ Un area en forma de triangulo rectangulo isosceles, un triangulo equilatero o 
un triangulo rectangulo 3-4-5, 

□ Un area en forma de ventana normanda (un rectangulo coronado por un 
semicirculo), o 

□ Un hexagono regular. 

Para comparar resultados, haga que el area en cada caso tenga un perimetro 
aproximado de 300 pies. 

Imagine el piano liso y llano bidimensional de la geometria de Euclides. Instale 
una copia de la recta numerica real /?, con la linea horizontal y los numeros 
positivos a la derecha. Anada otra copia de R perpendicular a la primera, de modo 
que las dos lineas se intersequen en sus respectivos ceros. La linea vertical debe 
tener sus numeros positivos por arriba de la linea horizontal, como en la figura 
1.2.1; los numeros negativos deben estar por debajo de esta. La linea horizontal 
se llama ejexy la linea vertical se llama ejey. 


Figura I.2.I El piano coordenado 



1 2 

El piano coordenado 
y las lineas rectas 



Figura 1.1.26 Area rectangular 
con corredor 
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y/ 
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1 

Figura 

Xj x 

1.2.2 El punto Ptiene 


coordenadas rectangulares 

C*i, Yl) 



Pitagoras 



Figura 1.2.4 Use este triangulo 
para deducir la formula de la 
distancia 


y 


Q(5,4) 



A1 agregar estas caracteristicas, obtenemos el piano coordenado, ya que 
entonces es posible localizar cualquier punto dado mediante un par de numeros 
llamados coordenadas del punto. He aquf como: Si Pes un punto en el piano, trace 
perpendiculares de P a los ejes coordenados, como se muestra en la figura 1.2.2. 
Una perpendicular interseca al eje x en la coordenada x (o abscisa) de P, 
etiquetada como XI en la figura 1.2.2. La otra interseca al eje yen la coordenada 
y (u ordenada) Yl en P. El par de numeros (x l# Yj), en ese orden, se llama el par 
coordenado de P, o simplemente las coordenadas de P. Para ser concisos, 
hablamos de "el punto P(x h yj)". 

Este sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas rectangula¬ 
res, o sistema de coordenadas cartesianas (pues su uso en geometria fue 
popularizado en la decada de 1630 por el matematico y filosofo frances Rene 
Descartes [1596-1650]). El piano con estas coordenadas se denota R z , ya que 
usamos dos copias de R; se conoce tambien como piano cartesiano. 

Las coordenadas rectangulares son faciles de usar, ya que P(XI> Yj) y Q(x 2 ,yz) 
senalan al mismo punto si y solo si XI = XI Y Yj = Yl' Por tanto, si usted sabe que P 
y Q son puntos diferentes, debe concluir que P y Q tienen diferentes abscisas, 
diferentes ordenadas, o ambas. 

El punto de simetria (0, 0) donde se cruzan los ejes coordenados se llama 
origen. Todos los puntos en el ejex tienen coordenadas de la forma (x, 0). Aunque 
el numero real X no es lo mismo que el punto geometrico (x, 0), hay situaciones 
en que es mas util pensarlos como lo mismo. Observaciones similares se aplican 
a los puntos (0, y) en el ejey. 

El concepto de distancia en el piano coordenado se basa en el teorema de 
Pitagoras: Si ABees un triangulo rectangulo con su angulo recto en el punto 6 e 
hipotenusa e, como en la figura 1.2.3, entonces 

c 2 = a 2 + b 2 . (1) 

El recfproco del teorema de Pitagoras tambien es cierto: Si los tres lados de un 
triangulo dado satisfacen la relacion de Pitagoras en la ecuacion (1), entonces el 
angulo opuesto allado e debe serun angulo recto. 

La distancia d(PI> Pj) entre los puntos Ply P/ es, por definicion, la longi- 
tud de la linea recta que une aPj y P/. La formula siguiente da d{P u Pj) en terminos 
de las coordenadas de los dos puntos. 


Formula de la distancia 

La distancia entre los dos puntos pj(XI> Yj) y P 2 (x 2 , Yl) es 

d{P\, Pi) = 'I (X 2 - *i) 2 + O 2 - (2) 


Demostracion Si XI ^ XI Y Yj ^ Yl, entonces la formula de la ecuacion (2) es 
consecuencia del teorema de Pitagoras. Use el triangulo rectangulo con vertices 
Pi, P/ YP 3 (x 2 ,yi) que se muestra en la figura 1.2.4. 

Si XI = XI, entonces PI y P/ estan en una linea vertical. En este caso 

d(Pj, Pz) = \Y2 - y j \ = V(yz - Yl)2. 

Esto concuerda con la formula de la ecuacion (2) ya que Xj = Xz. El caso restante, 
€n donde Yj = Yl es similar. O 


Figura 1.2.5 ^Es este un EJEMPLO 1 Muestre que el triangulo PQR con vertices P(l, 0), Q(5, 4) Y 

triangulo rectangulo (ejemplo 1)? Pf-2,3) es un triangulo rectangulo (figura 1.2.5). 


Seccion 1.2 / El piano coordenado y las lineas rectas 


15 





Solution La formula de la distancia da 


a 2 - [d(P, Q)f = (5 - l) 2 + (4 - 0) 2 = 32, 

b 2 = [d(P, R )] 2 = (-2 - l) 2 + (3 - 0) 2 =18 y 

c 2 = [d(Q, /?)] 2 = (-2 - 5) 2 + (3 - 4) 2 = 50. 

Ya que a 2 + b 2 = c 2 el reciproco del teorema de Pitagoras implica que RPQ es un 
angulo recto. El angulo recto esta en P ya que P es el vertice opuesto al lado mas 
largo, QR. 


y 



X 

Figura 1.2.6 El punto medio M 


Otra aplicacion de la formula de la distancia es una expresion para las 
coordenadas del punto medio M del segmento de recta P X P 2 con puntos extremos 
P\ y Pi (figura 1.2.6). Retomando de la geometria que M es el (unico) punto del 
segmento de recta P X P 2 que esta a la misma distancia de P x y P 2 . La siguiente 
formula nos dice que las coordenadas de A/son los promedios de las coordenadas 
correspondientes de P x y P 2 . 


Formula para el punto medio 

El punto medio del segmento de recta con extremos y x ) y P 2 (x 2 , y 2 ) 

es el punto M(x,y) con coordenadas 

x = L(x l +x 2 ), y=j(yi+y 2 ) (3) 


Demostracion Si sustituye las coordenadas de P h My P 2 en la formula de la 
distancia, vera que d(P u M) = d(P 2 , M). Todo lo que resta es mostrar que M se 
encuentra en el segmento de recta P X P 2 . En el problema 31, le pedimos hacer esto 
y asi completar la demostracion. □ 


LINEAS RECTAS Y PENDIENTES 


Queremos definir la pendiente de una linea recta, una medida de su elevacion o 
descenso de izquierda a derecha. Dada una recta no vertical L en el piano 
coordenado, elegimos dos puntos y x ) y P 2 (x 2 , y 2 ) en L . Consideramos los 
incrementos Ajc y Ay (que se leen “delta x” y “delta /’) en las coordenadas xy y 
de P j a P 2 , que se definen como 



X 

Figura 1.2.7 La pendiente de 
una linea recta 


Ax = *2 - Xi y Ay = y 2 - y i- 


(4) 


Los ingenieros (y otros) llaman a Ax la carrera de P x aP 2 y Ay la elevacion de P x 
a P 2 como en la figura 1.2.7. La pendiente m de una recta no vertical L es entonces 
la razon entre la elevacion y la carrera: 


Ay = y 2 - yi 

Ax x 2 - *1 ' 


(5) 


Esto tambien es la definicion en ingenieria civil y otras areas (incluyendo el 
calculo). En un texto de agrimensura encontrara la idea nemotecnica 


"pendiente = 


elevacion 

carrera 


n 
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Figura 1.2.8 El resultado del 
calculo de la pendiente no depende 
de los puntos de L que se usen 

Recordemos que los lados correspondientes de triangulos semejantes (es 
decir, con angulos iguales) tienen razones iguales. Por tanto, si y 3 ) y 

P 4 (x 4 y 4 ) son dos puntos distintos en L, entonces la semejanza de los triangulos 
de la figura 1.2.8 implica que 

?4 ~ ?3 _ yi ~ y i 
x 4 - x 3 x 2 - Jti ' 

En consecuencia, la pendiente m definida en la ecuacion (5) no depende de una 
election particular de P x y P 2 . 

Si la recta L es horizontal, entonces A y = 0. En este caso la ecuacion (5) da 
m = 0. Si L es vertical, entonces Ajc = 0 y la pendiente de L no esta definida . Por 
lo que tenemos las siguientes proposiciones: 

Las rectas horizontales tienen pendiente nula. 

Las rectas verticales no tienen pendiente definida. 

EJEMPLO 2 (a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3, -2) y 
(-1, 4) es = 4 - (-2) = _6_ = _3 

m (-l)-3 -4 2' 

(b) Los puntos (3, -2) y (7, -2) tienen la misma coordenaday. Asi, la recta que 
pasa a traves de ellos es horizontal y entonces tiene pendiente nula. 

(c) Los puntos (3, -2) y (3,4) tienen la misma coordenadax. Por lo tanto, la recta 
que pasa a traves de ellos es vertical y entonces su pendiente no esta definida. 

ECUACIONES DE LINEAS RECTAS 

Nuestra meta inmediata es poder escribir las ecuaciones de llneas rectas dadas. Es 
decir, si L es una llnea recta en el piano coordenado, deseamos construir un 
enunciado matematico, una ecuacion, acerca de los puntos ( x, y) en el piano. 
Queremos que esta ecuacion sea verdadera cuando ( x, y ) sea un punto sobre L y 
falsa cuando (x, y) no lo sea. Es claro que esta ecuacion utilizara ax y a y, asi como 
algunas constantes numericas determinadas por la propia L. Para escribir esta 
ecuacion, el concepto de pendiente de L es esencial. 

Supongamos, entonces, queP(x 0 ,>’o) es un punto fijo de una rectal no vertical 
con pendiente m. Sea P(x, y) cualquier olro punto en L. Aplicamos la ecuacion 
(5) con P y P 0 en vez de P, y P 2 para ver que 


x - Xo’ 
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es decir, 


? ~ yo = m(x ~ x 0 ). ( 6 ) 

Como el punto (x 0y y 0 ) satisface la ecuacion ( 6 ), al igual que cada punto de L y y ya 
que ningun otro punto del piano puede satisfacer dicha ecuacion, ( 6 ) es realmente 
una ecuacion para la recta dada L. En resumen, tenemos el siguiente resultado. 


La ecuacion punto-pendiente 

El punto P(x, y ) esta en la recta con pendiente m y pasa por el punto fijo 
(* 0 ^ 0 ) si y solo si satisface la ecuacion 

y-y 0 = m(x-x 0 ) ( 6 ) 


La ecuacion ( 6 ) es la ecuacion punto-pendiente de L y debido en parte a que 
las coordenadas del punto (x 0y y 0 ) y la pendiente mdeLse pueden leer directamente 
de la ecuacion. 

EJEMPLO 3 Escriba una ecuacion para la recta L que pasa por los puntos 
/Ml,-l)y/> 2 (3, 5). 


Solution La pendiente m de L se puede obtener de los dos puntos dados: 


Cualquiera de los puntos P x o P 2 puede servir como el punto fijo. Usaremos 
- 1 )• Entonces, con la ayuda de la ecuacion ( 6 ), la ecuacion punto-pendiente 
de L es 

y + 1 = 3(x - 1). 

Si es adecuada la simplification, escribimos 3x -y = 4 . 



Figura 1.2.9 La linea recta con 
ecuacion y = mx + b tiene 
pendiente m y ordenada al origen b. 


La ecuacion ( 6 ) se puede escribir de la forma 

y = + b y ( 7 ) 

donde b=y 0 - mx 0 es una constante. Como y = b cuando * = 0, la ordenada al 
origen de L es el punto (0, b) que se muestra en la figura 1.2.9. Las ecuaciones (6) 
y (7) son formas diferentes de la ecuacion de una linea recta. 


La ecuacion punto-ordenada al origen 

El punto P{x , y) esta en la recta compendiente m y ordenada al origen b 
si y solo si las coordenadas de P satisfacen la ecuacion 

y = mx + b ( 7 ) 


Probablemente haya notado que ambas ecuaciones ( 6 ) y (7) se pueden escribir 
en la forma de la ecuacion general lineal 

Ax + By = C, ( 8 ) 

donde A t B y C son constantes. Reciprocan^ente, si B * 0, entonces la ecuacion ( 8 ) 
se puede escribir en la forma de la ecuacion (7) si dividimos cada termino entre 
B. En consecuencia, la ecuacion ( 8 ) representa una linea recta con pendiente dada 
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Figura 1.2.10 ^Comose 
relaciona el Angulo de inclination 
<p con la pendiente ml 



Figura 1.2.11 Dos rectas 
paralelas 


por el coeficiente de x despues de despejar y en la ecuacion. Si B = 0, entonces la 
ecuacion (8) se reduce a la ecuacion de una recta vertical: x = K (donde K es una 
constante). Si^4 = 0, la ecuacion (8) se reduce a la ecuacion de una recta horizontal 
y = H(H una constante). Asi, vemos que en todos los casos la ecuacidn (8) es la 
ecuacion de una linea recta, a menos que A = B = 0. Reciprocamente, toda linea recta 
en el piano coordenado (incluso una vertical) tiene una ecuacion de la forma (8). 

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES 

Si la recta L no es horizontal, debe cruzar al eje x. Entonces, su Angulo de 
inclinacidn es el angulo <f> medido en direction contraria a la de las manecillas 
del reloj, desde el eje x positivo hasta L. Esto implica que 0° < <f >< 180° si <j> se 
mide en grados. La figura 1.2.10 aclara el hecho de que este angulo 0 y la pendiente 
m de una recta no vertical estan relacionados mediante la ecuacion 

m = = tan d>. (9) 

Ax 

Esto es cierto, pues si 0 es un angulo agudo en un triangulo rectangulo, entonces 
tan <p es la razon entre el cateto opuesto a <p y el cateto adyacente al mismo angulo. 

La intuition le indicara correctamente que dos rectas son paralelas si y solo si 
tienen el mismo angulo de inclination. Asi, la ecuacion (9) implica que dos rectas 
paralelas no verticales tienen la misma pendiente y que dos rectas con la misma 
pendiente deben ser paralelas. Esto termina la demostracion del teorema 1. 


Teorema 1 Pendientes de rectas paralelas 

Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma 
pendiente. 


El teorema 1 se puede demostrar tambien sin el uso de la funcion tangente. 
Las dos rectas que se muestran en la figura 1.2.11 son paralelas si y solo si los dos 
triangulos rectangulos son semejantes, lo que es equivalente al hecho de que las 
pendientes de las rectas sean iguales. 

EJEMPLO 4 Escriba una ecuacion de la recta L que pasa por el punto P{ 3, -2) 
y es paralela a la recta V que tiene la ecuacion x + 2y = 6. 

Solucion Cuando despejamos y en la ecuacion de L\ obtenemos y = - \ x + 3, 
por lo que V tiene pendiente m = -i. Como L tiene la misma pendiente, su ecuacion 
punto—pendiente es entonces 

y + 2 = -*(* - 3), 

o, si lo prefiere, x + 2y = -\. 

Teorema 2 Pendientes de rectasperpendiculares 
Dos rectas L x y L 2 con pendientes m x y m 2y respectivamente, son perpen¬ 
diculares si y solo si 

m x m 2 ~~\ (10) 

Es decir, la pendiente de cada una es el reciproco negativo de la pendiente 
de la otra. 
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Figura 1.2.12 Ilustracion de la 
demostracion del teorema 2 


Figura 1.2.13 Pendientes 
positiva y negativa; efecto sobre <j> 


Demostracion Si las dos rectas L, y L 2 son perpendiculares y la pendiente de 
cada una existe, entonces ninguna de ellas es horizontal o vertical. Asi, la situacion 
se parece a la de la figura 1.2.12, donde las dos rectas se intersecan en el punto 
( A 'o> yo)- Es facil ver que los dos triangulos rectangulos son semejantes, por lo que 
la igualdad de razones de lados correspondientes se escribe 

m2 = y* ~ = x ° ~ -* 1 _ _ X) — xo _ 1 

*2 ~ x 0 y> - y 0 y, - y 0 mM 

Asi, la ecuacion (10) es valida si las dos rectas son perpendiculares. Este argu¬ 
ment se puede invertir para demostrar el reciproco, que las rectas son perpendi¬ 
culares si m]i« 2 = -1. □ 

EJEMPLO 5 Escriba una ecuacion de la recta L que pasa por el punto />(3, -2) 
y que es perpendicular- a la recta L' con la ecuacion x + 2y = 6. 

Solucion Como vimos en el ejemplo 4, la pendiente de L' es m' = - 1. Por el 
teorema 2, la pendiente de Lesm= -Mm' = 2. Asi, L tiene la ecuacion punto-pen- 
diente 

y + 2 = 2{x - 3); 

en forma equivalente, 2x-y = 8. 


Sera util recordar que el signo de la pendiente m de la recta L indica si la recta 
se inclina hacia arriba o hacia abajo cuando los ojos la recorren de izquierda a 
derecha. Si m > 0, entonces el angulo de inclinacion 0de L debe ser un angulo 
agudo, pues m = tan <p. En este caso, L “sube” a la derecha. Si m < 0, entonces 0es 
obtuso, de modo que L “baja”. La figura 1.2.13 muestra la geometria detras de 
estas observaciones. 



ESTUDIO GRAFICO 


Muchos problemas matem^ticos requieren la solucidn simultanea de un par de 
ecuaciones lineales de la fonna 


ciix + b,y = Ci 
d 2 x + b 2 y = c 2 . 


( 11 ) 


Las graficas de estas dos ecuaciones son un par de rectas en el piano xy. Si estas 
dos rectas no son paralelas, entonces deben intersecarse en un unico punto P cuyas 
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coordenadas (x 0 ,y 0 ) conforman la solucion de (11). Es decir,x =x 0 yy = y 0 son los 
(unicos) valores de x y y para los cuales ambas ecuaciones en (11) son verdaderas. 

En el algebra elemental, usted estudio varios metodos de elimination y 
sustitucion para resolver sistemas lineales como (11). El ejemplo 6 ilustra un 
metodo grdfico altemativo que a veces es mas util cuando se dispone de una utileria 
grafica (una calculadora grafica o una computadora con un programa de grafica- 
cion). 



Figura 1.2.14 Una calculadora 
preparada para graficar las rectas 
de la ecuacion (12) (Ejemplo 6) 



x 

Figura 1.2.15 -5 ^ * % 5, 
-5 ^y S 5 (Ejemplo 6) 


EJEMPLO 6 Queremos analizar la solucion simultanea de las ecuaciones 
lineales 

\0x - 8y = 17 

15* + 18 y = 67. (12 ^ 

Para muchas calculadoras graficas, es necesario despejar primero y en cada 
ecuacion: 

y = (1? - 10*)/(-8) 

y = (67 - 15*)/18. (13 ^ 

La figura 1.2.14 muestra una calculadora preparada para graficar las dos rectas 
representadas por las ecuaciones en (12), y la figura 1.2.15 muestra el resultado 
en la ventana de vision -5 ^ 5, -5 S 5. 

Antes de continuar, observe que en la figura 1.2.15, las dos rectas parecen 
perpendiculares. Pero sus pendientes, (—10)/(—8) = | y (—15)/l 8 = no son 
reciprocos negativos entre si. El teorema 2 implica que las dos rectas no 
son perpendiculares. 

Las figuras 1.2.16, 1.2.17 y 1.2.18 muestran aproximaciones sucesivas del 
punto de interseccion de las dos rectas. El recuadro punteado de cada figura es la 
ventana de vision de la siguiente. Si observamos la figura 1.2.18, vemos que el 
punto de interseccion esta dado por las aproximaciones 

x - 2.807, y - 1.383, (14) 

redondeado a tres cifras decimales. 

El resultado en (14) se puede verificar al igualar los miembros derechos en 
(13) y despejar x. Esto nos dax = 421 / 150 = 2.8067. La sustitucion de este valor 
en cualquiera de las ecuaciones (13) nos day = 83 / 60 « 1.3833. 




Figura 1.2.16 2 ^3, 

1 Sy S2 (Ejemplo 6) 


Figura 1.2.17 2.75 ^jc ^2.85. 
1.35 £y £ 1.45 (Ejemplo 6) 


Figura 1.2.18 2.80^^2.81, 
1.38 Sy ^ 1.39 (Ejemplo 6) 
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El metodo grafico ilustrado por el ejemplo 6 produce por lo general soluciones 
aproximadas que son lo bastante precisasparapropositospracticos. Pero el metodo 
es particularmente util para las ecuaciones no lineales y para las que no se dispone 
de tecnicas algebraicas de solution. 


1.2 Problemas 


Trespuntos A. By C estdn en una misma linea recta siy solo 
si la pendiente de AB es igual a la pendiente de BC. En los 
problemas 1 a 4. grafique los tres puntos dados y determine 
entonces si estdn o no en una sola recta. 

1. A(— 1, -2), 5(2, 1), C(4, 3) 

2. A{- 2, 5), 5(2, 3), C(8, 0) 

3. A( — 1, 6), 5(1, 2), C(4, -2) 

4. A(-3, 2), 5(1,6), C(8, 14) 

En los problemas 5 y 6. use el concepto de pendiente para 
mostrar que los cuatro puntos dados son los vertices de un 
paralelogramo. 

5. A(— 1, 3), 5(5, 0), C(7, 4), D( 1, 7) 

6. A(7, -1), 5( —2, 2), C( 1, 4), D{ 10, 1) 

En los problemas 7 y 8. muestre que los tres puntos dados son 
los vertices de un tridngulo rectangulo. 

7. A(- 2, -1), 5(2, 7), C(4, -4) 

8. A(6, -1), 5(2, 3), C(-3, -2) 

/os problemas 9 a 13. determine la pendiente (m) y la 
ordenada al origen (b) de la recta con la ecuacion dada. 
Grafique despues dicha recta. 

9. 2x = 3y 10. x + y = 1 

11. 2x - y + 3 = 0 12. 3* + Ay = 6 

13. 2x — 3 — 5y 

En los problemas 14 a 23. escriba una ecuacion de la recta 
L descrita. 

14. L es vertical y su abscisa al origen es 7. 

15. L es horizontal y pasa por (3, -5). 

16. L tiene abscisa al origen 2 y ordenada al origen -3. 

17. L pasa por (2, -3) y (5, 3). 

18. L pasa por (-1, -4) y tiene pendiente 1/2. 

19. 5pasapor(4, 2)ytiene unangulode inclination de 135°. 

20. L tiene pendiente 6 y ordenada al origen 7. 

21. L pasa por (1, 5) y es paralela a la recta con ecuacion 
2x +y = 10. 


22. L pasa por (-2, 4) y es perpendicular a la recta con 
ecuacion x + 2y = 17. 

23. L es la mediatriz del segmento de recta con extremos 
(-l,2)y(3, 10). 

24. Determine la distancia perpendicular desde el punto (2, 1) 
hasta la recta con ecuacion y = x + 1. 

25. Determine la distancia perpendicular entre las rectas 
paralelasy = 5* + 1 yy = 5* + 9. 

26. Los puntos A(- 1, 6), 5(0, 0) y C(3, 1) son tres 
vertices consecutivos de un paralelogramo. Determine 
el cuarto vertice. (<-Que ocurre si se omite la palabra 
consecutivol) 

27. Demuestre que las diagonales del paralelogramo del 
problema 26 se bisecan entre si. 

28. Muestre que los puntos A{-\ , 2); 5(3, -1), C(6, 3) 
y D(2, 6) son los vertices de un rombo (un paralelogramo 
con todos los lados de igual longitud). Demuestre des¬ 
pues que las diagonales de este rombo son perpendicu- 
lares entre si. 

29. Los puntos A(2, 1), 5(3, 5) y C(7, 3) son los vertices de 
un triangulo. Demuestre que la recta que une los puntos 
medios de AB y BC es paralela a AC. 

30. Una mediana de un triangulo es una recta que une un 
vertice con el punto medio del lado opuesto. Demuestre que 
las tres medianas del triangulo del problema 29 se intersecan 
en un solo punto. 

31. Complete la demostracion de la formula para el punto 
medio, en la ecuacion (3). Es necesario mostrar que el 
punto M esta en el segmento P\P 2 . Una forma de hacer esto 
es mostrar que la pendiente de P x Mq s igual a la pendiente de 
MP 2 . 

32. Sea P{xq, y 0 ) un punto del circulo con centro C(0, 0) y 
radio r. Recuerde que la recta tangente al circulo en P es 
perpendicular al radio CP. Demuestre que la ecuacion de esta 
recta tangente es XqX + y$y = r 2 . 

33. La temperatura Fahrenheit F y la temperatura absoluta K 
satisfacen una ecuacion lineal. Ademas, K = 273.16 cuando 
F= 32 y K = 373.16 cuando 5 = 212. Exprese K en terminos 
de F. ^Cual es el valor de F cuando K= 0? 

34. La longitud L (en centimetros) de una varilla de cobre es 
una funcion lineal de su temperaturaCelsius C. Si L = 124.942 
cuando C = 20 y L = 125.134 cuando C= 110, exprese L en 
terminos de C. 

35. La propietaria de una tienda determina que puede vender 
980 galones de leche cada semana, a $1.69 el galon, y 1220 
galones de leche cada semana a $1.49 el galon. Suponga que 
existe una relacion lineal entre el precio y las ventas. ^Cu&ntos 
galones esperaria vender a $1.56 el galon? 
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36. La figura 1.2.19 muestra las graficas de las ecuaciones 

17* - 10 y = 57 
25* - 15y = 17. 


Son paralelas estas rectas? En caso contrario, determine su 
punto de intersection. Si tiene una utileria de graficacion, 
determine la solucion mediante una aproximacion grafica y 
mediante metodos algebraicos precisos. 



Figura 1.2.19 Las rectas del problema 36 


En losproblemas 37 a 46, use una calculadora grafica o una 
computadora para aproximar de manera grafica (con tres 
decimates correctos o correctamente redondeados) la solu¬ 
cion del sistema lineal dado . Despues , verifique su solucion 
aproximada resolviendo el sistema mediante un metodo al- 
gebraico preciso. 


37. 2x + 3y = 5 
2x + 5y = 12 

39. 3* + 3y = 17 
3* + 5y — 16 
41. 4* + 3 y = 17 
5x + 5y ~ 21 

43. 5* + 6y = 16 
lx + 10 y = 29 

45. 6* + 6y = 31 
9* + My = 37 


38. 6x + 4y = 5 
8 x - 6y = 13 

40. 2* + 3y = 17 
2x + 5y = 20 

42. 4* + 3 y = 15 
5* + 5y = 29 

44. 5* + My = 21 
4x + lOy = 19 

46. lx + 6y = 31 
11* + 1 \y = 47 


47. Justifique la frase “ningun otro punto del piano puede 
satisfacer” que va despues de la ecuacion (6). 

48. EJ analisis de la ecuacion lineal Ax + By = C en la ecuacion 
(8) no incluye una descripcion de la grafica de esta ecuacion 
si A - B = 0. Cual es la grafica en este caso? 


Graficas de 
ecuaciones y 
funciones 


En la seccion 1.2 vimos que los pantos (*, y) que satisfacen la ecuacion lineal Ax 
+ By= C forman un conjimto muy simple: una linea recta (si A y B no se anulan 
en forma simultanea). En contraste, el conjunto de puntos (*, y) que satisfacen la 
ecuacion 


* 4 - 4* 3 + 3* 2 + 2* 2 y 2 = y 2 + 4*y 2 - y 4 

forman Ja curva exotica de la figura 1.3.1 (j Aunque esto no es obvio!) Pero la linea 
recta y esta curva complicada son ejemplos de graficas . 



Figura 1.3.1 La grafica de la ecuacion 
* 4 - 4^ + 3* 2 + 2* 2 y 2 
= y 2 + 4*y 2 - y 4 


Dcfinicion Grafica de una ecuacion 

La grafica de una ecuacion en dos variables* y y es el conjunto de todos 
los puntos (*, y) en el piano que satisfacen la ecuacion. 


Por ejemplo, la formula de la distancia nos dice que la grafica de la ecuacion 


* 2 + y 2 


(1) 
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Figura 1.3.2 Un circulo 
trasladado 


es el circulo de radio r con centro en el origen (0, 0). Mas en general, la grafica de 
la ecuacion 

(x- h) 1 + {y - k) 1 — r 2 (2) 

es el circulo de radio r con centro (h, k). Esto es consecuencia de la formula de la 
distancia, pues la distancia entre los puntos (x, y) y (h, k) de la figura 1.3.2 es r. 

EJEMPLO 1 La ecuacion del circulo con centro (3, 4) y radio 10 es 

(x - 3) 2 + (y - 4) 2 = 100, 

que tambien se puede escribir en la forma 

x 2 + y 2 - 6x - 8y - 75 = 0. 

Podemos considerar el circulo general, ecuacion (2), como una traslacion del 
circulo con centro en el origen de la ecuacion (1): Cada punto del primero se 
obtiene mediante una traslacion (desplazamiento) de cada punto del piano xy h 
unidades a la derecha y k unidades hacia arriba. (Un valor negativo de h corres- 
ponde a una traslacion | h \ unidades a la izquierda; un valor negativo de k indica 
una traslacion hacia abajo.) Usted puede ver que la ecuacion (2) del circulo 
trasladado con centro (h, k) se puede obtener mediante la ecuacion (1), reempla- 
zando x con x - hy y con y - k. Veremos que este principio se aplica a curvas 
arbitrarias: 


8 

4 

^ 0 
-4 

-8 

-10 -5 0 5 10 

x 

Figura 1.3.3 El circulo del 
ejemplo 2 



Cuando la grafica de una ecuacion se traslada h unidades hacia la derecha y 
k unidades hacia arriba, la ecuacion de la curva trasladada se obtiene de la 
ecuacion original mediante el reemplazo de x con x-hy y con y-k. 

Observe que podemos escribir la ecuacion de un circulo trasladado en la 
ecuacion (2) de la forma general 

x 2 + y 2 + ax + by = c. (3) 

i,Que podemos hacer entonces cuando encontremos una ecuacion que ya esta en 
la forma de la ecuacion (3)? Primero reconocemos que es una ecuacion de un 
circulo. A continuacion, podemos descubrir su centro y radio por medio de la 
tecnica de completar el cuadrado. Para esto, observemos que 

x 2 + ax — (x + ^ 

\ 2 

lo que muestra que x 2 + ax se puede completar para obtener un cuadrado perfecto 
agregandole el cuadrado de la mitad del coeficiente de x. 



EJEMPLO 2 Determine el centro y radio del circulo que tiene por ecuacion 

x 2 + y 2 ~ 4x + 6y = 12. 

Solution Completamos el cuadrado por separado para cada variable x yy. Esto 
nos da 

(x 2 - 4x + 4) + (y 2 + 6y + 9) = 12 + 4 + 9; 

(x - 2) 2 + {y + 3) 2 = 25. 

Por lo tanto, el circulo, que se muestra en la figura 1.3.3, tiene centro (2, -3) y 
radio 5. Al despejary de la ultima ecuacion obtenemos 


y = — 3 ± V25 - (x - 2) 2 
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Figura 1.3.4 Una calculadora 
grafica preparada para graficar el 
circulo del ejemplo 2 



Figura 1.3.5 La grafica de la 
funcion valor absolutoy = |x| 
del ejemplo 3 


Asi, el circulo consta de las graficas de las dos funciones 

yi(jc) = -3 + V25 - [x - 2) 2 

y 

y 2 (x) = -3 - V25 - (x - 2) 2 

que describen sus semicirculos superior e inferior. La figura 1.3.4 muestra una 
calculadora grafica preparada para graficar este circulo. 


GRAFICAS DE FUNCIONES 

La grafica de una funcion es un caso particular de la grafica de una ecuacion. 
Definition Grafica de una funcion 

La grafica de la funcion/es la grafica de la ecuacion y =/(x). 


Asi, la grafica de la funcion/es el conjunto de puntos en el piano que tienen 
la forma (x, /(x)), dondex esta en el dominio de f Puesto que la segunda coorde- 
nada de tal punto esta determinada de manera unica por su primera coordenada, 
obtenemos el siguiente y util principio: 

Ninguna recta vertical puede intersecar la grafica de una funcion en mas de 
un punto. 

Otra altemativa es 

Cada recta vertical que pasa por un punto del dominio de una funcion interseca 
su grafica en exactamente un punto. 

Si examina la figura 1.3.1, por estas observaciones vera que la grafica que ahi 
aparece no puede ser la grafica de una funcion , aunque si es la grafica de una 
ecuacion. 

EJEMPLO 3 Construya la grafica de la funcion valor absoluto f(x) = \ x |. 


Solution Recuerde que 


x 


x si x ^ 0; 

-x si x < 0. 


De modo que la grafica de y - \ x \ consta de la mitad derecha de la recta y = x 
junto con la pane izquierda de la recta y = -x, como se muestra en la figura 1.3.5. 


EJEMPLO 4 Haga un bosquejo de la grafica de la funcion reciproca 

fix) = 

x 


Solution Examinaremos cuatro casos naturales. 


□ Cuando x es positivo y numericamente grande, /(x) es pequeno y positivo. 

□ Cuando x es positivo y cercano a cero, /(x) es grande y positivo. 
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Figura 1.3.6 La grafica de la 
funcion reciprocal = 1 lx del 
ejemplo 4 


□ Cuando x es negativo y numericamente pequeno (negativo y cercano a cero), 
f(x) es grande y negativo. 

□ Cuando x es grande y negativo (* es negativo pero | x | es grande), f(x) es 
pequeno y negativo (negativo y cercano a cero). 

Para comenzar con la grafica, podemos localizar unos cuantos puntos, como 
(1, 1), (-1, -1), (10, 0.1), (0.1, 10), (-10,-0.1) y (-0.1, -10). El resultado de la 
informacion desplegada aqui sugiere que la grafica real se parece mucho a la que 
se muestra en la figura 1.3.6. 


La figura 1.3.6 tiene un “hueco”, o “discontinuidad” en la grafica dey = 1 fx 
cuando x = 0. De hecho, el hueco se llama discontinuidad infinita puesto quey 
crece sin limite cuando x tiende a cero por la derecha, mientras quey decrece sin 
limite cuando a' tiende a cero por la izquierda. Este fenomeno es indicado por lo 
general por la presencia de denominadores que se anulan en ciertos valores de x , 
como en el caso de las funciones 



Figura 1.3.7 La grafica de la 
funcion (escalera) maximo entero 
J{x) = [xjdel ejemplo 5 


M ~T=~x y /W “?' 

que le pediremos grafique en los problemas. 

EJEMPLO 5 La figura 1.3.7 muestra la grafica de la funcion maximo entero 
/M = Mdel ejemplo 3 de la seccion 1.1. Observe los “saltos” que aparecen en los 
valores enteros de x. En las calculadoras, la funcion maximo entero se denota 
usualmente con ( int ) ; en algunos lenguajes de programacion, es FLOOR. 

EJEMPLO 6 Grafique la funcion con la formula 

f{x) = X - [*] - l. 

Solucion Recuerde que [x]] = /?, donde n es el maximo entero que no excede a 
a *: n ^ x < n + 1. Por lo tanto, si n es un entero, entonces 

fin) = n - n - $ = 

Esto implica que el punto (n, - I) esta en la grafica para cada entero n. A 
continuacion, si n^x< n + 1 (donde, de nuevo, n es un entero), entonces 


f(x) = x - n - {. 

Comoy = a *- n -i tiene como grafica una linea recta de pendiente 1, esto implica 
que la grafica de/tiene la forma que se muestra en la figura 1.3.8. Esta funcion 
diente de sierra es otro ejemplo de funcion discontinua. Los valores de x donde el 
valor de/(x) tiene un salto son los puntos dc discontinuidad de la funcion f Asi, 
los puntos de discontinuidad de la funcion diente de sierra son los enteros. Cuando 
x tiende al entero n por la izquierda, el valor de/( x) tiende a +1/2, pero/(A') salta 



Figura 1.3.8 La grafica de la funcion 
diente de sierra/ ( a ) = x - [ a ]]- 3 
del ejemplo 6 
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Figura 1.3.9 Una calculadora 
grafica preparada para graficar la 
funcion diente de sierra del 
ejemplo 6 



Figura 1.3.10 La grafica de la 
parabola y=x 2 del ejemplo 7 


subitamente al valor -1/2 cuando x = n. En la seccion 2.4 damos una definicion 
precisa de la continuidad y la discontinuidad de las funciones. La figura 1.3.9 
muestra una calculadora grafica preparada para graficar la funcion diente de sierra. 


PARABOLAS 

La grafica de una funcion cuadrdtica de la forma 

f(x ) = ax 2 + bx + c {a ± 0) (4) 

es una parabola , cuya forma se parece a la de la parabola particular del ejemplo 7. 


EJEMPLO 7 Construir la grafica de la parabola y = jc 2 . 

Solution Determinamos algunos puntos en una breve tabla de valores. 


* 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

y = x 2 

9 

4 

1 

0 

1 

4 

9 


Cuando trazamos una curva suave que pasa por estos puntos, obtenemos la curva 
que aparece en la figura 1.3.10. 


La parabolay = -jc 2 seria similar a la de la figura 1.3.10, pero se abriria hacia 
abajo en vez de hacia arriba. Mas en general, la grafica de la ecuacion 

y = ax 2 (5) 

es una parabola con su vertice en el origen, si a * 0. Esta parabola se abre hacia 
arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0. [Por el momento, podemos considerar el 
vertice de una parabola como el punto donde “cambia de direccion”. El vertice de 
una parabola de la forma y = ax 2 (a * 0) es siempre el origen. Una definicion precisa 
del vertice de una parabola aparece en el capitulo 10.] 



Figura 1.3.11 La grafica de la 
parabola* =y 2 del ejemplo 8 


EJEMPLO 8 Construir las graficas de las funciones/(*) = >fx y g(*) = - yTx. 

Solution Despues de tabular y unir los puntos, como en el ejemplo 7, obtenemos 
la parabola y 2 = x que aparece en la figura 1.3.11. Esta parabola se abre hacia la 
derecha. La mitad superior es la grafica de/(*) = V*", mientras que la mitad inferior 
es la grafica de g(x) = - V*! Asi, la union de las graficas de estas dos funciones es 
la grafica de una sola ecuacion, y 2 = x. (Compare esto con el circulo del ejemplo 
2.) Mas en general, la grafica de la ecuacion 

x = by 2 (6) 

es una parabola con vertice en el origen, si b * 0. Esta parabola se abre hacia la 
derecha si b > 0 (como en la figura 1.3.11) y hacia la izquierda si b < 0. 


El tamano del coeficiente a en la ecuacion (5) [o de b en la ecuacion (6)] 
determina el “ancho” de la parabola; su signo determina la direccion en la que’ se 
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a = 5 a = 2 a = 1 

4 


^ 2 


0 


Figura 1.3.12 Parabolas con anchos Figura 1.3.13 Una parabola trasladada 

diversos 

abre. Especificamente, mientras mas grande sea a > 0, la parabola crece mas 
rapidamente y es mas angosta (figura 1.3.12). 

La parabola de la figura 1.3.13 tiene la forma de la “parabola estandar” del 
ejemplo 7, pero su vertice esta localizado en el punto (h, k). En el sistema de 
coordenadas u f t>que se indica, la ecuacion de esta parabola es v = w 2 , en analogia 
con la ecuacion (5), con a = 1. Pero las coordenadas uv y las coordenadas xy estan 
relacionadas de la manera siguiente: 

u = x — h, v = y — k. 

Por tanto, la ecuacion de esta parabola en las coordenadas xy es 

y - k = (x- hf. (7) 

Asi, cuando la parabola y = x? se traslada h unidades a la derecha y k unidades 
hacia arriba, la ecuacion en (7) de la parabola trasladada se obtiene reemplazando 
x por x - h y y pory - k. Esta es otra instancia del prmcipio de traslacion que 
observamos con los circulos. 

Mas en general, la grafica de cualquier ecuacion de la forma 

y = ax 2 + bx + c (a # 0) (8) 

puede reconocerse como una parabola trasladada, completando primero el cuadra- 
do en x para obtener una ecuacion de la forma 

y — k = a(x - ti) 2 . (9) 

La grafica de esta ecuacion es una parabola con su vertice en (h, k). 

EJEMPLO 9 Determine la forma de la grafica de la ecuacion 

y = 2x 2 - 4x - 1. (10) 

Solution Si completamos el cuadrado en x, la ecuacion (10) toma la forma 

y = 2(x 2 - 2x + 1) - 3; 
y + 3 = 2{x - l) 2 . 

Figura 1.3.14 La parabola Por tanto, la grafica de la ecuacion (10) es la parabola que aparece en la figura 

y = 2x 2 - 4*- 1 del ejemplo 9 1.3.14, Se abre hacia arriba, y su vertice esta en (1,-3). 
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APLICACIONES DE LAS FUNCIONES CUADRATICAS 


En la section 1.1 vimos que un cierto tipo de problema de aplicacion nos pedia 
determinar el valor maximo o minimo alcanzado por cierta funcion f Si la funcion 
/es una funcion cuadratica, como en la ecuacion (4), entonces la grifica de y = 
f{x) es una parabola. En este caso, el valor maximo (o minimo) de f(x) corresponde 
al punto mas alto (o mas bajo) de la parabola. Por tanto, podemos determinar ese 
valor maximo (o minimo) en forma grafica (al menos, en forma aproximada) 

_ * _ haciendo un acercamiento al vertice de la parabola. 

$5 Por ejemplo, recordemos el problema del corral para animales de la section 

1.1. En el ejemplo 6 vimos que el area A del corral (vease figura 1.3.15) esta dada 
y $5 $5 y como una funcion de la longitud x de su base como 

A(x) = 1(30* - x 2 ) y 0 ^ ^ 30. (11) 

_$i_|_ La figura 1.3.16 muestra la grafica y = A(x) y las figuras 1.3.17 a 1.3.19 muestran 

x Pared acercamientos sucesivos de la region cercana al punto mas alto (vertice) de la 

Figura 1.3.15 El corral para los parabola. El rectangulo punteado en cada figura es la ventana de vision de 

animales la siguiente. La figura 1.3.19 parece indicar que el area maxima del corral es A( 15) 

= 135. De acuerdo a la figura, es claro que el valor maximo de f(x) esta a una 
distancia menor de 0.001 deA = 135. 



Figura 1.3.18 El segundo acercamiento Figura 1.3.19 El tercer acercamiento 

Podemos verificar que el valor maximo es precisamente /(15) = 135, com- 
pletando el cuadrado, como en el ejemplo 9: 

A = -j{x 2 - 30x) = -f(x 2 - 30* + 225 - 225) 

= -\{x 2 - 30x + 225) + 135; 
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es decir, 



Figura 1.3.20 La gr&fica de 
A(x) = - (30x - x 2 ) para 
0SxS30 


A - 135 = - l(x - 15) 2 . (12) 

La ecuacion (12) implica que la grafica de la ecuacion (11) es la parabola que 
se muestra en la figura 1.3.20, que se abre haciaabajo desde su vertice (15, 135). 
Esto demuestra que el valor maximo de^4(x) en el intervalo [0, 30] es el valor 
^4(15) = 135, como lo sugerian nuestro estudio numerico de la seccion 1.1 y el 
estudio grafico de esta seccion. Cuando observamos la ecuacion (12) en la forma 

c) = 135 - l(x - 15) 2 , 

es claro e inobjetable que el maximo valor posible de 135 -1 u 2 es 135, cuando 
u = x- 15 = 0; es decir, cuando x = 15. 

La tecnica de completar cuadrados es algo limitada: Se puede usar para 
determinar valores maximos y minimos unicamente de funciones cuadrdticas. 
Uno de nuestros objetivos en el calculo es desarrollar una tecnica mas general que 
se pueda aplicar a una variedad mucho mas amplia de funciones. 

La base de esta tecnica mas general reside en la siguiente observacion. Una 
inspeccion visual de la grafica de 


A(x) = | (30x - x 2 ) 

en la figura 1.3.20 sugiere que la recta tangente a la curva en su punto mas alto es 
horizontal. Si supieramos que la recta tangente a la grafica en su punto mas alto 
debe ser horizontal, entonces nuestro problema se reduciria a mostrar que (15, 135) 
es el unico punto de la grafica dey = A(x) donde la recta tangente es horizontal. 

Pero, ^que queremos decir por la recta tangente a una curva arbitraria? 
Contestaremos esta pregunta en la seccion 2.1. La respuesta abrira la puerta a la 
posibilidad de determinar valores maximos y minimos de funciones virtualmente 
arbitrarias. 


1.3 Problemas 


Trace cada uno de los circulos trasladados en los problemas 
1 a 6. Indique el centro y radio respectivo. 


en los problemas 13 a 16. Si la grafica es un circulo, de su 
centro y su radio. 


1. x 2 + y 2 = Ax 

2. x 2 + y 2 + 6y = 0 

3. x 2 + y 2 + 2x + 2y = 2 

4. x 2 + y 2 + lOx - 20 y + 100 = 0 

5. 2x 2 + 2y 2 + 2x - 2y = 1 

6. 9x 2 + 9y 2 — 6x — 12 y = 11 

Trace cada una de las parabolas trasladadas de los proble¬ 
mas 7 a 12. Indique el vertice respectivo. 

7. y = x 2 - 6x + 9 8. y = 16 - x 2 

9. y = x 2 + 2x + 4 10. 2y = x 2 - Ax + 8 

11. y = 5x 2 + 20x + 23 12. y = x — x 2 

La grafica de la ecuacion (x-hf + {y-k) 2 = C es un circulo 
si C>0>es el unico punto ( h, k) si C = 0 y yno tiene puntos si 
C < 0. U' Por que?) Identifique las graficas de las ecuaciones 


13. x 2 + y 2 6x + 8y — 0 

14. x 2 + y 2 — 2x + 2y + 2 = 0 

15. x 2 + y 2 + 2x + 6y + 20 = 0 

16. 2x 2 + 2y 2 - 2x + 6y + 5 = 0 


Trace las graficas de las funciones en los problemas 17 a 40. 
Tome en cuenta el dominio de definicion de cada funcion, y 
grafique los puntos que estime necesario. 


17. f(x) = 2 - 5x, -1 ^ x ^ 1 

18. /(x) = 2 — 5x, 0 ^ x < 2 

19. /(x) = 10 - x 2 20. f(x) = 1 + 2x 2 

21. f(x) = x 3 22. f(x) = x 4 

23. f(x) = V4 - a: 2 24. f(x) = -V9 - a: 2 

25. f(x) = V?~^9 26. fix) = —^— 

1 - X 
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27. fix) = 
29. fix) = 
31. fix) = 


1 


x + 2 

1 

(x ~ D 2 

1 

2* + 3 

33. fix) = VT 77 ! 

1 


35. fix) = -- 

v2x + 3 

37. /(a:) = | a: | + a: 


28. fix) = ^ 
30. fix) = ^ 
32. /(ac) = 

34. fix) = 


1 


i2x + 3) 2 

1 


Vl - x 
36. fix) = \2x - 2 1 
38. /(ac) = | ac - 3 | 


39. /(*) = 12* + 5 40. fix) = {[_* 


^ si * ^ 0 

Grafique las funciones dadas en los problemas 41 a 46. 
Indique los puntos de discontinuidad, si existen. 


decimates, correctas o correctamente redondeadas. Verifi- 
que entonces sus resultados, completando el cuadrado para 
determinar el vertice real de la parabola. 


47. y = 2x 2 - 6x + 7 

48. y = 2x 2 — 10* + 11 

49. y = 4* 2 — 18* + 22 

50. y = 5x 2 - 32* + 49 

51. y = -32 + 36* - 8* 2 

52. y = -53 - 34* - 5* 2 

53. y = 3 - 8* - 3* 2 

54. y = -28 + 34* - 9* 2 

En los problemas 55 a 58, use el metodo de completar el 
cuadrado para graficar la funcion adecuada y determine 
entonces el valor mdximo o minimo solicitado. 


42. /(*•) = 1, si * es un entero; en caso contrario,/(*) = 0. 

43. fix) = [2ac] 44. fix) = * ~ * 

| * - 1 | 

45. /(*) = [*]-* 

46. /(*) = [*] + [-*] + 1 

En los problemas 47 a 54, use una caiculadora grdfica o 
computadora para determinar (mediante acercamientos) el 
punto mas alto o mas bajo (segun el caso) P de la parabola 
dada. Determine las coordenadas de P hasta dos cifras 


55. Si se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad 
inicial de 96 pies/segundo, entonces su altura despues de t 
segundos esy = 96M6^ (pies). Determine la altura maxima 
que alcanza la pelota. 

56. Determine el area maxima posible del rectangulo descri- 
to en el problema 50 de la seccion 1.1. 

57. Determine el valor maximo posible del producto de dos 
numeros positivos cuya suma es 50. 

58. En el problema 52 de la seccion 1.1, se le pidio que 
expresara la produccion diaria deunpozo petrolero especifico 
como una funcion P =/(*) del numero * de nuevos pozos 
perforados. Construya la grafica de/ y usela para determinar 
el valor de * que maximiza a P. 


1.3 Proyectos 


Figura 1.3.21 Instrucciones 
para graficar la funcion/(*) 


Estos proyectos necesitan una caiculadora grafica o una computadora con un 
programa para graficacion. 

Con la caiculadora grafica tipica, puede realizar acercamientos sucesivos, 
oprimiendo simplemente latecla [zoom] . La figura 1.3.21 enumera las instruccio¬ 
nes para graficacion en los sistemas de computo comunes. Mediante ese sistema, 
listed puede por lo general definir cada ventana de vision sucesiva en forma 
explicita, como en la instruccion tipica 


plot(x A 2 - 2 , x = —5 . . 5 , y = —10. .10) 
para graficar/(*) = * 2 -2 en la ventana -5 ^ * ^ 5, -10 ^ y ^ 10. 


Derive 

Author 

f (x) f 

despues usar los comandos Plot y Zoom 

Maple 

plot ( 

f (x) , 

x = a. .b, y = c. .d) 

Mathematica 

Plot [ 

fix], {x 

a, b} , PlotRange -> {c, d} ] 

(X)PLORE 

window 
graph( 

( a,b, 
f (x), 

c, d ) 
x ) 
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X 

Figura 1.3.22 Determination 
de la raiz cuadrada (positiva) de 2 


PROYECTO A El proyecto A de la seccion 1.1 analiza el numero 'n I~2 como la 
solution positiva de la ecuacion 

x 2 - 2 = 0, 

que es igual a la interseccion de la parabola 

y = x 2 - 2 

y el eje x positivo. Partimos de la figura 1.3.22 y aproximamos a/~~ 2 (con una 
precision de cuatro cifras decimales) en forma grafica (es decir, mediante el 
metodo de aproximaciones sucesivas). 

En forma analoga, se puede aplicar el metodo de aproximaciones sucesivas 
para d eterm in ar apr oximaciones con hasta cuatro cifras decimales de raices como 
a/T 7, >/“25 y -TlOO. 



Figura 1.3.23 La recta y la 
parabola en el problema del 
corredor 



PROYECTO B El proyecto B de la seccion 1.1 trata de un corredor de x pies 
de ancho que rodea a un area rectangular de 50 por 100 pies. Concluyedel analisis 
en esa seccion que si el area total solamente del corredor debe ser 1000 pies 
cuadrados, entonces x debe ser la abscisa de un punto de interseccion de la recta 
y = 1000 con la parabola 


Aplique entonces el metodo de aproximaciones sucesivas para determinar (con 
una precision de cuatro cifras decimales) los dos puntos de interseccion que se 
muestran en la figura 1.3.23. ^Existen en nuestro problema realmente dos valores 
posibles de x? 

PROYECTO C La figura 1.3.24 muestra una escalera de 12 pies recargada 
sobre una cerca de 5 pies y que llega hasta una pared alta localizada a 3 pies de la 
cerca. Queremos determinar la distancia x desde la base de la escalera hasta 
la parte inferior de la cerca. 

Desarrolle con cuidado el analisis siguiente. A1 aplicar el teorema de Pitagoras 
al triangulo rectangulo grande de la figura 1.3.24 obtenemos 

(x + 3) 2 + (y + 5) 2 = 144, (13) 

la ecuacion de un circulo con centro (-3, -5) y radio 12. Observe despues que los 
dos triangulos pequenos de la figura son semejantes. Por lo tanto, 


Figura 1.3.24 La escalera del 
proyecto C 



hiperbola en el problema de 
la escalera 


de modo que 


y 

3 


5 

x’ 


'-T- (14) 

La grafica de la ecuacion (14) es esencialmente la misma que la del ejemplo 4 
(vease figura 1.3.6), con una discontinuidad infinita en x = 0. 

Las graficas de las ecuaciones (13) y (14) se muestran juntas en la figura 
1.3.25. Los dos puntos de interseccion indicados en el primer cuadrante propor- 
cionan dos posiciones fisicamente posibles de la escalera. Aplique el metodo de 
aproximaciones sucesivas para determinarlas, de modo que x y y tengan una 
precision de hasta cuatro cifras decimales. Trace, a escala, las dos posibilidades. 
^Por que los dos puntos de interseccion del tercer cuadrante no proporcionan otras 
dos posiciones fisicamente posibles de la escalera? 
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1.4 

Un breve catalogo de 
funciones 


En esta seccion daremos una vision de varias funciones que se usan en las 
aplicaciones del calculo para describir fenomenos cambiantes en nuestro mundo. 
Nuestro punto de vista sera principalmente grafico. El objetivo es que usted tenga 
una comprension general de las principales diferencias entre los diversos tipos de 
funciones. En capitulos posteriores usaremos el calculo para analizar con mas 
detalle las graficas que presentamos aqui. 

COMBINACIONES DE FUNCIONES 

En primer lugar nos concentraremos en las funciones sencillas, pues muchas 
funciones variadas y complejas se pueden formar a partir de funciones “bloque de 
construction” sencillas. Aqui analizaremos algunas de las formas de combinar 
funciones para obtener otras nuevas. 

Supongamos que fyg son funciones y que c es un numero real fijo. El multiplo 
(escalar) cf la suma f+g, la diferencia/ -g, el producto f* g y el cociente /Ig 
son las nuevas funciones determinadas por estas formulas: 


icf)ix) = cfix). 

(1) 

if + g)(x) = fix) + gix), 

(2) 

if - g)ix) = fix) - gix), 

(3) 

if ■ g)ix) = fix) ■ gix) y 

(4) 


(5) 


Las combinaciones en las ecuaciones (2) a (4) estan definidas para todo numero 
x que este en el dominio de/y en el dominio de g. En la ecuacion (5) pedimos que 
g(x) * 0. 

EJEMPLO 1 Sean f(x) = x 2 + 1 y g(;t) = *-l. Entonces 

(3/)(*) = 3(V + 1), 

(/ + g)ix) = (x 2 + 1) + (* - 1) = x 2 + x, 

(f ~ g)(x) = (x 2 + 1) - U - 1) = x 2 - x + 2, 

(/ ’ g)(x) = (x 2 + 1)U -1) = a: 3 -a: 2 + a:-1 y 



EJEMPLO 2 Si f(x) = 'l 1 -x para^S 1 y g(x) = V 1 +* para^S-l, entonces 
la suma y producto de/y g estan definidas donde tanto f como g lo estan. Asi, el 
dominio de 


y 


f{x) + g(x) = Vl - X + Vl + X 


fix) ■ gix) = Vl - X Vl + a: = Vl - X 2 
es el intervalo cerrado [-1, 1], Pero el dominio del cociente 

fix) _ Vl - x _ ^ jl - ~x 
gix) vm y \ + x 

es el intervalo semiabierto (-1, 1 ], pues g(-l) = 0. 
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Figura 1.4.1 Graficas de 
funciones potencia de grado par 
(ejemplo 3) 


POLINOMIOS 

Un polinomio de grado n es una funcion de la forma 

p(x) = a n jc* + + . . . + a 2 x 2 + a x x + a 0 (6) 

donde los coeficientes a 0 , a l9 . . ., a n son numeros reales fijos. Asi, un polinomio 
de grado n es una suma de multiplos constantes de las funciones potencia 

EJEMPLO 3 Las graficas de las funciones potencia de grado par x 2 y x 4 , x 6 , . . . 
abren todas hacia arriba, como se muestra en la figura 1.4.1. Pero las graficas de 
las funciones potencia de grado imparx 1 ,* 3 ,* 5 ,... van todas de suroestea noreste, 
como se muestra en la figura 1.4.2. En ambos casos, mientras mayor es el 
exponente n y mas “plana” es la grafica y = xf 1 cerca del origen. 



Figura 1.4.2 Graficas de 
funciones potencia de grado 
impar (ejemplo 3) 


Un polinomio de primer grado es simplemente una funcion lineal a x x + a 0 cuya 
grafica es una linea recta (vease la seccion 1.2). Un polinomio de segundo grado 
es una funcion cuadrdtica cuya grafica y = + a x x + a 0 es una parabola (vease 

la seccion 1.3). 

Recordemos que una raiz (o cero) de la funcion ft s una solucion de la 
ecuacion 

fix) = 0. (8) 

^Es obvio para usted que las raices de f{x) son precisamente las intersecciones 
con el eje x de la grafica 

y = fix)? (9) 

De hecho, una de las razones principals para nuestro interes en la grafica de una 
funcion es ver el numero y posicion aproximada de sus raices. 

Una clave para comprender las graficas de polinomios de orden superior es 
el teoremafundamental del algebra , el cual establece que todo polinomio de grado 
n tiene n raices (posiblemente complejas o repetidas). Esto implica que un 
polinomio de grado n no tiene mas de n raices reales distintas. 


EJEMPLO 4 Las figuras 1.4.3 y 1.4.4 muestran polinomios que tienen el 
numero maximo de raices reales permitidas por el teorema fundamental del 



Figura 1.4.3 f(x) =x 3 - + 1 Figura 1.4.4 f(x) = x 4 - 4x 2 + x + 1 

tiene tres raices reales (ejemplo 4) tiene cuatro raices reales (ejemplo 4) 
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algebra. Pero las figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestran polinomios de grado alto con 
solamente una raiz real. Y la funcion cuadratica 

/(*) = a: 2 + 4x + 13 = U + 2) 2 + 9 

no tiene raices. (^Por que no?) De hecho, si n es par, un polinomio de grado n 
puede tener cualquier numero de raices reales, de 0 a n (de 1 a n si n es impar). 


En el capitulo 4 usaremos el calculo para estudiar las graficas de los polino¬ 
mios (y de otras funciones) en forma mas completa. Ahi veremos que la grafica 
de cualquier polinomio comparte varias caracteristicas cualitativas con las de las 
figuras 1.4.1 a 1.4.4. 

Si p(x) es un polinomio de grado par, entonces y = p(x) va en la misma 
direccion (ya sea +°° o -°°) cuando x tiende a +°° y a -°°. Si p(x) es un polinomio 
de grado impar, entonces y va en direcciones opuestas cuando x tiende a +°° y a 
Ademas, “entre los extremos” a la derecha y a la izquierda, un polinomio de 
grado n tiene a lo mas n -1 “dobleces”. Asi, los dos dobleces de la figura 1.4.3 son 
el maximo que puede tener la grafica de un polinomio de tercer grado (cubico) y 
los tres dobleces de la figure 1.4.4 son lo mas que puede tener la grafica de un 
polinomio de cuarto grado (cuartico). (Una tarea del capitulo 4 sera precisar la 
notion de “doblez” de una curva.) 



-4 -2 0 2 4 


X 

Figura 1.4.5 La grafica de la 
funcion racional de la ecuacion 
(11) (ejemplo 5) 



X 

Figura 1.4.6 La grafica de la 
funcion racional de la ecuacion 
(12) (ejemplo 6) 


FUNCIONES RACIONALES 


Asi como un numero racional es el cociente de dos enteros, una funcion racional 
es un cociente 


fix) = 


pjx) 

q (jc) 


( 10 ) 


de dos polinomios p{x) y q(x). Las graficas de las funciones racionales y de los 
polinomios tienen varias caracteristicas en comun. Por ejemplo, una funcion 
racional solo tiene un numero finito de raices, pues f{x) en la ecuacion (10) solo 
se puede anular si el polinomio del numerador p(x) se anula. De manera analoga, 
la grafica de una funcion racional solo puede tener un numero finito de dobleces. 

Pero el polinomio del denominador de la ecuacion (10) puede tener una raiz 
en un punto x = a donde el numerador no se anule. En este caso, el valor de/(x) 
sera muy grande cuando x este muy cerca de a. Esta observation implica que la 
grafica de una funcion racional puede tener una caracteristica que la grafica de un 
polinomio no puede: una asintota. 


EJEMPLO 5 La figura 1.4.5 muestra la grafica de la funcion racional 


(jc + 2){x - 1) 




*(* + 1)(jc — 2)' 


(ID 


Observe las intersecciones con el eje*, jc = -2yjc = 1, correspondientes alas raices 
del numerador(v + 2)(.v- 1). Lasrectas verticalesjc = -l,jc = 0yjc = 2 queaparecen 
en la grafica corresponden a las raices del denominador jc(jc + 1)(jc-2). Estas rectas 
verticales son asintotas de la grafica de f. 


EJEMPLO 6 La figura 1.4.6 muestra la grafica de la funcion racional 

\ x(x + 2)(x - 1) 

M = <* + DU - 2)' 


( 12 ) 
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Las intersecciones con el eje * * = -2, x = 0 y x = 1 corresponden a las raices del 
numerador, mientras que las asintotas jc = -1 y jc = 2 corresponden a las raices 
del denominador. 


Usted debe poder (al contar las intersecciones con el eje jc y las asintotas) 
asociar las funciones racionales en las ecuaciones (11) y (12) con sus graficas en 
las figuras 1.4.5 y 1.4.6 sin saber de antemano cual era cual. 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

En el apendice A incluimos un repaso de trigonometria. En la trigonometria 
elemental, una funcion trigonometrica como sen A , cos A o tan A se define por lo 
general primero como una funcion de un angulo A en un triangulo rectangulo. Pero 
ahora, una funcion trigonometrica de un numero corresponde a esa funcion del 
angulo medido en jc radianes. Asi, 

77 1 77 V3 77 

sen 6“2' cos 6 = ~ y tan 6 

pues /r/6 es la medida en radianes de un angulo de 30°. 


77 

Sen 6 1 


77 

cos — 
6 


VI 




Figara 1.4.7 y= sen x 


Figura 1.4.8 y = cos x 


Las figuras 1.4.7 y 1.4.8 muestran las graficas y = sen jc y y ~ cos jc de las 
funciones seno y coseno, respectivamente. El valor de cada una oscila entre + 1 
y- 1, exhibiendo la periodicidad caracteristica de las funciones trigonometricas: 

sen(x + 277 ) = sen jc, cos(jc + 277 ) = cos jc. (13) 

Si trasladamos la graficay = cosjc /r/2 unidades a laderecha, obtenemos lagrafica 
y - sen jc. Esta observacion conduce a la relacion familiar 

cos^x - —= cos^ - xj = senx. (14) 

La figura 1.4.9 muestra la curva del seno trasladada que se obtiene al trasladar 
el origen al punto (1,2). Su ecuacion se obtiene reemplazando xy yen y = sen x 
con x - 1 y y - 2, respectivamente: 
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Figura 1.4.9 Lacurvaseno 
trasladada y- 2 = sen(* - 1) 


y — 2 =sen(x - 1); es decir, 
y = 2 + sen(x - 1). 


(15) 



Figura 1.4.10 Temperatura 
diaria promedio en Athens, 
Georgia, t meses despues del 15 
de julio (ejemplo 7) 


Nuestro mundo esta lleno de cantidades que oscilan, como las funciones 
trigonometricas. Piense en la altemancia del dia y de la noche, la repetition sin fin 
de las estaciones, el ciclo mensual de la luna, las mareas altas y bajas, el ritmo de 
su corazon. 

EJEMPLO 7 La figura 1.4.10 muestra el comportamiento de tipo coseno de las 
temperaturas en Athens, Georgia. La temperatura promedio T(e n °F) en un dia t 
meses despues del 15 de julio esta dada en forma aproximada por 

T = 61.3 + 17.9 cos(0.5236f). 


La periodicidad y el comportamiento oscilatorio de las funciones trigonome 
tricas las hacen algo diferentes a las funciones polinomiales. Como 


sen 


nir = 0 


cos 


4- 1 


7T = 0 


(16) 


para n = 0,1,2,3,.... vemos que las ecuaciones trigonometricas sencillas 


sen x = 0 y cos x = 0 (17) 

tienen una infinidad de soluciones. En contraste, una ecuacion polinomial puede 
tener solamente un numero finito de soluciones. 



X 


Figura 1.4.11 y = tan^ 


La figura 1.4.11 muestra la grafica de y = tan x. Las intersecciones con el eje 
x corresponden a las raices del numerador sen x en 
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sen a: 


(18) 


tan x =-, 

cos x 

mientras que las asintotas corresponden a las raices del denominador cos x . 
Observe los “huecos infinitos” en la grafica >> = tan x en todos los multiplos enteros 
impares de nt 2. Llamamos a estos huecos disco ntinuidades , fenomeno que anali- 
zaremos mas adelante, en el capitulo 2. 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 



X 


Figura 1.4.12 Funciones 
exponenciales crecientes^ = 2 X y 
y=\(f 



X 


Figura 1.4.13 Funciones 
exponenciales decrecientes^ = 3‘ r 
yy = 7-* 


Una funcion exponencial es una funcion de la forma 

f{x) = a\ (19) 

donde la base at sun numero real fijo, una constante. Observe la diferencia entre 
una funcion exponencial y una funcion potencia. En la funcion potencia x”, la 
variablex es elevada a una exponente constante ; en la funcion exponencial cf, una 
constante se eleva a un exponente variable. 

Muchas computadoras y calculadoras programables usan a A x para denotar la 
exponencial a*. Si a > 1, entonces la grafica de y = a* se parece mucho a las de 
la figura 1.4.12, que muestra^ = 2 X y y = 10 r . La grafica de una funcion exponencial 
con base a, a >1, crece siempre, de izquierda a derecha. Por tanto, dicha grafica 
no es como la grafica de un polinomio o de una funcion trigonometrica. Mientras 
mas grande sea la base a , mas rapidamente crecera la curva y = cf (para x > 0). 
Asi, y= 10* crece mas rapido que y = 2 X . 

Si reemplazamosx en la ecuacion (19) por-x, obtenemos la funcion a~ x . Su 
grafica^ = a~ x decrece de izquierda a derecha si a > 1. La figura 1.4.13 muestra 
las graficas de y = 3~ x y y = T x . 

Mientras las funciones trigonometricas se usan para describir fenomenos 
periodicos de flujo y reflujo, las funciones exponenciales se usan para describir 
cantidades naturales que siempre crecen o siempre decrecen. 

EJEMPLO 8 Sea P(t) el numero de roedores despues de t meses en cierta 
poblacion prolifica, que se duplica cada mes. Si existen P(0) = 10 roedores 
inicialmente, entonces existen 

□ P(l) = 10 • 2 1 = 20 roedores despues de 1 mes, 

□ P(2) = 10 • 2 1 = 40 roedores despues de 2 meses, 

□ P(3) = 10 • 2 3 = 80 roedores despues de 3 meses, 


y asi sucesivamente. De este modo, la poblacion de roedores despues de t meses 
esta dada por la funcion exponencial 

Pit) = 10 2 r (20) 

si t es un entero no negativo. Bajo las condiciones adecuadas, la ecuacion (20) da 
una aproximacion precisa de la poblacion de roedores, aunque t no sea un entero. 


EJEMPLO 9 Suponga que invierte $5000 en una cuenta de mercado de dinero 
que paga 8% anual. Esto significa que la cantidad en la cuenta es multiplicada por 
1.08 al final de cada ano. Sea A{t) la cantidad en su cuenta al cabo de t anos. 
Entonces: 
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Figura 1.4.14 La grafica del 
ejemplo 9 


□ A( 1) = 5000 * 1 *08 1 ($5400) despues de 1 ano, 

□ A(2) = 5000 * 1.08 2 ($5832) despues de 2 anos, 

□ A( 3) = 5000 * 1.08 3 ($6298.56) despues de 3 anos, 

y asi sucesivamente. En estos terminos, despues de t anos (/ un entero no negativo), 
la cantidad en su cuenta estara dada por la funcion exponencial 

A(t) = 5000 ■ 1.08'. (21) 

En el caso de una tasa de interes ligeramente menor (cerca de 7.696%) compuesta 
continua (en vez de anual), esta formula tambien es valida cuando t no es un entero. 
La figura 1.4.14 muestra la grafica A(t) = 5000 * 1.08', asi como la recta horizontal 
A = 10,000. En esta grafica vemos, por ejemplo, que la cantidad en la cuenta se 
duplica (a $ 10,000) despues de aproximadamente t = 9 anos. Podriamos aproximar 
el “tiempo de duplicacion” t de manera mas precisa realizando una aproximacion 
a la grafica cerca de la interseccion de la recta horizontal y la curva creciente. 


En analogia con las funciones trigonometricas inversas que tal vez haya 
estudiado en trigonometria, los logaritmos son “inversos” de las funciones expo- 
nenciales. El logaritmo en base a del numero positivo jc es el exponente a la que 
hay que elevar a para obtener jc. Es decir, 



0 2 4 6 8 10 


x 

Figura 1.4.15 Las funciones 
logaritmo comun y natural 


y = logs* si a y = x . (22) 

La tecla [log] de la mayor parte de la s calculadoras proporciona el logaritmo 
comun en base 10, log 1( >v. La tecla [ LN ) proporciona el logaritmo natural 

In jc = log* jc, (23) 

donde e es un numero irracional especial: 

e = 2.71828 18284 59045 23536 _ (24) 

Usted vera la importancia de esta base en el capitulo 7. 

La figura 1.4.15 muestra las graficas y = In jc y y = log 10 jc. Ambas graficas 
pasan por el punto (1,0) y crecen siempre (aunque de manera lenta) de izquierda 
a derecha. Como las funciones exponenciales nunca asumen valores negativos ni 
se anulan, los numeros negativos no estan en el dominio de cualquier funcion 
logaritmica, ni tampoco el cero. 


ECUACIONES TRASCENDENTES 

Las funciones trigonometricas, exponenciales y logaritmicas se llaman comun- 
mente funciones trascendentes . Como vimos en la ecuacion (17) una ecuacion que 
incluye funciones trascendentes puede tener una infinidad de soluciones. Pero 
tambien puede tener un numero finito de soluciones: saber cual de las dos 
posibilidades ocurre puede ser dificil de determinar. Una via es escribir la ecuacion 
dada en la forma 

fix) = g(x), (25) 

donde las funciones/ y g se puedan graficar con facilidad. Entonces, las soluciones 
de la ecuacion (25) corresponden a las intersecciones de las dos graficas y =f(x) 

y y = gfc)- 
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Figura 1.4.16 Resolution de la 
ecuacion x = cos x del ejemplo 10 



x 

Figura 1.4.17 Resolution de la 
ecuacion 1 - x = 3 cos x del ejemplo 11 


EJEMPLO 10 El unico punto de intersection de las graficas y = xyy = cosx 
que se muestra en la figura 1.4.16, indica que la ecuacion 

x = cos * (26) 

solo tiene una solucion. Ademas, la grafica muestra la informacion adicional de 
que la solucion esta en el intervalo (0, 1). 

EJEMPLO 11 Las graficas dey = \-x y y = 3 cos * se muestran en la figura 
1.4.17. En contraste con el ejemplo 10, existen tres puntos de interseccion de las 
graficas. Esto muestra que la ecuacion 

1 - x = 3 cos x (27) 

tiene una solucion negativa y dos soluciones positivas. Se pueden aproximar 
mediante acercamientos (por separado) en los tres puntos de interseccion. 


1.4 Problemas 


En los problemas 1 a 10, determine f + g, /• g y f/g, y de el 
dominio de definicion de cada una de est.as nuevasfunciones. 


En los problemas 11 a 14, relacione el polinomio dado con 
su grafica, entre las que aparecen en las figuras 1.4.18 a 


1.4.21. 


L f(x) 

2. f(x) 

3. fix) 

4. f(x) 

5. fix) 


: + 1, gM = x 2 + 2x - 3 

1 / ^ 1 

—r> 8(x) = 


r 2x + i 

vs. g(x) = V7=2 
Vx + 1, g(x) = V5 - x 

V^TT, g(x) = 


\fT 


6. f(x) 



g(x) = 


^ + 1 
x + 2 


7. f(x) = x, g(x) = sen X 

8. f(x) = Vx, g(x) = cos x 2 

9 . f(x) = Vx 2 + 1, g(x) = tan x 
10 . f(x) = cos x, g(x) = tan x 


11. f{x) = x 3 - 3x + 1 

12. f(x) = 1 + 4x - x 3 

13. /(x) = x 4 - 5x 3 + 13x + 1 

14. f{x) = 2x 5 - 10x 3 + 6x - 1 



-4 -2 0 2 4 


X 

Figura 1.4.18 



-4 -2 0 2 4 


x 

Figura 1.4.19 
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Figura 1.4.20 



-4 0 4 


x 

Figura 1.4.22 



Figura 1.4.21 



X 


Figura 1.4.23 



X 


Figura 1.4.26 



X 


Figura 1.4.28 



X 


Figura 1.4.30 



X 


Figura 1.4.27 

4 
2 

>> 0 
-2 
-4 

-10 -5 0 5 10 

x 

Figura 1.4.29 

4 
2 

>> 0 
-2 
-4 

-10 -5 0 5 10 

x 

Figura 1.431 


En losproblemas 15 a 18, relatione lafuncidn rational dada 
con su grafica, entre las que aparecen en lasfiguras 1.4.22 a 
1.4.25. 

15. /to = , ,w„ -^ 16. /to = 


17. fix) = 2 


(x + 1)(* 
3 


2 ) 


* 2 + 1 


18. fix) = 


x- - 9 
■ 2 + 1 









-4 -2 0 2 4 


x 


Figura 1.4.24 



-4 -2 0 2 4 


x 

Figura 1.4.25 


En los problemas 19 a 24, relatione la funcidn dada con su 
grafica enfre las que aparecen en las figuras 1.4.26 a 1.4.31. 


19. f(x) = x 2 - 2x 2 + 
21. f(x) - 2 ~ sen jc 

1 + cos 10jc 


23. f(x) = 


1 + jc 2 


20. f(x) —1+2 cos x 
22. f(x) =e*- \ 

24. f(x) = e~ x sen 10 jc 


Use una calculadora grafica (o un programa de graficacion 
por computadora) para determinar mediante inspection vi¬ 
sual de las grdficas el numero de soluciones reales de las 
ecuaciones en los problemas 25 a 36. 


25. 

* 3 - 

- 3jc + 1 = 

0 

26. 

* 3 - 

- 3* + 2 = 

0 

27. 

* 3 - 

- 3jc + 3 = 

0 

28. 

- 

- 3jc 3 + 5jc 

-4 = 0 

29. 

- 

• 3x 3 + 5jc 

+ 4 = 0 

30. 

3 cos x = x + 

1 

31. 

3 cos x = x — 

1 

32. 

x = 

5 cos x 


33. 

x ~ 

1 COS X 


34. 

In x 

= cos x (jc > 0) 

35. 

In x 

= 2 cos jc 

ix > 0) 

36. 

X 

5 " 

cos jc + In 

* (* > 0) 
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1 A Proyectos 


Estos proyectos necesitan usar una calculadora grafica o una computadora con un 
programa de graficacion (como se analizo en los proyectos de la seccion 1.3). Cada 
uno pide la solucion grafica de una o mas ecuaciones mediante el metodo de 
aproximaciones sucesivas. Determine cada solucion pedida con una precision 
de tres cifras decimales. 

1. Determine todas las soluciones reales de las ecuaciones cubicas 

(a) jc 3 - 3jc 2 +1 = 0 (Fig. 1.4.3); 

(b) x 3 - 3x 2 - 2 = 0. 

2. Determine todas las soluciones reales de la ecuacion de cuarto grado 

x 4 - 4x 2 + x + 1 = 0 (Fig. 1.4.4). 

3. (a) Suponga que invierte $5000 en una cuenta que paga un interes compuesto 
continuo, con una tasa de interes anual de 7.696%, de modo que la cantidad en 
deposito al tiempo t (en anos) esta dada por 

A{t) = 5000 • 1.08'. 

Partiendo de la figura 1.4.14, determine en forma grafica cuanto tiempo (redon- 
deando a dias) tarda en duplicarse la inversion inicial de $5000. (b) Si la tasa de 
interes fuera de 9.531%, compuesta continua, entonces la cantidad que tendria en 
deposito despues de t anos seria 

A{t) = 5000 • (1.10)'. 

Determine en forma grafica el tiempo que tardaria la inversion en triplicate. 

4. Suponga que una poblacion esta descrita por una funcion exponencial, como 
en el ejemplo 8. (a) Si esta poblacion se duplica en seis meses, ^cuanto tiempo 
tarda en triplicarse? (b) Si esta poblacion se triplica en seis meses, ^cuanto tiempo 
tarda en duplicarse? 

5. Determine todas las soluciones reales de las ecuaciones 
(a )x = cosx (Fig. 1.4.16); 

(1 b)x 2 = cosx ; 

(c) 1 -x = 3 cosx (Fig 1.4.17). 

6. Determine todas las soluciones positivas de las ecuaciones 

(a) 2* = 3 cos x; 

(b) 2 x = 3 cos 4x. 


1.5 

Una vista preliminar: 
^Que es el calculo? 


Seguramente usted tiene en mente esta pregunta al iniciar el estudio del calculo, 
que puede constar de varios cursos. Despues de nuestro repaso de funciones y 
graficas en las secciones 1.1 a 1.4, podemos dar una vista preliminar de algunos 
de los siguientes capitulos, donde se desarrollan los conceptos centrales del 
calculo. 


LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 

El cuerpo de la tecnica de computo que constituye “el calculo” gira en tomo de 
dos problemas geometricos fundamentales que las personas han estudiado desde 
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Figura 1.5.1 La recta tangente L 
que toca al circulo en el punto P 



X 


Figura 1.5.2 La recta tangente a 
la parabola y = x 2 en el punto (1,1) 



Figura 1.5.3 ^Cual es la 
pendiente de la recta L tangente a 
la graficay = /(x) en el punto 
P(xJ(x))l 


hace mas de 2000 anos. Cada problema esta relacionado con la graficay =f(x) de 
una funcion dada. 

El primer problema fundamental es este: ^Que entendemos por la recta 
tangente a la curva y =/(x) en un punto dado? La palabra tangente surge del latin 
tangens y “tocar” Asi, una recta tangente a una curva es aquella que “solo toca” 
a la curva. Las rectas tangentes a los circulos (figura 1.5.1) son bien conocidas por 
la geometria elemental. La figura 1.5.2 muestra la recta tangente a la parabola 
y=x 2 en el punto (1,1). En la seccion 2.1 veremos que esta recta tangente particular 
tiene pendiente 2, por lo que su ecuacion punto-pendiente es 

y- 1 =2 ■ (jc — 1); es decir, y = 2jc - 1 . 

Nuestro primer problema es encontrar rectas tangentes en casos mas generales. 


El problema de la tangente Dado un punto P(x f f (x)) sobre la curva y=f (x), 
^como calculamos la pendiente de la recta tangente en P (figura 1.5.3)? 

Comenzaremos el analisis de este problema en el capitulo 2. Si denotamos 
por m(x) la pendiente de la recta tangente en P(x,f(x)\ entonces m es una nueva 
funcion. Podriamos llamarle de manera informal la funcion predictora de pen- 
dientes para la curva y =/(x). En calculo, esta funcion predictora de pendientes es 
la derivada de la funcion f En el capitulo 3 aprenderemos a calcular derivadas de 
una amplia variedad de funciones, y en los capitulos 3 y 4 veremos numerosas 
aplicaciones de las derivadas para la solucion de problemas reales. Esto nos da 
una introduction a esa parte del calculo llamada calculo diferencial 

El problema de la tangente es un problema geometrico; asi entonces, es una 
cuestion puramente matematica. Pero su respuesta (en la forma de derivadas) es 
la clave para la solucion de diversos problemas de aplicacion en muchas areas 
cientificas y tecnicas. Los ejemplos 1 y 2 le sugeriran las conexiones que son la 
clave para el papel fundamental del calculo en la ciencia y la tecnologia. 

EJEMPLO1 Suponga que esta manejando un automovil a lo largo de un camino 
largo y recto (figura 1.5.4). Si/(/) denota la distancia (en millas) que ha recorrido 
el auto hasta el tiempo t (en horas), entonces la pendiente de la recta tangente a la 
curvay =/(/) en el punto (/,/(/)) (figura 1.5.5) es la velocidad (en millas por hora) 
del auto en el tiempo t. 


I Distancia XO I 

Inicio Tiempo t 

Figura 1.5.4 Un automovil en un 
camino recto (ejemplo 1) 




Figura 1.5.5 La pendiente de la recta 
tangente en el punto (/,/(/)) es la 
velocidad en el tiempo t (ejemplo 1) 
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Tiempo t 


Figura 1.5.6 La tasa de 
crecimiento de/(/) en el instante t 
es la pendiente de la recta 
tangente en el punto (/,/(/)) 
(ejemplo 2) 



Figura 1.5.9 El problema del 
area 


EJEMPLO 2 Suponga que f(t) denota el numero de personas en los Estados 
Unidos que tienen una seria enfermedad en el instante t (medido en dias a partir 
del inicio del ano). Entonces, la pendiente de la recta tangente a la curvay =/(/) 
en el punto (/,/(/)) (figura 1.5.6) es la tasa de crecimiento (el numero de personas 
que contraen la enfermedad por dia) de la poblacion infectada en el instante t. 


NOTA La verdad de las afirmaciones hechas en estos dos ejemplos no tiene que 
serle evidente. jPara aprender cosas semejantes es que usted estudia el calculo! 
Regresaremos a los conceptos de velocidad y razon de cambio al principio del 
capitulo 3. 




Figura 1.5.7 En este caso, la Figura 1.5.8 En este caso, la 

pendiente tiene las dimensiones de pendiente tiene las dimensiones de la 

la velocidad (pies/segundo) razon de cambio de la poblacion. 

Aqui nos conformaremos con la observation de que las rectas tangentes en 
ambos ejemplos tienen las unidades correctas. En el piano tiempo-distancia del 
ejemplo, si medimos el tiempo t (sobre el eje horizontal) en segundos y la distancia 
y (sobre el eje vertical) en pies (o metros), entonces la pendiente (“carrera/eleva- 
cion”) de una linea recta tiene las dimensiones de pies (o metros) por segundo, las 
unidades adecuadas de la velocidad (figura 1.5.7). En forma analoga, en el piano 
ty del ejemplo 2, si medimos el tiempo t en meses y y se mide en personas, entonces 
la pendiente de una linea recta tiene las unidades adecuadas de personas por mes 
para medir la tasa de crecimiento de la poblacion infectada (figura 1.5.8). 

El segundo problema fundamental del calculo es el problema del area. Dada 
la grafica y-f (. x ), ^cual es el area entre la grafica de fy el eje x y por ejemplo, en 
un intervalo? 

El problema de) area Si/( jc)sO para* en el intervalo [a, b] y ^como calculamos 
el area A de la region plana que esta bajo la curvay =/(*) y sobre este intervalo 
(figura 1.5.9)? 

Comenzaremos a analizar la respuesta a esta segunda pregunta en el capitulo 
5. En calculo, el area A es la integral de la funcion/ Los capitulos 5 y 6 se dedican 
al calculo y aplicacion de las integrales. Esto nos da una introduction a la otra 
parte del calculo que se conoce como calculo integral 

Como el problema de la tangente, el problema del area es una cuestion 
puramente matematica, pero su respuesta (en la forma de integrales) tiene extensas 
ramificaciones de importancia practica. Los ejemplos 3 y 4 recuerdan un poco a 
los ejemplos 1 y 2. 
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a ^ Tiempo t 

Figura 1.5.10 El area/4 debajo 
de la curva de velocidad es igual a 
la distancia recorrida durante el 
intervalo de tiempo a^t^b 
(ejemplo 3) 



Figura 1.5.11 El area A debajo 
de la curva de razon de cambio es 
igual al cambio neto de poblacion 
desde el instante t = a hasta el 
instante t = b (ejemplo 4) 



EJEMPLO 3 Si/(/) denota la velocidad de un automovil al tiempo /, entonces 
el area debajo de la curva y = f(t) sobre el intervalo [a, b] es igual a la distancia 
recorrida por el auto entre el instante t = a y el instante t = b (figura 1.5.10). 

EJEMPLO 4 Si f(t) denota la razon de cambio de una poblacion infectada en 
el instante /, entonces el area debajo de la curva y=f(t) sobre el intervalo [a, b] 
es igual al cambio neto de tamano de esta poblacion entre el instante t - a y el 
instante t = b (figura 1.5.11). 


Cuando analicemos las integrales en el capitulo 5, vera porque son cieitas las 
afirmaciones de los ejemplos 3 y 4. 


LA RELACI6N FUNDAMENTAL 

Los ejemplos 1 y 3 son dos caras de una misma moneda: existe una “relacion 
inversa” entre la distancia recorrida y la velocidad de un automovil en movimien- 
to. Los ejemplos 2 y 4 muestran una relacion similar entre el tamano de una 
poblacion y su razon de cambio . 

Tanto la relacion distancia/velocidad como la relacion tamano/razon de 
cambio ilustradas por los ejemplos 1 a 4 son consecuencias de una relacion 
profunda y fundamental entre el problema de la tangente y el problema del area. 
Esta relacion mas general queda descrita por el teorema fundamental del cdlculo , 
que analizaremos en la seccion 5.6. Fue descubierto en 1666 por Isaac Newton, a 
la edad de 23 anos, cuando aun era un estudiante en la universidad de Cambridge. 
Unos cuantos anos despues, fue descubierta de manera independiente por 
Gottfried Wilhelm Leibniz, quien entonces era un diplomatico aleman en Paris, 
que estudiaba matematicas en forma privada. Aunque el problema de la tangente 
y el problema del area tenian, ya entonces, cerca de 2000 anos y que se habian 
hecho grandes adelantes en su solucion por separado por predecesores de Newton 
y Leibniz, su descubrimiento conjunto de la relacion fundamental entre los 
problemas del area y de la tangente los hicieron famosos como “inventores del 
calculo”. 

Asi, el calculo gira en tomo del computo y aplicacion de las derivadas y las 
integrales; es decir, de pendientes de rectas tangentes y areas bajo graficas. En este 
texto, se encontraran aplicaciones concretas del calculo a diferentes areas de la 
ciencia y la tecnologia. La lista siguiente de una docena de estas aplicaciones da 
un breve indicio del extraordinario alcance y poder real del calculo. 


□ Suponga que usted fabrica y vende tiendas de campana. ^Como puede fabricar 
la tienda mas grande con una cantidad dada de tela y con ello maximizar sus 
ganancias? (seccion 3.6) 

□ Usted arroja a un lago un balon de corcho que tiene una cuarta parte de la 
densidad del agua. i A que profundidad se hundira? (seccion 3.9) 

□ Un conductor involucrado en un accidente afirma que circulaba a solo 40 km 
por hora. ^Podria detenninar de sus cicatrices la velocidad real del automovil 
al momento del accidente? (seccion 6.6) 

□ La gran piramide de Khufu en Gizeh, Egipto, fue construida hace casi 4000 
anos. No existen registros personales de la construction, pero aun asi podemos 
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calcuJar el numero aproximado de trabajadores que intervinieron en su cons- 
truccion. (seccion 6.6) 

□ Si la poblacion de la tierra continua su crecimiento con la tasa actual, 

^cuando habra lugar solamente parados? (seccion 7.5) 

□ Las fabricas que contaminan el lago Erie son obligadas a cesar el vaciado de 
desechos en el lago de manera inmediata. ^Cuanto tiempo tardaran los 
procesos naturales en restaurar el lago hasta un nivel aceptable de pureza? 
(seccion 7.6) 

□ En 1845, el demografo belga Verhulst utilizo el calculo para predecir con 
precision el crecimiento de poblacion de los Estados Unidos (con un error del 
1%) hasta el siglo XX, mucho despues de su muerte. ^Como? (seccion 9.5) 

□ Suponga que gana en la loteria y decide utilizar parte del premio para 
adquirir una “anualidad a perpetuidad” que le pagara a usted y sus herederos 
(y a los de estos, ad infinitum) $ 10,000 por ano. <?Cual es el precio justo que 
debe cargar una compama de seguros por tal anualidad? (seccion 9.8) 

□ ^Que explica el hecho de que un reportero bien situado puede escuchar una 
conversacion en voz baja entre dos diplomatics que se encuentran 
a una distancia de 16 metros en la Whispering Gallery (Galena de los 
susurros) del Senado de los Estados Unidos, aunque esta conversacion sea 
inaudible para las demas personas del mismo cuarto? (seccion 10.5) 

□ Suponga que Pablo y Maria arrojan en forma altemada un dado de 6 caras, 
no cargado, hasta que alguien gana la apuesta obteniendo el primer “6”. 

^Cual es la ventaja del que tira primero? (seccion 11.3) 

□ ^Como puede viajar un submarino en la obscuridad debajo de una capa de 
hielo polar, manteniendo un registro exacto de su position sin estar en 
contacto por radio con el resto del mundo? (seccion 12.4) 

□ Suponga que su club esta organizando una carrera de autos sin motor para el 
derby anual en una colina. Usted puede elegir entre ruedas solidas, ruedas de 
bicicleta con rayos delgados e incluso ruedas solidas esfericas (como balines 
gigantes). ^Podria aplicar el calculo para determinar (sin experimentos que 
representen una perdida de tiempo) cual de ellas hace que el auto se desplace 
mas rapido? (seccion 15.5) 

Capltulo 1 Repaso: DEHNICIONES, conceptos, resultados 


Use esta lista como una guia de los conceptos que tal vez 
necesite repasar . 

1. Numeros racionales e in acionales 

2. La recta numerica real 

3. Propiedades de las desigualdades 

4. Valor absoluto de un numero real 

5. Propiedades de la funcion valor absoluto 

6. La desigualdad del triangulo 

7. Intervalos abiertos y cerrados 

8. La definition de funcion 

9. El dominio de una funcion 

10. Variables independientes y dependientes 

11 . El piano coordenado 

12. El teorema de Pitagoras 
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13. La formula de la distancia 

14. La formula para el punto medio 

15. La pendiente de una linea recta 

16. La ecuacion punto-pendiente de una recta 

17. La ecuacion pendiente-ordenada al origen de una recta 

18. La relacion entre las pendientes de rectas paralelas 

19. La relacion entre las pendientes de rectas perpendiculares 

20. La grafica de una ecuacion 

21. La grafica de una funcion 

22. Ecuaciones y traslaciones de circulos 

23. Parabolas y graficas de funciones cuadraticas 

24. Diferencias cualitativas entre las graficas de los polino- 
mios, las funciones racionales, trigonometricas, exponencia- 
les y Jogaritmicas 


Capitulo 1 / Funciones y graficas 



Capltulo 1 Problemas diversos 


En los problemas 1 a 10, determine el dominio de definicion 
de la funcion con la formula dada. 


1. f(x) = Vx - 4 2. fix) 

3-f(*) = ~rr 9 4 - fix) 

5. fix) = (\ +V~xf 6 . f(x) 

7. fix) = V2 - 3* 8. fix) 

9. /« = (x- 2) (4 - *) 

10 . /« = V(* - 2) (4 - *) 


1 

2 - x 

X 

x 2 + 1 
a: + 1 
a 2 - 2a 

_ 1 _ 

V9 - a 2 


11. De acuerdo con la ley de Boyle, la presion p (libras/pul- 
gada cuadrada) y volumen V (pulgada cubica) de cierto gas 
satisfacen la condition pV= 800. ^Cual es el rango de valores 
posibles de /?, dado que 100 ^ V ^ 200? 

12. La relation entre la temperatura Fahrenheit F y la tempe- 
ratura Celsius C esta dada por 

F = 32 + fC. 


Si la temperatura de cierto dia varia de un minimo de 70°F a 
un maximo de 90°F, ^cual es el rango de temperatura en 
grados Celsius? 

13. Un circuito electrico contiene una bateria que proporcio- 
na E volts en serie con una resistencia de R ohms (figura 
1 .PD. 1). Entonces, la corriente de I amperes que fluye en 
el circuito satisface la ley de Ohm, E = IR. Si E = 100 y 
25 <R< 50, ^cual es el rango de valores posibles de 7? 


Corriente: / amperes 


Bateria: 
E volts 


Resistencia: 
R ohms 


Figura l.PD.l El circuito electrico sencillo del 
problema 13 

14. El periodo T (en segundos) de un pendulo simple de 
longitud L (en pies) esta dado por T= 27tVZ/32~. Si 3 < L < 4, 
^cual es el rango posible de valores de 77 

15. Exprese el volumen V de un cubo como una funcion del 
area total Sde su superficie. 

16. La altura de cierto cilindro circular recto es igual a su 
radio. Exprese el area total de su superficie (incluyendo ambos 
extremos) como una funcion de su volumen V. 


17. Exprese el area A de un triangulo equilatero como una 
funcion de su perimetro P. 

18. Una pieza de alambre de 100 pulgadas de largo se corta 
en dos partes de longitudes a y 100 - a. La primera parte se 
dobla con la forma de un cuadrado, y la segunda con la forma 
de un circulo. Exprese la suma de las dreas del cuadrado y el 
circulo como una funcion de a. 


En los problemas 19 a 24, escriba una ecuacion para la linea 
recta L descrita. 

19. L pasa por (-3, 5) y (1, 13). 

20. L pasa por (4, -1) y tiene pendiente -3. 

21. L tiene pendiente 1 12 y y ordenada al origen -5. 

22. L pasa por (2, -3) y es paralela a la recta con ecuacion 
3 a - 2y = 4. 

23. L pasa por (-3, 7) y es perpendicular a la recta con 
ecuacion y - 2x = 10. 

24. L es la mediatriz del segmento que une (1, -5) con (3, -1). 


Trace lasgrdficas de las ecuaciones yfunciones dados en los 
problemas 25 a 34. 


25. 2x - 5y = 1 
27. a 2 + y 2 = 2a 

29. y = 2a 2 — 4a — 1 

30. y = 4a - a 2 


26. | A - y\ = 1 

28. a 2 + y 2 = 4y - 6a + 3 


31. fix) 


1 

A + 5 


32 - /to = 437 * 33. fix) = I* — 3 

34. /(a) = I a — 3 I + | a + 21 


35. Aplique la desigualdad del triangulo dos veces para 
mostrar que 


\a + b + c\ =|a| + |6| + |c| 

para numeros reales arbitrarios a, by c. 

36. Escriba a = (a - b) + b para deducir por medio de la 
desigualdad del triangulo que 

|a| - |6| = \a - b\ 

para numeros reales arbitrarios ay b. 

37. Resuelva la desigualdad a 2 - a - 6 > 0. [ Sugerencia : 
Concluya de la factorizacion a 2 - a — 6 = (a — 3)(a + 2) que las 
cantidades (a - 3) y (a + 2) son ambas positivas o ambas 
negativas. Considere los dos casos por separado para concluir 
que el conjunto solucion es (—<», -2) u (3, + 00 ).] 
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Use el metodo delproblema 37para resolver las desigualda- 
des de los problemas 38 a 40. 

38. * 2 — 3* + 2 < 0 

39. * 2 - 2* - 8 > 0 

40. 2* 15 — * 2 

Los restantes problemas necesitan una calculadora adecua- 
da o una computadora. En los problemas 41 a 46, use el 
metodo de tabulae ion repet ida o el metodo de aproximac to¬ 
nes sucesivas (o ambos)para determinar las dos raices (con 
una precision de tres cifras decimates; es decir, con tres 
digitos correctos o correctamente redondeados a la derecha 
del punto decimal) de la ecuacion algebraica dada. Usted 
debe verificar su trabajo con la ayuda de la formula cuadra- 
tica y una calculadora ordinaria. 

41. * 2 - 5* - 7 = 0 

42. 3* 2 - 10* - 11 = 0 

43. 4jc 2 — 14jc + 11 = 0 

44. 5* 2 + 24a: - 35 = 0 

45. 8* 2 + 33* - 36 = 0 

46. 9jc 2 + 74* - 156 = 0 

En los problemas 47 a 52, aplique el metodo de tabulacion 
repet ida o el metodo de aproximac tones sucesivas (o ambos) 
para determinar el punto mas bajo de la parabola dada. 
Ustedpuede verificar su trabajo completando el cuadrado. 

47. y = * 2 - 5* + 7 

48. y = 3* 2 - 10* + 11 

49. y - 4* 2 - 14* + 11 

50. y = 5* 2 + 24* + 35 


51. y = 8* 2 + 33* + 35 

52. y = 9* 2 + 74* + 156 

53. La figura 1 .PD.2 muestra un retrato de 10 por 7 centime- 
tros, con un marco de ancho * en la parte superior e inferior, 
y de ancho 2* en cada lado. El area de la orilla es 20 cm 2 
Use la tabulacion repetida o las aproximaciones sucesivas 
para determinar*. 



10 cm 

Figura 1.PD.2 El retrato enmarcado del problema 53 

54. Un catalogo de ventas por correo exhibe un mantel de 60 
por 35 pulgadas que encoge 7% en su area cuando se le lava 
por primera vez. La descripcion tambien implica que la lon- 
gitud y ancho decrecen por la misma cantidad *. Use la 
tabulacion numerica o los metodos de aproximacion para 
encontrar*. 

Determine en forma grafica el numero de soluctones reales 
de cada una de las ecuaciones en los problemas 55 a 60. 

55. * 3 - 7* + 3 = 0 

56. * 4 - 3* 2 + 4* - 5 = 0 

57. sen * = * 3 — 3* + 1 58. cos * = * 4 - x 

59. cos * = log I0 * 60. 10“* = log, 0 * 
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C APITULO 


2 


Preludio al calculo 


□ El modemo lenguaje de progra- 
macion de computadoras Ada re- 
cibe ese nombre en honor a Ada 
Byron, hija del poeta ingles Lord 
Byron. Su interes en la ciencia y 
las matematicas le perrrtitio estu- 
diar, alrededor del ano 1840 la 
maquina de diferencias, una cal- 
culadora inecanica de engranes 
construica por el matematico 
Charles Babbage para calcular ta- 
blas de valores de funciones. En 
aquel entonces, el disenaba su ma¬ 
quina analitica mas avanzada, una 
complicada maquina de calculo 
muy adelantada a su tiempo, si la 
hubiera terminado. En 1843, Ada 
Byron escribio una serie de ensa- 
yos breves explicando la opera- 
cion planeada de la maquina 
analitica y sus principios matema- 
ticos fundamentales. Incluyo un 
prototipo de “programa de com- 
putacion” para ilustrar la forma en 


que los calculos eran “programa- 
dos” con anterioridad, usando un 
conjunto de taijetas perforadas para 
especificar sus instrucciones. 

La maquina de diferencias 

□ El calculo ha sido llamado “el 
instrumento para calcular por ex- 
celencia.” Pero en nuestra epoca, 
el estudio y aplicacion del calculo 
ha sido reformado por las computa¬ 
doras electronicas. En este libro ilus- 
tramos los conceptos del calculo por 
medio de resultados graficos, nu- 
mericos y simbolicos generados 
por computadora. En el capitulo 2 
utilizamos la tecnologia de com- 
puto en forma sistematica para el 
estudio de los limites. 

□ Casi exactamente un siglo des¬ 
pues de la muerte de Ada Byron, 
el primer compilador modemo, pa¬ 


ra la traduccion de programas de 
lenguaje humano a instruccio¬ 
nes de lenguaje de maquina, fue 
desarrollado por Grace Murray 
Hopper. Como matematica y ofi- 
cial de la marina de los Estados 
Unidos, Hopper habia trabajado 
con las primeras computadoras 
electronicas modemas desarrolla- 
das durante e inmediatamente 
despues de la Segunda Guerra 
Mundial. En 1967 fue llamada de 
nuevo al servicio activo para unir 
esfuerzos y estandarizar el len¬ 
guaje de computacion COBOL 
para la marina. En 1985, a laedad 
de 79, fue nombrada contraalmi- 
rante. En 1986 se retiro, como la 
oficial en servicio de mas edad, en 
una ceremonia a bordo del U.S.S. 
Constitution, el navio en servicio 
de mas antiguedad en la marina. 








Vimos al final de la seccion 1.3 que ciertos problemas de aplicacion implican la 
pregunta de lo que significa la recta tangente Z, en un punto P de una curva general 
y = f(x). Aqui veremos que esta pregunta nos lleva a la introduction de una nueva 
funcion llamada la derivada de/ A su vez, la derivada implica el nuevo concepto 
del Umite de una funcion. Nuestro uso de los limites sera intuitivo e informal. De 
hecho, el proposito principal de esta seccion es proporcionar la base y la motivation 
para el tratamiento de los limites en las secciones posteriores del capitulo 2. 
Comenzaremos un estudio detallado de las derivadas en el capitulo 3. 

Para comenzar nuestro estudio de las rectas tangentes, debemos primero definir 
la recta tangente L en un punto arbitrario P de una curva y = f(x). Nuestra idea 
ijntuitiva es esta: la recta tangente L debe ser la linea recta que pasa a traves de P y que 
tiene la misma direccion que la curva en P. Ya que la direccion de una recta queda 
determinada por su pendiente, nuestro plan para definir la recta tangente equivale a 
encontrar una “formula de prediccion de la pendiente”, que dara la pendiente apro- 
piada de la recta tangente. En el ejemplo 1 se ilustra este metodo en el caso de una de 
las curvas mas sencillas, la parabola con ecuaciony = x 2 . 

EJEMPLO 1 Determine la pendiente de la recta tangente L a la parabola y = x 2 
en el punto P(a, a 2 ). 

Solution La figura 2.LI muestra la parabolay = x 1 y un punto tipico P(a, a 2 ) 
en ella. La figura muestra tambien una estimation visual de la direccion de la recta 
tangente deseada L en P. Debemos encontrar la pendiente de L. 

No podemos calcular inmediatamente la pendiente de L, ya que conocemos 
solamente las coordenadas de un punto P(a , a 2 ) en la rectal. Por ello, comenzamos 
con otra recta cuya pendiente podemos calcular. La figura 2.1.2 muestra la recta 
secante K que pasa por el punto P y el punto cercano Q(b y b 2 ) de la parabolay = x 2 . 
Escribamos 

h — Ajc = b — a 



Figura 2.1.2 La recta secante K pasa por los dos 

Figura 2.1.1 La recta tangente en P debe tener la puntos P y Q, los cuales podemos usar para determinar 

misma direccion que la curva tiene enP (ejemplo 1) su pendiente (ejemplo 1) 


2.1 

Rectas tangentes y la 
derivada: un primer 
vistazo 
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como la diferencia de las abscisas de los puntos P y Q. (La notacion Ax es tan 
antigua como el propio calculo, pero significa lo mismo que hace 300 anos: un 
incremento, o cambio, en el valor de x. Como analizamos en la seccion 1.2 cuando 
presentamos el concepto de pendiente de una recta, Ax no es el producto de A y x 
sino que debe pensarse como un solo simbolo, como h .) Entonces las coordenadas 
de Q estan dadas por las formulas 

b = a + h = a + Ax y b 2 = (a + h) 2 = (a + Ax) 2 . 

Por tanto, la diferencia entre las ordenadas de P y Q es 
Ay = b 2 - a 2 = (a + h) 2 — a 2 . 

Puesto que Q * P, podemos usar la definicion de pendiente para calcular la 
pendiente de la recta secante K que pasa por P y Q. Denotamos esta pendiente 
mediante la notacion de funcion m(h), ya que la pendiente m es una funcion de h: 
Si cambia el valor de h, cambia la recta K y entonces cambia su pendiente. 
Entonces, 



Figura 2.1.3 Cuando h -*0, Q 
tiende a P y K se mueve hasta 
coincidir con la recta tangente L 
(ejemplo 1) 


h 

2a + h 

0..1 

2 a + 0.1 

0.01 

2 a + 0.01 

0.001 

2 a + 0.001 

1 

1 

0 

2a 


Ay b 2 - a 2 

m \h) = - 7 - = -7 - 

Ax b — a 


(a + h) 2 - a 2 _ 2ah + h 2 


( 1 ) 


(a + h) — a h 

Como h es distinto de cero, podemos cancelarlo en la ultima fraction. Asi, tenemos 
que 

m{h ) = 2a + h. (2) 


Ahora imagine lo que sucede si se mueve el punto Q cada vez mas cerca del 
punto P. (Esta situation corresponde a hacer tender h a cero.) La recta K sigue 
pasando por P y Q, pero pivotea alrededor del punto fijo P. Cuando h tiende a 
cero, la recta secante K se acerca hasta coincidir con la recta tangente L. Este 
fenomeno es sugerido en la figura 2.1.3, que muestra la recta secante K como casi 
indistinguible de la recta tangente L. 

Por definicion, la recta tangente L debe encontrarse en la position limite de 
la recta secante K. Para ver precisamente lo que esto significa, examine lo que 
sucede a la pendiente de K cuando esta pivotea hasta coincidir con L: 

Cuando h tiende a cero, 

Q tiende a P, y entonces 

K tiende a L; mientras que, 

la pendiente de K tiende a la pendiente de L. 

Pero encontramos en la ecuacion (2) que la pendiente de la recta secante K es 

m(h ) = 2a + h. 

Si pensamos en valores de h que se acerquen cada vez mas a cero (como h = 0.01, 
h = 0.0001 y h = 0.000001), entonces es claro, por la tabla.de la figura 2.1.4, que 

m{h) = 2a + h tiende a 2a al tender h a cero. 

Por tanto, debemos definir a la recta tangente L como la linea recta que pasa por 
P y que tiene pendiente 

m = 2a. 

En esta circunstancia, decimos que m = 2a es el limite de m(h) cuando h tiende a 
cero, y escribimos 


Figura 2.1.4 Cuando h tiende a m = ijm m{h) = lim (2a + h) = 2a. (3) 

cero, 2a + h tiende a 2a h ~*° h ~’° 

(ejemplo 1) 
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La frase h—* 0 se lee “h tiende a cero”. Una altemativa para la forma en la ecuacion 
(3) es 

2a + h —> 2a cuando h —> 0. 


El resultado m = 2a de la ecuacion (3) es un “predictor de la pendiente” para 
las rectas tangentes a la parabola^ =x 2 . Puede usarlo para escribir la ecuacion de 
la recta tangente de la parabola y = x 2 en cualquier punto deseado (a, a 2 ) de la 
parabola. 

EJEMPLO 2 Para determinar la ecuacion de la recta tangente a la parabola y = x 2 
en el punto (3, 9), sea a = 3 en la ecuacion (3). Vemos que la pendiente de la recta 
tangente es m = 6. La ecuacion punto -pendiente de la recta tangente es entonces 

y - 9 = 6(x - 3); 

su forma pendiente-ordenada al origen esy = 6x-9. 


Figura 2.1.5 Cuando h -* 0, 
Q~* P, y la pendiente de K 
tiende a la pendiente de la recta 
tangente L 


El caso general y =f(x) es un poco mas complicado que el caso especial y = 
Suponga quey =f{x) y que deseamos determinar la pendiente de la recta tangente 
L a su grafica en el pimto (a,f (a)). Como se muestra en la figura 2.1.5, sea A!' la 
recta secante que pasa por el punto P(a,f(a)) y un punto cercano Q(a + h,f(a + h)) 
en la grafica. La pendiente de esta recta secante K es el cociente de diferencias o 
cociente de Fermat 


Ay /( fl + h) ~ f(a) , , ns 

m (*) = =- ~ h - (para h * 0). 


(4) 


Ahora hacemos que Q se aproxime a P a lo largo de la grafica de/ haciendo h 
tender a cero. Suponga que m(h) tiende al numero m cuando h tiende a cero. 
Entonces la recta tangente L a la curvay - f{x) en el punto P{a,f{a)) es , por 
definicion, la recta que pasa por P con pendiente m. 

Para describir el hecho de que m{h) tiende a m cuando h tiende a cero, 
llamamos a m el limite de m(h) cuando h tiende a cero, y escribimos 

m = lim m{h) = lim —— — — -(5) 

h->0 0 h x 

La pendiente m de la ecuacion (5) depende de la funcion / y del numero a. 

Indicamos esto al escf.bir 


m = f'(a) 


lim 

*-> o 


f(a + h) - /(a) 
h 


( 6 ) 
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Figura 2.1.6 La pendiente de la 
recta tangente en (x, f(x)) es f'(x) 



X 


Figura 2.1.7 La parabola 
y = x 2 y su recta tangente en 

AM) 



0.6 0.8 1 1.2 1.4 


x 

Figura 2.1.8 Primera 
ampliacion 



En la ecuacion (6),/' (se lee “/prima”) es una funcion con variable independiente 
a. Para regresar al simbolo estandar x para la variable independiente, simplemen- 
te reemplazamos a porx. (No suponemos nada del valor particular de a , por lo que 
no cambiamos nada si escribimos x en vez de a.) Asi, obtenemos la definicion 
de la nueva funcion/': 


/w = lim 
h -> 0 


(?) 


Esta nueva funcion /' esta definida para todos los valores de x para los cuales 
existe el limite en la ecuacion (7). Como f se “deriva” de ff' se llama la derivada 
de la funcion original / y el proceso de calcular la formula para /' se llama 
derivacion de/ 

El analisis que nos llevo a la ecuacion (7) nos muestra que la derivada de/ 
tiene la siguiente interpretacion geometrical 

La pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva>> =/(jt) en el punto 
(*>/(*)) es f\x). 

Esta interpretacion se ilustra en la figura 2.1.6. 

La relacion entre la curva y su recta tangente es tal que si nos “acercamos” al 
punto de tangencia, las ampliaciones sucesivas muestran cada vez menos diferen- 
cia entre la curva y la recta tangente. Este fenomeno se ilustra en las figuras 2.1.7 
a 2.1.10. 

1.2 


1.1 


^ 1 


0.9 


0.8 
( 

Figura 2.1.9 Segunda Figura 2.1.10 ^Puedever 

ampliacion la diferencia? 
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EJEMPLO 3 A1 reemplazar a por x en la ecuacion (3), vemos que la pendien- 
te de la recta tangente a la parabola y = x 2 en el punto (x, x 2 ) es m = 2x. En el len- 
guaje de derivadas, 

Si fix) = x 2 , entonces f\x) = 2x. (8) 

Lo importante es la idea de lo que expresa una formula como la ecuacion (8), no 
el uso de una notacion particular. Asi, una consecuencia inmediata de la ecuacion 
(8) es que si g(t) = t 2 , entonces g \t) = It. En resumen, la derivada de la “funcion 
cuadratica” es la “funcion de duplication”. En cualquier caso, la ecuacion (8) 
implica que la pendiente de la recta tangente a la parabolay = x 2 en el punto (1, 1) es 

n i)=2-i=2, 

y la pendiente de la recta tangente en el punto (-2, 4) es 

/'(-2) = 2 • (-2) = -4. 


Para determinar la derivada de una funcion dada f la definition 

m = Um flx + h) - /w 
h 

en la ecuacion (7) nos pide realizar los cuatro pasos siguientes: 


1. Escribir la definicion dtf\x). 

2. Sustituir en esta definicion la formula de la funcion dada/ 

3. Hacer las sustituciones algebraicas hasta que pueda llevarse a cabo el paso 4. 

4. Determinar el valor del limite cuando A —► 0. 


Recuerde que x puede pensarse como constante en todo este calculo, h es la 
variable de este proceso de cuatro pasos. 


EJEMPLO 4 La derivada de la funcion 


f(x) = 3x + 2 


debe ser la funcion constante f\x) = 3, ya quey = 3x + 2 es la ecuacion de la linea 
recta de pendiente m = 3 y la recta debe ser su propia recta tangente en cada punto. 
Para verificar este razonamiento usando el proceso de cuatro pasos que se acaba 
de dar, encontramos que 


fix) 


lim 

/i —► o 


fix + h) - fix) 
h 


[3(^ + h) + 2] - [3* + 2] 

lim-;- 

/■-> o h 


Por tanto, 


= lim ^" = lim 3 

/i—»o n /i->o 


= 3. 


fix) - 3 

(una funcion constante). Concluimos en el paso final que el limite es 3, ya que la 
constante 3 no cambia cuando h —* 0. 
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El simbolo lim h _ „ indica una operacion por realizarse, as! que debemos 
escribirla hasta el paso final, cuando se realiza la operacion de tomar el limite. 

Con calculos como los de los ejemplos 1 y 4, es igual de facil determinar, de 
una vez por todas, la derivada de una funcion cuadrdtica arbitrana/Yx) = ax 2 + bx 
+ c (donde a,b y c son constantes). 


Principio Derivacidn de funciones cuadrdticas 

Si f(x) = ax 2 + bx + c, entonces 

f\x) = 2 ax + b (9) 


Demostracion El proceso de cuatro pasos para aplicar la definition de la 
derivada implica 


/'(*) = lim 


fix + h) - fjx) 


[a(x + h) 2 + b(x + h) + c] - [ax 2 + bx + c] 

= lim-;- 

h->0 h 

= lim 2°** + »* + °JlL = lim (lax + 6 + ah y 
h—>0 h 


Asi, tenemos que 



f{x) = lax + b , 

ya que el valor de ah tiende a cero cuando A —► 0. □ 

En terminos geometricos, este teorema nos dice que la formula de prediccion 
de la pendiente para las curvas de la forma y = ax 2 + bx + c es 

m = lax + b. (10) 


RECTAS NORMALES 


Figura 2.1.11 La recta normal 
N desde el punto (3, 0) al 
punto (p, c 2 ) en la parabola 

y = x2 



Figura 2.1.12 La recta tangente 
y la recta normal a una curva en 
un punto 


Como encontraria el punto P(c , c 2 ) de la parabola y - x 2 mas cercano al punto 
(3, 0)? Intuitivamente, el segmento de recta A^con extremos (3,0) y (c, c 2 ) debe ser 
perpendicular, o normal , a la grafica en (c, c 2 ) (figura 2.1.11). Esto garantiza una 
definicion precisa: la recta N que pasa por el punto P en la curvay =/(x) es normal 
a la curva en P si N es perpendicular a la recta tangente en P, como en la figura 
2.1.12. Por el teorema 2 de la section 1.2, la pendiente de N es -Iff'(c) si f'(c) *Q. 
Asi, con la ayuda de la ecuacion (10), usted puede escribir ecuaciones de rectas 
normales en los puntos de las curvas cuadraticas tan facilmente como escribe las 
ecuaciones de las rectas tangentes. 

COMENTARIO Ahora que tenemos disponible la formula de la derivada en la 
ecuacion (9), podemos aplicarla en forma inmediata a funciones cuadraticas 
especificas, en vez de seguir los pasos en la demostracion del teorema. Por 
ejemplo, si 

f(x) = lx 2 - 3x + 5, 
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entonces se puede escribir en forma inmediata 

/'(x) - 2-2x - 3 = 4x - 3. 

EJEMPLO 5 Escriba las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal a la 
parabola y =/(x) = 2x 2 -3x + 5 en el punto P(-l, 10). 

Solucidn Usamos la derivada recien calculada. La pendiente de la recta tangente 
en (-1, 10) es 

/'(-l) = 4-(—1) - 3 = -7. 

Por lo tanto, la ecuacion punto-pendiente de la recta tangente pedida es 

y ~ 10 = -7(x + 1). 

La recta normal tiene pendiente m = —1/(—7), por lo que su ecuacion punto 
-pendiente es 


y ~ io = H* + i). 


EJEMPLO 6 Derive la funcion 


/(*) = -r ■ 

x + 1 

Solucidn Debemos establecer una formula para la derivada de / por lo que 
debemos llevar a cabo los cuatro pasos de la definition de la derivada. Obtenemos 


X _ 

$5 

y $5 $5 y 

_ $1 _ _ 

x Pared 


m - lim /( * + k l - /W = lim i 
h h—*0 h 


x + h + 1 x + 1 


= Jim U + 1) - (s + h + 1) \ _ J__ -h _ 

'■-* 0 h\ {x + h + 1)U +1) ) h^oh' {x + h + l)(x + 1) 


h ->0 (x + h + l)(x + 1) ’ 

Es evidente que lim^ 0 (x + h + 1)=* + 1. Por lo tanto, obtenemos al fin la derivada 

d e/(x), 


Figura 2.1.13 El corral de los 
animal es 

\y 


Punto maxi mo 


150 

100 

50 


(15, 135) Recta tangente 
horizontal 



Figura 2.1.14 La grafica de 
y = A(x), 030 


EL PROBLEMA DEL CORRAL DE LOS ANIMALES TERMINADO En conclusion, 
aplicamos la derivada para seguir desarrollando nuestro analisis del problema del 
corral de los animales de la seccion 1.1. En el ejemplo 6 de dicha seccion, vimos 
que el area del corral (vease la figura 2.1.13) esta dada como una funcion de la 
longitud de su base x por 

A(x) = 1(30* - x 2 ) = -\x 2 + 18*. 0 ^ x ^ 30. (11) 

Nuestro problema es determinar el valor maximo de A(x) para x en el intervalo 
cerrado [0, 30], 

Aceptemos como algo intuitivamente obvio (en el capitulo 3 daremos una 
demostracion rigurosa) el hecho de que el valor maximo de A(x) aparece en un 
punto donde la recta tangente a la grafica de y =A(x) es horizontal, como se muestra 
en la figura 2.1.14. Entonces podemos aplicar el resultado de la derivacion de 
funciones cuadraticas [ecuacion (9)] para determinar este punto maximo. La 
pendiente de la recta tangente en cualquier punto arbitrario (x, A(x)) esta dada por 

m = A'(x) = -\-2x + 18 = - fx + 18. 
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Nos preguntamos cuando m~ 0 y vemos que esto sucede cuando 

-f jc + 18 = 0, 

y entonces x ^ 15. De acuerdo con el resultado obtenido por los metodos 
algebraicos en la seccion 1.3, encontramos que el area maxima posible del 
corral es 


A( 15) = f(30-15 - 15 2 ) = 135 (pies 2 ). 

ESTUDIO NUMERICO DE LAS DERIVADAS 



Figura 2.1.15 Una calculadora 
preparada para calcular 
(x 4- ti) 2 — x 2 


h 


Suponga que tiene una funcion fy un valor numerico especifico de x. Puede usar 
una calculadora para estudiar el valor 


fix) = lim 

h —» 0 


fix + h) - f{x) 
h 


de la derivada de/calculando los valores 


( 12 ) 


mix , h) 


fix + h) - fix) 
h 


(13) 


del “cociente h en x” con valores cada vez mas pequenos de h. La figura 2.1.15 
muestra una calculadora TI preparada para calcular la ecuacion (13) con fix) = x 2 , 
como se indica en la figura 2.1.16. La figura 2.1.17 muestra una calculadora HP 
preparada para definir el mismo cociente; la evaluacion de la expresion 1^(2, 
0.001) produce el valor m(2, 0.001) = 4.001. De esta forma, obtenemos la tabla 
que se muestra en la figura 2.1.18, que corrobora el hecho de que/'(2) = 4. 



h 

mi 2, hi) 

0.1 

4.1 

0.01 

4.01 

0.001 

4.001 

1 

1 

0 

4 


Figura 2.1.16 Aproximacion de 
/'( 2 ) 


Figura 2.1.17 Una calculadora prepa- 
rada para calcular 

h 


Figura 2.1.18 Estudio numerico del 
limite en la ecuacion (12) con 
fix) = x 2 , x = 2 


2.1 Problemas 


En los problemas 1 a 14, aplique la formula para la deriva¬ 
tion de lasfuncionescuadrdlicas [ecuacion (9)] para escribir 
la derivada f\x) de la funcion dada f. 

1- fix) = 5 2. fix) = x 


3. fix) = x 2 
5. fix) = 4x - 5 
7. f(x) = 2x 2 - 3x + 4 
9. /(*) = 2x[x + 3) 


4. fix) = 1 - 2x 2 
6. f{x) = 7-3* 

8. fix) = 5 - 3* - * 2 
10. /(*) = 3x(5 - x) 


Seccion 2.1 / Rectas tangentes y la derivada: un primer vistazo 
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11. f(x) = 2x- (-0 12. f(x) = 4 - (3x + 2) 2 

13 .fix) = i2x + l) 2 - 4x 
14. /(jc) = (2jc 4- 3) 2 - (2jc - 3) 2 

En losproblemas 15 a 20, encuentre lospuntos de las curvas 
y =/(jc) donde la recta tangente es horizontal 


15. y = 10 - Jt 2 
17. y = x 2 - 2jc + 1 



16. y — 10jc - x 2 
18. y = x 2 4- jc - 2 

20 . y = jc( 1 00 - x) 


Aplique la definicion de la derivada, es decir, siga el 
proceso de los cuatro pasos de esta seccion, para de- 
terminar /'(jc) para las funciones de los problemas 21 
a 32. Despues escriba una ecuacion para la linea recta 
tangente a la grafica de la curva y =f(x) en el punto 
( 2 ,/( 2 )). 

21. f(x) = 3jc - 1 22. f(x) = x 2 - x - 2 

23. f(x) = 2x 2 - 3jc 4- 5 24. /(jc) = 70jc - jc 2 

25. /(jc) = (jc - l) 2 26. /(jc) = jc 3 


27. fix) = - 

JC 


28. fix) = x 4 


29. fix) 
31. fix) 


c 2 

2 


x - 1 


30. f(x) = x 2 4- - 

JC 


32. /(jc) = 



En los problemas 33 a 43, use la ecuacion ( 9) para 
encontrar la derivada de una funcion cuadrdtica si es 
necesario. En los problemas 33 a 35, escriba las ecua- 
ciones para la recta tangente y para la recta normal a 
la curva y -/(jc) en el punto P. 

33. y ~ jc 2 ; P(-2, 4) 

34. y = 5 - jc - 2jc 2 ; P(- 1, 4) 

35. y = 2x 2 + 3jc - 5; P(2, 9) 

36. Demuestre que la recta tangente a la parabola y = x 2 en el 
punto (jc 0 , y 0 ) interseca el eje jc en el punto (xq/2, 0). Vease la 



problema 36 


37. Si se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad 
inicial de 96 pies/segundo, entonces su altura t segundos 
despues es y(t) = 96 1 - 16? 2 pies. Determine la altura 
maxima que alcanza la pelota encontrando el tiempo t 
cuando y \t) = 0. 

38. Determine el drea maxima posible del rectangulo con 
perimetro 100 descrito en el problema 50 de la seccion 1.1. 

39. Determine el valor maximo posible del producto de dos 
numeros positivos cuya suma es 50. 

40. Suponga que un proyectil es lanzado con un angulo de 
45° desde la horizontal. Su posicion inicial es el origen en el 
piano jcy y su velocidad inicial es 100/2~ pies/segundo 
(figura 2.1.20). Entonces su trayectoria sera la parte de la 
parabola y - jc - (jc/25) 2 para la cual y £ 0. (a) tan lejos 
viaja el proyectil (horizontalmente) antes de golpear en la 
tierra? (b) ^Cual es la altura maxima que el proyectil alcanza 
por arriba de la tierra? 



Figura 2.1.20 La trayectoria del proyectil del problema 40 

41. Una de las dos rectas que pasan por el punto (3,0) tangentes 
a la parabola y - jc 2 es el eje jc. Determine una ecuacion para la 
otra recta. [Sugerencia : Determine primero el valor del numero 
a que se muestra en la figura 2.1.21.] 



Figura 2.1.21 Las dos rectas tangentes a la parabola del 
problema 41 

42. Escriba las ecuaciones para las dos rectas que pasan 
por el punto (2, 5) y son tangentes a la parabola y = 4x -x 2 . 
[Sugerencia: Trace una figura como la 2.1.21.] 

43. Con los ejemplos 4 y 5 tratamos de responder, pero no 
respondimos, la pregunta de como localizar el punto en la 
grafica y = jc 2 mas cercano al punto (3, 0). Ahora es tiempo 
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para que usted encuentre ese punto. [Sugerencia: Trace una 
figura como la 2.1.21. La ecuacion cubica obtenida tiene una 
solucion aparente por inspection]. 

En los problemas 44 a 50, use una calculadora {como en el 
estudio numerico de las derivadas al final de esta seccion) 
para estudiar el valor de f' en el numero a. 


44. fix) = x 2 ; a = — 1 

46. fx) = x 3 ; a = -1 

45. fix) = x 3 ; 
47. fix) = VI; 

48. fix) = Vx; a = 4 

49. /(*)=-; 

X 

SO. fix) = ^; a = -i 



a = 2 
a = 1 


a = 1 


2.1 Proyecto 



Figura 2.1.22 Puntos a ambos 
ladoS de P 


Los siguientes problemas son motivados por las figuras 2.1.7 a 2.1.10, las cuales 
ilustran el hecho de que una curva y su recta tangente son virtualmente indistin- 
guibles con un nivel lo bastante alto de acercamiento. Elios requieren una utileria 
grafica (calculadora o computadora) con una capacidad de trazo que le permita 
mover el indicador (cursor) y leer las coordenadas xy de puntos seleccionados en 
una grafica. Por ejemplo, con algunas calculadoras graficas TI, usted puede 
presionarsimplementelatecla [trace] y despues mover el cursor por la grafica. Con 
algunos programas de graficacion por computadora, las coordenadas xy de la position 
actual del cursor se despliegan automaticamente en la parte inferior de la pantalla. 

Cada problema tiene una curva y = fix) y un punto P{a, fia)) en donde 
aproxime la pendiente f'{a) de su recta tangente graficamente. Haga un acerca¬ 
miento a P (acercandolo al menos seis veces) hasta que la grafica y =f{x) se vea 
(en la ventana de vision resultante) precisamente como una linea recta. En cada 
acercamiento, registre las coordenadas (x 7 ,y 7 ) y {x h y 2 ) de dos puntos localizados 
a ambos lados de P (como en la figura 2.1.22). Entonces sea 

Ay yi - y, 

m k ~ "7 “ - 

Ax x 2 - Xi 

la pendiente aproximada que resulta en el k -dsimo acercamiento. ^Es claro a cual 
valor tienden las pendientes m h m 2 , m h ...? [En cada caso, f'(a) debe ser un entero 
o un multiplo entero de 1/2, 1/4 o 1/8.] 


1. f(x) = x\P = P{-2, 4); /'(—2) = ? 

2. /(*) = VI, P = P(l, 1); /'(D = ? 

3. fix) = l -,P = Pi2,\y, /'(2) = ? 

4. fix) = l ^,P = P(-4,3); /'(-4) = ? 

5. fix) = V7 2 - 9, P = Pi 5, 4); /'(5) = ? 


El concepto de lunite 


Seccion 2.2 / El concepto de limite 


En la seccion 2.1 definimos la derivada f\a) de la funcion/en el numero a como 


fia) = lim 

h —>0 


fja + h) - fja) 
h 


( 1 ) 
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Figura 2.2.1 La derivada puede 
definirse de esta forma: 


f(a) = lim 

x—> a 


fix ) - /(a) 
x - a 



La grafica que motiva esta definicion se repite en la figura 2.2.1, con a + h 
reetiquetada como x (de modo que h = x-a). Vemos que x tiende a a cuando h 
tiende a cero, por lo que podemos reescribir la ecuacion (1) como 


f'(a) = lim 

x—>a 


fix) ~ /(a) 

x - a 


( 2 ) 


Asi, el calculo de /'(a) equivale a determinar el limite, cuando x tiende a a, de la 
funcion 


G(x) = 


fix) - /(a) 
x-a 


(3) 


Como preparation para derivar funciones mas complicadas que las que 
podriamos derivar en la section 2.1, analizaremos el significado de la proposition 


-<-X- ) - 

a - 0.5 a a + 0.5 

Figura 2.2.2 Una vecindad 
perforada de a: en este caso, el 
intervalo abierto (a - 0.5, a + 0.5), 
con el punto a eliminado. Asi 
esta vecindad perforada de a 
consta de dos intervalos abiertos 
{a - 0.5, a) y (a, a + 0.5). 


lim F(x) = L 


Esto se lee “el limite de F(x) cuando x tiende a a es U\ A veces escribiremos la 
ecuacion (4) en la forma abreviada 

F(x) —► L cuando x—> a. 

La funcion F no tiene que estar definida en a para que podamos analizar el 
limite de F en a. No importa su valor ni la posibilidad de que no tenga un valor 
asignado en a. Solo pedimos que F este definida en alguna vecindad perforada 
de a: un conjunto obtenido al eliminar el punto a de algun intervalo abierto que 
contenga a a. Por ejemplo, seria suficiente que F este definida en los intervalos 
abiertos (a - 0.5, a) y {a, a + 0.5) (vease figura 2.2.2), aunque no este definida en 
el propio punto a. Esta es exactamente la situacion para la funcion de la ecuacion 
(3), que esta definida excepto en a (donde el denominador se anula). 

La siguiente proposicion reformula la ecuacion (4) en un lenguaje intuitivo. 


Idea del limite 

Decimos que el numero L es el limite de F(x) cuando x tiende a a siempre 
que podamos hacer que el numero F(x) se acerque a L tanto como 
queramos, escogiendo simplementex suficientemente cerca, aunque no 
igual al numero a. 


Lo que esto significa, intuitivamente, es que F(x) tiende a estar cada vez mas 
cerca de L cuando x se acerca cada vez mas a a. Una vez que decidimos que tan 
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a xx 


Figura 2.2.3 Interpretation 
grafica del concepto de limite 


cerca de L queremos que este F(x ), es necesario que F(x) este cerca de L para toda 
x suficientemente cercana (pero no igual) a a . 

La figura 2.2.3 muestra una interpretation grafica del concepto de limite. 
Cuando X tiende a a (desde cualquier lado), el punto (x,/(x)) en la grafica y =/(x) 
debe aproximarse al punto (a, L). 

En esta section exploraremos la idea del limite, principalmente a traves del 
estudio de ejemplos especificos. Al final de esta section presentamos una formu¬ 
lation precisa de la definition de limite. 

EJEMPLO 1 Evalue lim x 2 . 

x ->2 

Analisis Llamamos a esto un analisis y no una solution. La razon es que la 
tecnica que se usa aqui es util para obtener information preliminar acerca del 
posible valor de un limite. Esta tecnica puede reforzar nuestra estimation intuitiva 
del posible valor de un limite, pero no constituye una demostracion rigurosa. 

Formamos una tabla de valores dex 2 , usando valores de x que tienden a a = 2. 
Esta tabla se muestra en la figura 2.2.4. Usamos regularmente valores cambiantes 
de x, lo que hace que el comportamiento exhibido en la tabla sea mas facil de 
comprender. Usamos valores dex que se pueden expresar facilmente en el sistema 
decimal por la misma razon. 


X 

X 2 

X 

X 2 

1.9 

3.6100 

2.1 

4.4100 

1.99 

3.9601 

2.01 

4.0401 

1.999 

3.9960 

2.001 

4.0040 

1.9999 

3.9996 

2.0001 

4.0004 

1.99999 

4.0000 

2.00001 

4.0000 

1 

1 

1 

1 

2 

4 

2 

4 


Figura 2.2.4 ^Que l e sucede a x 2 
al tenderx a 2 (ejemplo 1)? 


Observe que consideramos, en columnas separadas, valores dex que tienden 
por la izquierda (con valores de x menores que 2) asi como valores de x que tien¬ 
den a 2 por la derecha (con valores de x mayores que 2). 

Ahora examine la tabla, lea las columnas x hacia abajo, ya que hacia abajo 
es la direction de la tabla para las “aproximaciones”, y vea lo que sucede con los 
valores correspondientes de x 2 . Aunque la figura 2.2.4 usa unicamente algu- 
nos valores particulares de x, proporciona una evidencia de que 

lim x 2 = 4. 


IMPORTANTF, Obseme que no sustituimos el valor x ~ 2 en la funcion F(x) = x z 
para obtener el valor 4 del limite . Aunque esta sustitucion produce la respuesta 
conecta en este caso particular, en muchos limites produce una respuesta inco- 
rrecta o ninguna respuesta. (Veanse los ejemplos 4 a 6, y entre otros, los problemas 
9, 10 y 51.) 

EJEMPLO 2 Evalue lim 

x + 2 


Seccion 2.2 / El concepto de limite 
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X “ 1 

x + 2 

x (Valores redondeados) 

3.1 

0.41176 

3.01 

0.40120 

3.001 

0.40012 

3.0001 

0.40001 

3.00001 

0.40000 

3.000001 

0.40000 

i 

i 

3 

0.4 


Analisis Una estimation natural es que el valor del limite sea simplemente 
2/5 = 0.4. Los datos de la figura 2.2.5 refuerzan esta suposicion. Si experimenta 
con otros valores de x que tienden a 3, los resultados reforzaran esta suposicion 
de que el limite es 0.4. 

EJEMPL0 3 Evalue lim Vx 2 + 9. 

x—> —4 

Analisis La evidencia de la figura 2.2.6 sugiere ciertamente que 
lim Vx 2 + 9 = 5. 

x—> —4 

EJEMPLO 4 Evalue lim V * + 25 —. 

x—>0 X 

Andlisis En este caso, no podemos hacer una estimation preliminar sustituyendo 
x = 0, ya que la fraction no tiene sentido si x = 0. Pero la figura 2.2.7 indica que 


Figura 2.2.5 Investigando el \/ x 4- 25 - 5 

limite del ejemplo 2 “ =0.1. 



Vx 2 + 9 

x (Valores redondeados) 

-4.1 

5.080354 

-4.01 

5.008004 

-4.001 

5.000800 

-4.0001 

5.000080 

-4.00001 

5.000008 

-4.000001 

5.000001 

-4.0000001 

5.000000 

1 

1 

-4 

5 


Vx + 25 - 5 

x (Valores redondeados) 

10 

0.09161 

1 

0.09902 

0.1 

0.09990 

0.01 

0.09999 

0.001 

0.10000 

0.0001 

0.10000 

1 

1 

0 

0.1 


Figura 2.2.6 El comportamiento de Figura 2.2.7 Datos numericos para el 
Vx 2 4- 9 como x —► - 4 (Ejemplo 3) ejemplo 4 


+1< 

y 



X 

>-l 



Figura 2.2.8 La grafica de 


fix) = 


X 

X 


(ejemplo 5) 


Los analisis numericos de los ejemplos 2 al 4 estan incompletos, ya que cada 
una de las tablas asociadas muestran valores de la funcion F(x) solamente de un 
lado del punto x = a . Pero para que lim F(x) = L, es necesario que F(x) se 
aproxime a L de ambos lados\ es decir, que x se aproxime a a por la izquierday 
se aproxime a a por la derecha. Si F(x) tiende a valores diferentes cuando x tiende 
a a por diferentes lados, entonces lim F(x) no existe. En la seccion 2.3 
analizamos los limites laterales con mas detalle. 


EJEMPLO 5 Anal ice lim F(x) , si 

.(->o 



si * > 0; 
si x < 0. 


Solucion De la grafica de F que se muestra en la figura 2.2.8, parece que 
F(x) -* 1 cuando x -* 0 por la derecha y que F{x) -* -1 cuando r-+0 por la 
izquierda. En particular, existen valores positivos para x tan cercanos a cero como 
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queramos tales que F(jc) = 1 y valores negativos de x igualmente cercanos a cero 
tales que F(x) = -l. En consecuencia, nopodemos lograr queF(x) se acerque tanto 
como queramos a un solo valor de L eligiendo simplemente x lo suficiente cerca 

de cero. Por lo tanto, x 

lim —7 no existe. 

0 1*1 


En el ejemplo 6, el valor obtenido al sustituir x = a en F(x) para 
determinar lim F(x) es incorrecto. 



y 




'f( 0) = 0 x 


Figura 2.2.9 La gr&fica de la 
funcion / r del ejemplo 6 


EJEMPLO 6 Evalue lim F(x) 

x->0 

F(x) = 


donde 

1 si x # 0; 

.0 s\ x = 0. 


La grafica de F aparece en la figura 2.2.9. 


Solution El hecho de que /-'(a) = 1 para coda valor de x en cualquier vecindad 
perforada de cero implica que 

lim Fix) = 1. 

x—>0 

Pero observe que el valor del Hmite en x = 0 no es igual al valor de la funcion en 
ese punto F(0) = 0. 


Los analisis como en los ejemplos 1 a 4 proporcionan un sentimiento intuitivo 
de los limites y sugieren por lo general el valor correcto de un Hmite. Pero la 
mayoria de los calculos de lirnite no se basan en sugerentes (e imprecisas) 
estimaciones numericas ni en directas (pero dificiles) aplicaciones de la definicion 
de lirnite. En cambio, estos calculos se realizan mas facil y naturalmente con la 
ayuda de las propiedades de los limites que daremos a continuation. Estas 
“propiedades” son en realidad teoremas , cuyas demostraciones (basadas en la 
definicion precisa del Hmite) se incluyen en el apendice B. 

LAS PROPIEDADES DE LOS LIMITES 


Propiedad dela constante 

Si F(x) = C, donde C es una constante [entonces F(x) es una funcidn 
constante], entonces 

lim F (x) = lim C = C. (5) 


Propiedad de la suma 

Si ambos limites 

lim F(x) = L y lim G(x)=M 

X a X -> o 

existen, entonces 

lim [F W ± G (a-)] = lim F « ± lim G (a) = L ± M. ^ 

a —> a a —> a a —> a 

(El lirnite de una suma es la suma de los limites; el lirnite de una diferencia 
es la diferencia de los limites.) 


Seccidn 2.2 / El concepto de Hmite 
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Propiedad delproducto 
Si ambos limites 

lim F (x) = L y lim G (jc) = M 

X > O .V —> O 

existen, entonces 

lim [F(x)G(jc)] = 

x -> a 

(El Jimite de un producto es el producto de los limites.) 


lim F (x) 


lim G (x ) 


= LM 


(?) 


Propiedad del cociente 
Si ambos limites 

lim F (x) = L y lim G (x) = M 

x -> a jc —> o 


existen y si M * 0, entonces 

F(x) 
G(x) 


lim 


lim F(x) 

X —> Cl _ L 

lim G (jc) M 


( 8 ) 


(El limite de un cociente es el cociente de los limites, siempre y cuando 
el limite del denominador no se anule.) 


Propiedad de la raiz 

Si n es un entero positivo y si a > 0 para valores pares de n , entonces 


lim Tx = Ta. (9) 


El caso n = 1 de la propiedad de la raiz es obvia: 

lim x = a. (10) 

x—>a 

Los ejemplos 7 y 8 muestran la forma en que las propiedades de los limites 
pueden usarse para evaluar limites de polinomios y funciones racionales. 

EJEMPLO 7 


lim (x 2 + 2x + 4) = 


lim x 2 + lim 2x + lim 

*->■3 jc—> 3 jt —> 3 

^lim jcj + 2^1im jcj + 
3 2 + 2-3 + 4 = 19. 


4 

lim 4 

x * 3 


EJEMPLO 8 


lim 


lx + 5 
3 x 2 + lx + 4 


lim (2x + 5) 

x * 3 

lim (jc 2 + 2jc + 4) 

x * 3 

2-3 + 5 = U 

3 2 + 2-3 + 4 “ 19' 
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Figura 2.2.10 


NOTA En los ejemplos 7 y 8 , aplicamos en forma sistematica las propiedades de 
los limites hasta que pudimos sustituir simplemente 3 en lim ^3 x como paso final. 
Para determinar el limite de un cociente de polinomios, debemos verificar antes 
del paso final que el limite del denominador no se anule. Si el limite del denomi- 
nador es cero , puede ocurrir que el limite no exista. 



La grafica de 
(ejemplo 9) 


EJEMPLO 9 Analice lim 7 -— 7 . 

*->l (jc - 1)^ 

Solution Puesto que lim ^ (x - l ) 2 = 0, no podemos aplicar la propiedad del 
cociente. Incluso podemos hacer \/(x - l ) 2 arbitrariamente grande si elegimos x 
suficientemente cerca de 1. Por eso, \/(x - l ) 2 no puede aproximarse a cualquier 
numero (finito) L cuando x tiende a 1. Por tanto, en este ejemplo no existe el limite. 
Puede ver la razon geometrica si examina la grafica d ty= \/(x- l ) 2 en la figura 
2.2.10. Cuando x tiende a 1, el punto correspondiente en la curva debe salir de la 
franja indicadaentre las dos rectas horizontalesy = L-e y y = L + e que encierran 
al limite propuesto L\ por lo tanto, no puede tender al punto (1,1). 

EJEMPLO 10 Analice lim ,* ~ - 7 . 

x—>2 X + X — 6 

Solution No podemos aplicar en forma inmediata la propiedad del cociente 
(como lo hicimos en el ejemplo 8 ) ya que el denominador tiende a cero cuando x 
tiende a 2. Si el numerador tendiera a algun numero disiinto de cero cuando x —'► 2, 
entonces el limite no existiria (como en el ejemplo 9). Pero aqui el numerador 
tiende a cero, por lo que existe la posibilidad de que un factor del numerador se 
cancele con un factor del denominador, y asi se elimine el problema del denomi¬ 
nador nulo. De hecho, 

X 2 - 4 (x - 2)(x + 2) 

x—>2 x 2 + X - 6 x—>2 (x - 2)(x + 3) 

.. x + 2 4 

= lim ——r = 

x—>2 x + 3 5 

Podemos cancelar el factor x - 2, ya que no se anula: x * 2 si evaluamos el limite 
cuando x tiende a 2 . 


SUSTITUCION DE LIMITES 

Reconsideremos el limite del ejemplo 3. Quisieramos escribir 
lim Vx 2 + 9 = / lim (x 2 + 9) 

= V(-4) 2 + 9 = V 25 = 5. (11) 

^Pero podemos simplemente “mover el limite dentro del radical” en la ecuacion 
(11)? Para analizar esta pregunta, escribimos 

/(x) = Vx y g(x) = X 2 + 9. 

Entonces la funcion que aparece en la ecuacion (11) es una funcion de unafuncion : 
f(g(x)) = VgW = Vx 2 + 9. 


Section 2.2 / El concepto de limite 
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(La expresion del lado izquierdo en esta ecuacion se lee ‘/de g de x”.) Por tanto, 
nuestra pregunta es si es cierto o no 

lim/(g(x)) = /(lim gU)Y 

\x^a ) 

La siguiente propiedad del limite responde esta pregunta en sentido afirmativo, si 
la “funcion exterior”/cumple cierta condicion; si esto sucede, entonces el limite 
de la combinacion f(g(x)) cuando x~> a se puede encontrar sustituyendo en la 
funcion/el limite de g(x) cuando x-*a. 


Propiedad de sustitucion 

Suponga que 

lim g (x) ~ L y que lim f(x)=f (L). 


Entonces 

lim f{g (x)) = f (\im g (x)'j = f(L). 

x -» a \x -» a ) 

( 12 ) 


Asi, la condicion bajo la cual se cumple la ecuacion (12) es que el limite de 
la funcion exterior f no solamente exista en x = L, sino que tambien sea igual al 
valor “esperado” de/ a saber,/(L). En particular, como 

lim (x 2 + 9) = 25 y lim Vx = V25 = 5 , 

Jf—-4 ' x—► 25 

esta condicion se satisface en la ecuacion ( 11 ). Por lo tanto, los calculos son 
validos. 

En esta section usaremos unicamente el siguiente caso particular de la 
propiedad de sustitucion. Si f(x) = x u \ donde nesun entero positivo, la ecuacion 
( 12 ) toma la fonna 

lim Vg(xj = "/lim g(x), (13) 

x—o 

bajo la hipotesis de que el limite de g(x) existe cuando x-*a(y es positivo si n es 
par). Si #(*) = a j ", donde mesun entero positivo, la ecuacion (13) implica 

lim x m/n = a m/ ", (14) 

x^a 

con la condicion de que a > 0 si n es par. Las ecuaciones (13) y (14) se pueden 
considerar como propiedades de la raiz generalizada. El ejemplo 11 ilustra el uso 
de estos casos particulares de la propiedad de sustitucion. 


EJEMPLO 11 


lim ^3 * 3/2 + 20V*j = ^lim ^3 * 3/2 + 20Vxj 


1/3 


1/3 


= lim 3 * 3/2 + lim 20 Va 

jc—M 

aT /3 

3 ■ 4 3/2 + 20V4 . 

= (24 + 40) 1/3 = V64 = 4. 


(usando la ecuacion 

(13) ] 

[usando la propiedad 
de la suma] 

[usando la ecuacion 

(14) ] 
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Nuestro analisis de los limites comenzo con la derivada. Si escribimos la 
definicion de la derivada como 


f’(a) = lim 

x->a 


f{x) - /(a) 
x — a 


entonces el Hmite que aparece en ella es similar a los ejemplos anteriores donde x 
esta cambiando mientras otros numeros (como a) permanecen fijos. Pero si h = 
x-a y usamos la definicion de/' en la forma 


fix) = lim 

/ i -»0 


fix + h) ~ fjx) 
h 


entonces * juega el papel de una constante y h es la variable que tiende a cero. 

El ejemplo 12 ilustra un manejo algebraico que se usa con frecuencia para 
“preparar” las funciones antes de evaluar los limites. Esto se puede aplicar cuando 
las raices estan presentes y se asemejan al calculo simple 

1 _ 1 V3 + V2 

V3-V2 V3-V2V3 + V2 

= ^+y^v5 + v2. 

3-2 

EJEMPLO 12 Derive fix) = Vx. 


Solution 


fix) = lim 

h —*0 


VTTh - V* 

h 


(15) 


Para preparar la ffaccion y evaluar el Hmite , primero multiplicamos el numerador 
y el denominador por el conjugado 'i x - h + fx del numerador: 


fix) = lim 

J h ~>0 


Vx~m - v~x 


Vc + h + Vx 
Vx + h + Vx 


= lim - 

h —>0 

h 


(x + h) - x 

Vx + h + Vx 


= lim 

h—*0 


1 

Vx + h + Vx’ 


Asi, 


fix) 


1 

iVx 


(16) 


(En el ultimo paso usamos las propiedades del cociente, de la suma y de la raiz; 
no solo la sustitucion de 0 en vez de h.) 


Observe que si igualamos los lados derechos de las ecuaciones (15) y (16) y 
x = 25, obtenemos el Hmite del ejemplo 4: 

V25 + h - 5 _ 1 

lim- 7 - 77 ; ■ 

/.-»o h 10 
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LA DEFINICI6N del limite 


Pocas personas comprenden completamente el concepto de limite de manera 
rapida o facil. De hecho, el significado preciso de la proposicion “F(x) tiende a L 
cuando x tiende a a” fiae debatido vigorosamente (y a veces de forma aspera) por 
cientos de anos, hasta finales del siglo diecinueve. Fue entonces que el matematico 
aleman Karl Weierstrass (1815-1897) formulo finalmente la definicion rigurosa 
del limite aceptada en la actualidad. 


Definicion del limite 

El numero L es el limite de F(x) cuando x tiende a a siempre que, dado 
cualquier numero £> 0, exista un numero 8 > 0 tal que 

\F(x)-L\<£ 


para toda x tal que 


0 < \x-a | < 8 


La figura 2.2.11 ilustra esta definicion. Los puntos de la grafica de y = F(x) 
que satisfacen la desigualdad | F (x) - L | < e son aquellos puntos que se 
encuentran entre las dos rectas horizontales y = L - ey y - L + e. Los puntos en 
esta grafica que satisfacen la desigualdad | x - a \ <8 son aquellos puntos que se 
encuentran entre las dos rectas verticales x = a -8 y x = a + S.En consecuencia, 
la definicion implica que lim*.^ F(a) -L si y solo si es verdadero lo siguiente: 

Suponga queestandadas las dos rectas horizontalesy = L-e y y = L + E (con 
e > 0). Entonces es posible elegir dos rectas verticales x = a - 8 y x = a + 8 
(con 8 > 0) con la siguiente propiedad: Cada punto de la grafica de y = 
F(x) (con x*a) que se encuentre entre las dos rectas verticales tambien debe 
estar entre las dos rectas horizontales. 

La figura 2.2.11 sugiere que si las dos rectas horizontales estan mas juntas, 
tambien lo estaran las dos rectas verticales. Esto es lo que significa para nosotros 
“hacer que F(x) este mas cerca de L al hacer que jc este mas cerca de a.” 



a-S a a + 5 x Figura 2.2.11 Ilustracion geometrica 

de la definicion del limite 
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En algunos casos en que lim F(x) = L , F(x ) no se acerca rapidamente a L 
cuando x se acerca rapidamente a a. Esta situacion es perfectamente permisible, 
como puede apreciarse examinando cuidadosamente la definicion de limite o 
estudiando la figura 2 . 2 . 11 . 


2.2 Problemas 


En los problemas 1 a 30, use las propiedades de los 
limites de esta seccionpara evaluar aquellos llmites que 


existan. 


1. lim (3jc 2 + 7jc - 12) 

jc—> o 


3. lim (2jc - jc 5 ) 

JC —► — 1 


5. lim 


7. lim 


- x 5 ) 

(* - !) 7 
3 (2x - 5) 4 
x + 1 


*->-i x 2 — x — 2 


9. lim 


1 2 - 9 


3 t - 3 


11. lim (x 2 - 1) 3/2 

x —► 3 


7 2/3 


13. lim 


z - VTz 
VxT4 - 2 


15. lim 

JC 

_J_ _ }_ 

V9 Th 3 

17. lim-;- 

h 

19. lim 11 - jc | 

x —► 3 


21 . lim 


JC - 4 


23. lim 


Vx - 2 

x 2 + x - 2 


25. lim 


i jc 2 - 4jc + 3 
jc 2 - 16 


*~ 4 2 - Vx 


27. lim V(x - 2) 2 


29. lim 


jc + 2 
2 V (jc - 2) 2 


2. lim (4 jc 2 - jc + 5) 

x—>2 

4. lim (jc 2 - 2) 5 

x —*■ —2 


6. lim 

X —*■ 1 

8. lim 


x + 1 


1 x 2 - x - 2 
f 2 + 2t - 5 

2 t } - 21 

I _ I 

y 3 


10. lim 

y-3 y - 3 


12. lim 


t + 8 


4 \ 25 - t 2 
14. lim ^3? + 4f - 5 


1 1 


16. lim 


2 + h 2 


A-0 /l 


18. lim 


(x - 2) 2 


x~*2 JC 4 - 16 
20. lim 13 jc - 2 

22 . lim 3 “ ^ 


24. lim 


9 9 - JC 

4jc 2 - 1 


26. lim 


-1/2 4jc 2 + 8jc + 3 
2jc 2 + 2jc + 4\ 1/3 


5 \ 6jc - 3 


28. lim "^(x + l) 6 

x 4 


30. lim 

x —► 0 


Vi + x - vr-— 


31. 


lim jc 2 

x —► -3 

33. lim VI 

x —*4 

35. lim Vx 2 

x-> -2 


37. lim Vjc 2 + 25 

x-> 12 

39. lim iii 

x^ 1 JC - 1 


32. lim jc 3 

x-> -2 

34. lim ^x 

x —* 8 

36. lim VI 3 

x—► -3 

38. lim Vjc 2 - 33 

x— -5 


40. lim -— 

^-2JC + 


En los problemas 41 a 46, use el metodo del ejemplo 
12, si es adecuado, para determinar la derivada f\x) 
def(x). 


41. f{x) = 


VI 


42. /(jc) 


1 

2jc + 3 


43. fix) 
45. fix) 


x 

2x + 1 


jc + 1 


44. fix) = V3jc + 1 


46. fix) 


1 

Vjc + 4 


47. Aplique la propiedad del producto para demostrar 
que lim ^ x n - a ri si n es un entero positivo. 

48. Suponga que p(x) = b + ■ ■ ■ + b* + b 0 es un 
polinomio. Demuestre que lim^/?(x) =p{a). 

49. Sea f{x) = [ jcJ la funcion maximo entero. ^Para 
cuales valores de a existe el limite lim ^/(x)? 

50. Sea r(jc) = pix)lqi jc), donde pix) y qix) son polinomios. 
Suponga que/?(a) * 0 y que qia) - 0. Demuestre que lim 
r(jc) no existe. [Sugerencia: Considere lim ^(jc)r(jc).] 

51. Sea g(jc) = 1 + [jc] + [-jc |. Muestre que el limite de g(jc) 
cuando jc —>3 no se puede obtener al sustituir 3 en jc en la 
formula para g. 

52. Sea/i(jc) = jc-(0.01)|[100jc ]. Muestre que hi jc) —► 0 cuan¬ 
do jc —► 0 pero que hi jc) no tiende a cero “rapidamente” cuando 
jc —► 0. Primero interprete lo que significa la frase “tiende 
rapidamente”. 

53. Repita el problema 52 con 


h(x) = 


1 

DAI 


Use una calculadora para analizar numericamente 
(como en los ejemplos 1 a 4) los llmites en los problemas 
31 a 40. 
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2.2 Proyecto 


El objetivo de este proyecto es el uso sistematico de una calculadora o computa- 
dora para el analisis numerico de los limites. Suponga que queremos analizar el 
valor del llmite (si es que existe) 

lim f(x) 

x-*a 

de una funcion dada fenx = a. Debemos comenzar con un incremento fijo h y 
despues calcular (de la manera mas eficiente posible) los valores de/en los puntos 


h 

5’ 


h 

a + ■ ■ ■ > « + 


h_ 

5"’ 


que tienden al numero a cuando n aumenta. La figura 2.2.12 muestra un programa 
sencillo de la calculadora TI para este proposito. 


Figura 2.2.12 Programa de 
TI-81 para analizar lim f(x) 


Pasos del programa 

Comentarios 

Prgml:LIMIT 

Nombre del programa 

:Disp "A" 


:Input A 

Valor limite de entrada a de x 

: 1-*H 

Incremento inicial h = 1 

: 0-»N 

Valor inicial del contador n = 0 

: I.bl 1 

Etiqueta para iniciar el ciclo 

:H/5-»H 

Se divide h entre 5 

:A+H^X 

Sea x = a + h 

:DispX 

Desplegar el nuevo valor de x 

: Di sp Yl 

Desplegar el nuevo valor de/ (x) 

: N+1—»N 

Incrementar el contador 

:Pause 

Oprimir ENTER para continuar 

: If N<8 

Si n < 8 se regresa al ciclo 

:Goto 1 


:End 

En caso contrario, detenerse 


Vx + 25 - 5 

X 

x (Valores redondeados) 

0.2 

0.09980 

0.04 

0.09996 

0.008 

0.09999 

0.0016 

0.10000 

0.00032 

0.10000 

0.000064 

0.10000 

1 

1 

0 

0.1 


Figura 2.2.13 Analisis de 

Vx + 25 - 5 

lim- 

o x 


Para analizar un limite cuando x —► 0, debemos considerar a = 0 y h = 1 y 
despues calcular el valor numerico/(jt) en los puntos 

0.2, 0.04, 0.008, . . . , (0.2)", 

que tienden a cero cuando crece n. Por ejemplo, con la funcion f(x) = (V x + 25 - 
5) I x del ejemplo 4, obtenemos los datos que se muestran en la figura 2.2.13. 
Estos resultados numericos sugieren que 

.. V* + 25 - 5 1 

lim- = — 

*-*o x 10 

Algunos sistemas de computo tienen “directivas en linea” para la tabulacion 
de funciones que se pueden usar para constmir tablas como la de la figura 2.2.13. 
La tabla de la figura 2.2.14 enumera las instrucciones en varios sistemas comunes 
para tabular valores numericos def(a + A/5"). 

Analice los valores numericos (y la existencia) de los limites dados en los 
problemas 1 a 10. Debera usar diferentes valores de h (positivos y negativos) en 
cada problema. 
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BASIC 

FOR n=l to 8 : PRINT a + h/5 A n, f (a + h/5 A n) : NEXT 

Derive 

[VECTOR(a + h/5 A n, n, 1,8), VECTOR(f(a + h/5 A n), n, 1,8)]' 

Maple 

for n from 1 to 8 do print (a + h/5 A n, f(a + h/5 A n)) od 

Mathematica 

MatrixForm[ Tablet { a+h/5 A n, f [ a + h/5 A n ]} , {0,1,8} ] 

C X)PLORE 

table( f(a + h/5 A n), n = 1 to n = 8) 


Figura 2.2.14 Instrucciones para la tabulation de valores de f(a + h/5 n ) 


1 . lim 

* —>o 

3. lim 

JC^O 

5. lim 

JC^O 

7. lim 

JC^O 

9. lim 

JC^O 


(1 + x) 2 - 1 

X 

Vx + 9 - 3 

(—!— I) 

U + 5 S) 

sen x 
x 

10 * - 1 

x 


2 . 


4. 


6 . 


8 . 


10 . 


lim 

*-*i 


lim 

Jt —» 4 


lim 

jc —> 8 


lim 

*-.0 


lim 

*->o 


a ; 4 - 1 
* - 1 

x 3/2 - 8 
x - 4 

s 2/3 - 4 

x — 8 

2 * - 1 


x 



Mas acerca de los 
limites 


Para analizar los limites de las funciones trigonometricas, comenzaremos con la 
figura 2.3.1, que muestra un angulo 0con vertice en el origen, su lado inicial a lo 
largo del ejepositivox y su lado terminal de modo que interseque al circulo unitario 
en el punto P. Por definition de las funciones seno y coseno, las coordenadas de 
P son P {cos 6 y sen 0). De la geometria vemos que, cuando 0—► 0, el punto P(cos 0, 
sen 0) tiende a] punto R( 1,0). Por lo tanto, cos 0-> 1 y sen 0-+O cuando 0-> 0 + . Una 
imagen similar da el mismo resultado cuando 0 —» 0 ", por lo que 

lim cos 0 = 1 y lim sen 0 = 0 . ( 1 ) 

0 —» 0 0 —> 0 

La ecuacion (1) dice simplemente que los limites de las funciones cos 0 y sen 0 
cuando 0 —► 0 son iguales a sus valores en 0 = 0 : cos 0 = 1 y sen 0 = 0 . 

El limite del cociente (sen 0)/ 0cuando 0—► 0 juega un papel especial en el 
calculo de las funciones trigonometricas: Es esencial para el calculo de las 
derivadas de las funciones seno y coseno. Observe que los valores del cociente 
(sen 0)/0 no estan definidos cuando 0 = 0. (^Por que no?) Pero una calculadora 
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9 

sen $ 

9 

±1.0 

0.84147 

±0.5 

0.95885 

±0.1 

0.99833 

±0.05 

0.99958 

±0.01 

0.99998 

±0.005 

1.00000 

±0.001 

1.00000 

i 

1 

0 

1 


configurada en modo de radianes nos da la evidencia numerica de la figura 2.3.2. 
Esta tabla sugiere fuertemente que el limite (sen 0)i 0es 1 cuando Q-+ 0. Esta 
conclusion es apoyada por la grafica de y = (sen *)/* que se muestra en la figura 
2.3.3, donde parece que el punto (*, y) en la curva esta cerca de (0, 1) cuando * 
esta cerca de cero. A1 final de esta seccion daremos una demostracion geometrica 
del siguiente resultado. 


Teorema 1 El limite trigonometrico bdsico 


lim 

X ->0 


senx 

x 


= 1 


( 2 ) 


Figura 2.3.2 Los datos 
numericos sugieren que 


sen 0 

lim —— = 1. 

e-o $ 


y = (sen x)/y 

1 ) : 



.;■. 

.=■■ .- 

_L_ 



-21-i_ I i I 

-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 2.3.3 
sen x 

y = —para x =£ 0 


Como en los ejemplos 1 y 2, podemos reducir muchos otros Hmites trigono- 
metricos al teorema 1. 


EJEMPLO 1 Muestre que 


1 - COS X 

lim- 

x-o x 


= 0 . 


(3) 


Solution Multiplicamos el numerador y el denominador de la ecuacion (3) por 
el conjugado 1 + cos x del numerador 1 - cos x. Despues aplicamos la identidad 
fundamental 1 - cos 2 * = sen 2 *. Esto da 


1 - cos * 

lim- 

• r -^0 * 


1 - COS * 1 + cos * 

lim-■- 

x-0 * 1 + COS * 


x -0 *(1 + cos *) 


lim 

>0 


sen* 


sen* 

lim -- 

x-o 1 + COS * 


= 1 


1 + 1 


= 0 . 


En el ultimo paso, usamos todos los Hmites de las ecuaciones (1) y (2). 


EJEMPLO 2 


« w .. tan 3* 
Evalue Hm-. 

x -0 * 


Solution 


lim 

x— ► o 


tan 3* 


= 31 lim 


= 3 lim 


tan 3* 
3* 

sen# 


= 3 lim 


tan 6 


= 31 lim 

\ 0—►O 


e^o 0 cos 6 
sen 0 


0 


1 


lim 

e^o cos 0 


= 3-1■T = 3 


(0 = 3*) 

( „ sen 0' 

pues tan 0 =-- 

\ COS 0 t 

(por la propiedad del 
producto de los Hmites) 


Usamos el hecho tan 6 = (sen 0 )!{cos 0 ), asi como algunos Hmites de las ecuacio¬ 
nes (l)y (2). 


El ejemplo 3 es una advertencia : Los resultados de los analisis numericos 
pueden conducir a problemas, a menos que se interpreten con cuidado. 
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X 

7 7 

sen- 

1 

0 

0.5 

0 

0.1 

0 

0.05 

0 

0.01 

0 

0.005 

0 

0.001 

0 


Figura 2.3.4 ^Cree usted que 

77 

Jim sen — = 0 (ejemplo 3)? 


EJEMPLO 3 Los datos numericos de la tabla de la figura 2.3.4 sugieren que el 
limite 


lim sen— (4) 

x^O X 

tiene valor cero. Pero en la grafica de y = sen {nix) (para x * 0), que aparece en la 
figura 2.3.5, se muestra que el valor desen(;r/x) oscilaunmimero infinito de veces 
entre +1 y -1 cuando x tiende a cero. De hecho, esto es consecuencia de la 
periodicidad de la funcion seno, pues nix aumenta sin cota cuando x —► 0. De aqui 
que, sen(;r/x) no puede tender a cero (o a cualquier otro mimero) cuando x —► 0. 
Por tanto, el limite en (4) no existe. 

Podemos explicar estos resultados (que eventualmente nos llevarian a conclu- 
siones falsas) tabulados en la figura 2.3.4 como sigue: Cada valor dex que aparece 
en la tabla es de la forma 1 In, el reciproco de un entero. Por tanto, 


y =sen(Jt/x) 



-l -0.5 0 0.5 1 


x 

Figura 2.3.5 La grafica de 
y = sen( nix) muestra una 
infinidad de oscilaciones cuando 
x 0 (ejemplo 3) 



7 7 

sx 

sen — 

X 

2 

9 

+ 1 

2 

1 1 

-1 

2 

101 

+ 1 

2 

“1 

103 

2 

1001 

+ 1 

2 

-1 

1003 


Figura 2.3.6 Verifique las 
entradas de la segunda columna 
(ejemplo 3) 


77 _ 77 

sen — - sen = sen mr 
x l/n 


0 


para todo entero no negativo n. Pero con una seleccion diferente de “valores de 
prueba” de x, habriamos obtenido los resultados de la figura 3.2.6, que sugieren 
en forma inmediata la no existencia del limite en (4). 


LA LEY DEL SANDWICH PARA LIMITES 

Una ultima propiedad necesaria de los limites es la ley del sandwich. Esta se 
relaciona con el hecho de que la obtencion de limites preserva las desigualdades 
entre las funciones. 


Ley del sandwich 

Suponga que/(x) ^ g(x) S h(x) para todox en alguna vecindad perforada 
de a y que 

lim f(x) = L = lim h (x). 


Entonces 
asi como 


lim g(x) = L. 

x -» a 


La figura 2.3.7 muestra la forma y la razon del funcionamiento de la ley del 
sandwich y el porque de su nombre. La idea es que g(x) esta atrapado entre/(x) y 
h(x) cerca de a; f (x) y h (x) tienden al mismo limite L, por lo que tambien g(x) 
debe tender a L. 



Figura 2.3.7 El funcionamiento de la ley 
del sandwich 
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Figura 2.3.8 La grafica de 

g(*) = xsen^ para x*0 
(ejemplo 4) 


EJEMPLO 4 Las figuras 2.3.8 y 2.3.9 muestran dos vistas de la grafica de la 
funcion g definida para x * 0 como 

g(x) = xsen^. 

Como en el ejemplo 3, sen(l/x) oscila una infinidad de veces entre +1 y -1 cuando 
x —► 0. Por tanto. g(x) oscila una infinidad de veces entre los valores +x y -x. 
Como I sen(l/jc) f ^ lpara toda x * 0, 

~\x\ Sxsen-^+|x| 

para toda x*0. Ademas, ±\x\ -+ 0 cuando x -+ 0, por lo que si f(x) = - \x I y 
h(x) = + | x |, la ley del sandwich para Hmites implica que 

lim xsen- = 0. (5) 

x-+0 x 



Figura 2.3.9 La grafica con un 
acercamiento en el origen 
(ejemplo 4) 


+1^ 

y 



X 

5 -1 



Figura 2.3.10 De nuevo, la 
gr&fica de /( x ) = JL 


PREGUNTA ^Por que el limite de la ecuacion (5) no es consecuencia de la 
propiedad del producto de los Hmites, con f(x)=xyg(x) = sen(l/x) (problema 
66 )? 


LIMITES LATERALES 


En el ejemplo 5 de la seccion 2.2 analizamos la funcion 



si x > 0 ; 
si x < 0 . 


La grafica d ty=f(x) aparece en la figura 2.3.10. Argumentamos que el limite de 
f(x)=x/ lx | cuando x —>0 no existe, pues/(*) tiende a +1 cuando x tiende a cero 
por la derecha, mientras que f(x) ->-l cuando x tiende a cero por la izquierda. 
Una forma natural de describir esta situacion es decir que, enr = 0, el limite por 
la derecha de/( jc) es +1 y el limite por la izquierda de/ (x) es - 1 . 

Aqui definiremos y analizaremos estos Hmites laterales. Estableceremos 
su definicion primero en el lenguaje informal que usamos en la seccion 2.2 para 
describir la “idea del limite”. Para definir el limite por la derecha de f{x) en x = a, 
debemos suponer que/esta definida en un intervalo abierto inmediato posterior a 
la derecha de a. Para definir el limite por la izquierda, debemos suponer que/esta 
definida en un intervalo abierto justo a la izquierda de a. 


El limite por la derecha de una funcion 

Supongamos que/esta definida en el intervalo abierto (a, c ) inmediato a 
la derecha de a. Entonces decimos que el numero L es el limite por la 
derecha de/(x), cuando x tiende a a, y escribimos 

lim/W = L ( 6 ) 

x a* 

si podemos hacer que el numero f(x) se acerque a L tanto como queramos, 
eligiendo el punto x en (a, c ) suficientemente cerca de a. 
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(b) 

\ 

Figura 2.3.11 (a) El Hmite por 
la derecha de f(x) es L. (b) El 
lunite por la izquierda de f(x ) es L. 


Podemos describir el Hmite por la derecha en la ecuacion ( 6 ) diciendo que/(x) — 1 >L 
cuando x o cuando x tiende a a por la derecha. (El simbolo a + denota el lado 
derecho, o positivo, de a) Mas precisamente, la ecuacion ( 6 ) significa que dado 
£ > 0 , existe S > 0 tal que 

| f{x) - L I < e (7) 


para toda x tal que 


a < x < a + 8. 


( 8 ) 


Vease la figura 2.3.11 para una interpretacion geometrica de los limites laterales. 


EJ Hmite por la izquierda de una funcidn 

Supongamos que/esta definida en el intervalo abierto (c, a) inmediato a 
la izquierda de a. Entonces decimos que el numero L es el Hmite por la 
izquierda de/(x), cuando x tiende a a, y escribimos 

lim f(x) = L (9) 

x -» a 

si podemos hacer que el numero/(x) se acerque a L tanto como queramos, 
eligiendo el punto x en ( c, a) suficientemente cerca de a . 


Una consecuencia de estas definiciones es que el valor d tj{a) no es importante 
para la existencia o el valor de los limites laterales, asi como no era importante su 
existencia o valor para el hmite regular (por ambos lados). 

Podemos describir el hmite por la izquierda en la ecuacion (9) diciendo que 
/( x) —cuando x —► a", o cuando x tiende a a por la izquierda. (El simbolo a~ 
denota el lado izquierdo, o negativo, de a.) Obtenemos una definicion precisa del 
hmite por la izquierda en la ecuacion (9) si cambiamos el intervalo abierto en ( 8 ) 
por el intervalo a - S < x < a. 

Nuestro analisis preliminar de la funcion f(x)~xf\x \ equivale a decir que los 
limites laterales de esta funcion enx = 0 son 

lim 7^-, = 1 y lim = -1. 

x^o + | x I J x^o- | x I 

Ya hemos argumentado, en el ejemplo 5 de la seccion 2.2, que, debido a que estos 
dos limites no son iguales, no existe el hmite por ambos lados de xl \ x \ cuando 
x —► 0. El siguiente teorema es intuitivamente obvio y se puede demostrar mediante 
las definiciones precisas de los limites que ahi aparecen. 


Teorema 2 Limites laterales y limites por ambos lados 
Suponga que la funcion / esta definida en una vecindad perforada del 
punto a. Entonces el hmite lim /(x) existe y es igual al numero L si 

y solo si los limites laterales lim /(x) y lim f(x) existen y son 
iguales a L. 


El teorema 2 es de particular utilidad para mostrar que ciertos limites (por 
ambos lados) no existen, mostrando por lo general que los limites por la derecha 
y por la izquierda no son iguales entre si. 
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Figura 2.3.12 La grafica de la 
funcion maximo entero 
f(x)= [x]] (ejemplo 5) 



-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 


X 

Figura 2.3.13 y =f(x) 
(ejemplo 7) 


EJEMPLO 5 La grafica de la funcion maximo entero/( x ) =[x]|aparece en la 
figura 2.3.12. Debe ser claro que si a no es un entero, entonces 

lim IxJ = lim lx]] = lim lx]\ = la]\ . 

J :—*a + j t—*a x—*a 

Pero si a = n, un entero, entonces 

lirn [x] = n - 1 y lim [x] = n. 

Como los lfmites por la izquierda y por la derecha son diferentes, el teorema 2 implica 
que el lfmite de/(. x ) =[*]] no existe, cuando x tiende a un entero n. 

EJEMPLO 6 De acuerdo con la propiedad de la raiz en la seccion 2.2, 

lim Vx = Vfl si o, > 0. 

X ► o 

Pero el limite de/(x) = Vx cuando x —•► 0" no esta definido, pues la raiz cuadrada 
de un numero negativo no esta definida. Por lo tanto,/ no esta definida en una 
vecindad perforada completa de 0. Lo que podemos decir de a = 0 es que 

lim Vx = 0, 

JC—>0 + 

aunque el limite por la izquierda lim Vx no existe. 

jc —► o - 


A cada una de las propiedades de los limites establecidas en la seccion 2.2, le 
corresponden dos propiedades de los limites laterales (una version derecha y otra 
izquierda). Puede aplicar estas propiedades para los limites laterales de la misma 
forma que se aplican las propiedades de los limites por ambos lados en la 
evaluacion de limites. 


EJEMPLO 7 La figura 2.3.13 muestra la grafica de la funcion definida como 

si x ^ 0 ; 
si x > 0 . 

lim / (x) = 0 

x —►0 + 

por una version lateral de la ley del sandwich (como en el ejemplo 4). Por tanto, 
el teorema 2 implica que 

lim / (x) = 0 . 

jc—>0 

EJEMPLO 8 Aplicaremos las propiedades adecuadas de los limites laterales 
para mostrar que 


m = 


Es claro que 


xsen- 

x 


\im f(x) = 0 y 


lim 


+ 1 


+ \ / 9 _r x- 


2 - 


lim x 2 

*-►3" 


+ 


lim (jc 2 + 1 ) 

jr —► 3 — 

— + Vo = L. 

9+1 10 


lim (9 - x 2 ) 

: —► 3“ 


Observe que el limite por ambos lados cuando x —>3 no esta definido, pues 
V 9 -x 2 no esta definido cuando x > 3. 
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Recordemos que la derivada /'(*) de la funcion/(*) se define como 


f'{x) = lim 


fjx + h) — fix) 
h 


( 10 ) 


siempre que este limite (por ambos lados) exista, en cuyo caso decimos que la 
funcion/es derivable en el punto x. El ejemplo 9 muestra que es posible que 
una funcion este definida en todo punto pero que no sea derivable en ciertos puntos 
de su dominio. 


EJEMPLO 9 Muestre que la funcion f{x) = \ x | no es derivable en x - 0. 

Solution Cuando x = 0, tenemos 

fix + h) - f(x) _ |A| _ J” _ l si A < 0; 
h ~h ~ 1 + 1 si A > 0. 

Por tanto, el limite por la izquierda de ese cociente es -1, mientras que el limite 
por la derecha es +1. En consecuencia, no existe el limite por ambos lados en 
(10), de donde f(x) = U | no es derivable en* = 0. Puesto de otra forma,/'(0) 
no existe. 



La figura 2.3.14 muestra la grafica de la funcion /(*) = I * I del ejemplo 9. La 
grafica tiene un pico agudo en el punto ( 0 , 0 ), lo cual explica por que no existe la 
tangente ahi (ninguna linea recta es una buena aproximacion a la forma de 
la grafica en (0,0)). Pero es claro de la figura que/'(*) existe si * * 0. De hecho, 


fix) 


- 1 si * < 0 ; 
„+ 1 si * > 0 . 


En el problema 64 le pediremos que obtenga este resultado en forma directa, a 
partir de la definition de la derivada, sin apelar a la figura 2.3.14. 


LIMITES INFINITOS 



En el ejemplo 9 de la seccion 2.2 analizamos la funcion fix) = l/(* - 1 ) 2 , cuya 
grafica aparece en la figura 2.3.15. El valor de fix) crece sin cota (es decir, excede 
en algun momento a cualquier numero determinado de antemano) cuando* tiende 
a 1, por la derecha o por la izquierda. Esta situation se puede describir asi: 


lim 


= +oo = lim 


,-.“-(*- l) a (* - D 2 ’ 

y decimos que cada uno de estos limites laterales es igual a “mas infinito”. 


(ID 


CUIDADO La expresion 


lim t ——775 = + 00 (* 2 ) 

*-i + (* - l) z 

no significa que exista un “numero real infinito” denotado con +°° (jno existe!) 
Tampoco significa que el limite por la izquierda en la ecuacion (12) exista (jNo 
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existe!). Por el contrario, la expresion de la ecuacion (12) es simplemente una 
forma conveniente de decir por que no existe el Hmite por la derecha en la ecuacion 
(12) ya que la cantidad 1 /(x - 1 ) 2 , aumenta sin cota cuando x —► 1 + . 

En forma analoga, podemos escribir 

!im 7 —= + 00 (13) 

x^l (X ~ 1 ) 

a pesar de que el Hmite (por ambos lados) de la ecuacion (13) no existe. La 
expresion en la ecuacion (13) solo es una forma conveniente de decir que el Hmite 
en la ecuacion (13) no existe, pues \/(x - l) 2 aumenta sin cota cuando x —►! por 
cualquier lado. 



Figura 2.3.16 La grafica de la 
funcion /(x) = 1 / x 


Consideremos ahora la funcion/ = 1/x; su grafica aparece en la figura 2.3.16. 
Esta funcion aumenta sin cota cuando x tiende a cero por la derecha, pero decrece 
sin cota (es menor que cualquier numero predeterminado) cuando x tiende a cero 
por la izquierda. Por tanto, escribimos 

lim - = -oo v lim - = +°°. (14) 

X y x^0 + X 

En este caso no existe una notation para el Hmite por ambos lados. Solo podriamos 
decir que 

Hjn - ( n o existe). 


EJEMPLO 10 Analice el comportamiento de la funcion 


fix) = 


2x + 1 
x - 1 


cerca del punto * = 1, donde no existe el Hmite. 


Solution Analizamos primero el comportamiento de f (x) justo a la derecha del 
numero 1. Six es mayor que 1 pero cercano a 1, entonces 2x +1 esta cerca de 3 y 
x -1 es un numero pequeno posiiivo . En este caso, el cociente (2x + 1 )/{x - 1) es 
un numero positivo grande; si x esta cada vezmas cerca de 1, este cociente positivo 
sera cada vez mas grande. Para tales x,/(x) aumenta sin cota cuando x tiende a 1 
por la derecha. Es decir, 

lim ^ X + * = +oo } (15) 

x - 1 

como sugieren los datos de la figura 2.3.17. 


Figura 2.3.17 El 
comportamiento de 
2 x + 


/w= : 


parax cerca de 1 (ejemplo 10) 


X 

2x + 1 
x - 1 

X 

2x + 1 
x - 1 

1.1 

32 

0.9 

-28 

1.01 

302 

0.99 

-298 

1.001 

3002 

0.999 

-2998 

1.0001 

30002 

0.9999 

-29998 

1 

1 

1 

1 

1 

+ oo 

1 

— 00 
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Figura 2.3.18 Apoyo a la 
demostracion del limite 
trigonometrico basico 


Si ahora a: es menor que 1 pero cercano a 1, entonces 2x + 1 seguira cerca de 
3, pero ahora a ; - 1 es un numero negativo cercano a cero. En este caso, el cociente 
(2x + 1 )/(x - 1) es un numero negativo grande (numericamente) y decrece sin cota 
cuando x —► 1“ De aqui, concluimos que 

.. 2x + 1 / 1A v 

lim -- = -oo. (16) 

x^\- X — 1 

Los resultados de las ecuaciones (15) y (16) proporcionan una descripcion concisa 
del comportamiento de f(x) = (2x + l)/(x - 1) cerca del punto x = 1. Por ultimo, 
para ser consistentes con el teorema 2 relativo a los limites laterales y los limites 
por ambos lados, diremos en este caso que 

2x + 1 

lim-— no existe. 

x — 1 

EL LIMITE TRIGONOMETRICO BASICO 


Concluimos esta seccion con la demostracion geometrica de que 


lim 

e^o 


sen 6 

~T~ 




(17) 


lan 6 


R x 


Demostracion La figura 2.3.18 muestra el angulo 6, los triangulos OPQ y ORS, 
y el sector circular OPR que contiene al triangulo OPQ y esta contenido en el 
triangulo ORS. Por tanto, 

area (A OPQ) < area(sector OPR) < area(A ORS). 

En tenninos de 0, esto significa que 


Len 6 cos 6 < ^ 6 < Lan 6 
2 2 2 


sent? 

2 cos 6' 


Aqui utilizamos la fonmila estandar para el area de un triangulo, para obtener el 
area de A OPQ y A ORS. Tambien usamos el hecho de que el area de un sector 
circular en un circulo de radio resA= l/2r*0 si el sector esta subtendido por un 
angulo de radianes; en este caso, r = 1. Si 0 < 6< n!2, podemos dividir cada 
miembro de la ultima desigualdad entre 1/2 sen 0para obtener 


cos 6 < 


6 


1 


sen 6 cos 6' 

Obtenemos los reciprocos, lo cual invierte las desigualdades: 

„ sen 6 1 

cos e < —— < — 

6 cos 6 

Aplicamos ahora la ley del sandwich para los limites, con 


f{0) = cos 6, g(6) = y h(6) = 

Es claro, por la ecuacion (1) al principio de esta seccion, que f(0) y h{d) tienden 
a 1 cuando 0 —► 0 + , por lo que tambien cumple esto g(9) - (sen 0)10. Este 
argumento geometrico muestra que (sen 0)/0—► 1 para los valores positivos de 0 
que tienden a cero. Pero el mismo resultado se cumple para los valores negativos de 0, 
pues sen (-0) = -sen 0. Asi, hemos demostrado la ecuacion (17). □ 
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2.3 Problemas 


Determine los limites trigonometricos en los problemas 1 a 
25. Si tiene una calculadora grdfica o una computadora con 
capacidadpara desplegar graficos, verifiquequelaevidencia 
grdfica apoya su respuesta. 


6 2 
sen 6 
- cos 0 
0-0 S 2 
2x 


1. lim 

0 — 0 

3. lim 


5. lim 


sen 2 6 

2. lim —— 

6~*o e 2 

a r tan 6 

4. lim —— 

0-0 0 

sen (2 6 2 ) 


0 (sen jc) — jc 

_ sen 5 jc 
7. hm- 

jc-O JC 

sen x 

9. hm —— 

x ^° Vx 

11. lim - sen - 
jc 3 


6. lim 


0-0 0 2 

sen 2x 


8. lim 


o jc cos 3jc 
- cos 2jc 


10. lim 

jc-O JC 

(sen 3 jc) 2 

12. hm ~~z -- 

x z cos JC 


13. hm 


- COS JC 


sen jc 


14. hm 


tan 3 jc 
o tan 5jc 
sen 26 


15. lim jc secjccscjc 16. hm 

0-0 6 


17. hm 


- cos 6 


19. hm 


6 sen 6 
tan jc 


18. 

fl-o 6 
tan 2jc 


jc-0 JC 


21. hm jc cot 3jc 

jc —0 


23. lim— sen 2 
*-o jc 2 


25. lim jc 2 csc 2jc cot 2jc 

jc —0 


20. hm 


o 3 jc 

22. lim * “ x 


24. hm 


jc —o sen jc 
sen 2 jc 


o sen 5JC 


Use la ley del sandwich para limites y determine los limites 
en los problemas 26 a 28. 


26. lim jc 2 sen — 


28. lim Vx sen - 

jc-O JC 


27. lim JC 2 COS -77= 

— 0 VI 


Use las propiedades de los limites laterales para determinar 
los limites en los problemas 29 a 48 o para determinar que 
no existen. 

29. lim (3 - Vx) 30. lim (4 + 3x 3/2 ) 

jc — 0 + jc — o + 

31. lim Vjc - 1 32. hm V4 - jc 

JC— 1 JC — 4 " 

33. hm Vjc 2 - 4 34. hm V9 - jc 2 

JC — 2 + JC — 3 + 

35. lim Vjc(5 - jc) 36. lim jcV4 - jc 2 


37. hm 


4jc 


39. hm 


4 + V jc - 4 
x - 5 


38. lim V6 - jc - jc 2 

JC— -3 + 


■»-\X - 51 


40. lim 


16 - x 2 


^- 4+ V16 - x 2 


A1 ,■ Vx 2 - 6x + 9 x - 2 

41. lim - ; - 42. lim 


43. hm 


jc - 3 
2 - jc 


jc - 21 


44. hm 


2+ jc 2 — 5jc + 6 
7 - jc 


45. lim -- 

1 - JC 

.. V(5 - x) 2 

47. hm —--- 

5 - JC 


46. hm 


7- \x - 7 I 

JC 


JC — I JC I 

4 + jc 


48. hm 


- 4 ' V(4 + x) 2 


Para cada una de las funciones en los problemas 49 a 58, 
existe exactamente un punto a donde los limites de f (jc) por 
la derecha y por la izquierda no existen. Describa (como en 
el ejemplo 10) el comportamiento de /(jc) para x cerca de a. 


49. /(jc) = 
51. f(x) - 
53. /(jc) = 
55. /(jc) = 
57. /(jc) = 


jc — 

JC — 

x~+~ 


1 - JC 2 

jc + 2 
|1 ~ *1 
0 - x) 2 
jc - 2 
4 - jc 2 


50. /(jc) = 
52. /(x) = 
54. /(x) = 
56. f(x) = 
58. /(x) = 


3 - x 
2jc - 5 
5 - jc 
1 

(x - 5) 2 
jc + 1 

jc 2 + 6 jc + 9 
jc - 1 

JC 2 - 3jc + 2 


En los problemas 59 a 63, [jc] denota el maximo entero menor 
o igual que x. Determine primero los limites hm x ^ n -f (x) y 
lim * /( x) para cada entero n (la respuesta sera por lo 

general en terminos de n); despues grafique f. 


59. /( jc) = 


1 si jc no es un entero; 

2 + (-1)* si x es un entero 


\ \x si jc no es un entero; 

60 - n 

L U si jc es un entero 

61. f(x) = (-l)M 

62 -/W = [§ 

63. f(x) = 1 + - Jc 


64. Dada /(jc) - | jc |, use la definicion de la derivada para 
determinar f'(x) en los dos casos jc > 0 y jc < 0 por separado. 
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65. SupongaqueexisteunnumeroMtalque \f(x) \ para 
toda jc. Aplique la ley del sandwich para mostrar que 

lim xf(x) = 0. 

66. Determine el error en el siguiente argumento; sea preciso 


y conciso. Senale exactamente el punto donde aparece el 
error, y en que consiste este. 

lim x sen- = f lim jc ] [ lim sen - ] 

x-0 X /\ x ^° X) 

= 0-^limsen^ = 0. (jlncorrecto!) 


^ A 

El concepto de 
continuidad 



Flgura 2.4.1 Una grafica 
continua 



Flgura 2.4.2 Una grafica que 
no es continua 



X 


Figura 2.4.3 La funcion f(x) = 
V{x - 2) tiene una discontinuidad 
infinita enx = 2 (ejemplo 1) 


Cualquiera puede ver una drastica diferencia entre las graficas de las figuras 2.4.1 
y 2.4.2. La figura 2.4.1 pretende sugerir que la grafica y =f(x) se puede trazar con 
un movimiento continuo del lapiz (sin saltos), de izquierda a derecha. Pero en la 
figura 2.4.2, el lapiz debe hacer un salto repentino en x = a. 

El concepto de continuidad aisla la propiedad que la funcion/de la figura 
2.4.1 tiene, pero de la que carece la funcion g de la figura 2.4.2. Primero definimos 
la continuidad de una funcion en un punto. 


Definition de continuidad en un punto 

Suponga que la funcion /esta definida en una vecindad de a. Decimos 
que/es continua en a si lim ^ a f{x) existe y, ademas, que el valor de 
este limite es f{a). En otras palabras,/es continua en a si 

lim f(x)=f(a) (1) 


Brevemente, la continuidad de/en a significa que: 

El limite de/en a es igual al valor de/en el punto. 

Otra forma de decir esto es: El limite de/en a es el valor “esperado”, el valor que 
usted asignaria si conociera los valores de/en una vecindad perforada de a y si 
supiera que/es “predecible”. Otra altemativa para la continuidad de/en a es: 
Cuando x este cerca de a entonces f(x) estara cerca de/(a). 

El analisis de la definition de continuidad nos muestra que para ser continua 
en el punto a, una funcion debe satisfacer las siguientes tres condiciones: 

1. La funcion/debe estar definida en a [de modo que/(a) exista], 

2. Debe existir el limite de/(*) cuando x tienda a a. 

3. Los numeros de las condiciones 1 y 2 deben ser iguales: 

lim f{x) = f(a). 

x~> a 

Si cualquiera de estas condiciones no se satisface, entonces/no es continua 
en a. Los ejemplos 1 a 3 ilustran estas tres posibilidades para la discontinuidad en 
un punto. Si la funcion /no es continua en a, decimos que es discontinua, o bien 
que a es una discontinuidad de/ Intuitivamente, una discontinuidad de/es un 
punto donde la gr&fica tiene un “hueco” o “salto” de cierto tipo. 

EJEMPLO 1 La figura 2.4.3 muestra la grafica de la funcion/definida como 
f^ = ~2 P^ax*!. 
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y 

(0, t)<r- 


-$( 0 .- 1 ) 

(no en la grafica) 

Figura 2.4.4 La funcion g tiene 
una discontinuidad de salto finito 
enjc = 0 (ejemplo 2) 

2i -■- 1 -■- 1 



-1 ■ 

-2 I_.____ 

-10 -5 0 5 10 

x 

Figura 2.4.5 El punto (0, 0) es 
parte de la grafica, mientras que 
el (0, 1) no (ejemplo 3) 


/// //// 


Figura 2.4.6 La "funcion 
diente de sierra" del ejemplo 4 


Como/no esta definida enx = 2, no es continua en ese punto. Ademas,/tiene lo 
que podemos llamar una discontinuidad infmita tnx = 2. 

EJEMPLO 2 La figura 2.4.4 muestra la grafica de la funcion g definida por 

«(*) = sign(x) = [ + j 

[-1 s\ x < 0. 

Los limites por la izquierda y por la derecha en x = 0 son diferentes, por lo que 
g(x) no tiene limite cuando x —► 0. En consecuencia, la funcion g no es continua 
en x = 0; tiene lo que llamamos una discontinuidad de salto finito. 

EJEMPLO 3 La figura 2.4.5 muestra la grafica de la funcion h definida como 

si x =£ 0; 
si x = 0. 

Como vimos en la seccion 2.3 que 

lim h(x) = lim = 1, 

*->0 . x —> 0 X 

y h( 0) = 0, vemos que el limite y el valor de h en x = 0 no son iguales, Asi, la 
funcion h no es continua ahi. Cuando x pasa de los valores negativos por x = 0 
hacia los valores positivos, el valor d eh(x) salta de “cerca de 1” a 0 y viceversa. 

EJEMPLO 4 La figura 2.4.6 muestra la grafica de la funcion definida con 

f(x) = x - fl>]. 

Como antes, [[xjdenota al maximo entero no mayor que jc. Si jc = n, un entero, 
entonces Q/]] = n, de modo que/(rc) = 0. En el intervalo abierto (n, n + 1), la 
grafica de/es lineal y de pendiente 1. Debe ser claro que/es 

□ Continua en x si x no es un entero; 

□ Discontinua en cada entero del ejex. 

COMBINACIONES DE FUNCIONES CONTINUAS 

Con frecuencia, nuestro interes esta en las funciones que son continuas. Suponga- 
mos que la funcion / esta definida en un intervalo abierto o en una union de 
intervalos abiertos. Entonces, simplemente decimos que / es continua si es 
continua en cada punto de su dominio de definicion. 

Las propiedades de los limites de la seccion 2.2 implican que cualquier suma 
o producto de funciones continuas es continua. Es decir, si las funciones fy g son 
continuas en x = a y entonces tambien lo son f +g y/• g. Por ejemplo, si/ 
y g son continuas en x = a, entonces 

lim [f(x) + g(x)] = (lim f{x)\ + (lim g(x)) = f(a) + g(a). 

x~>a \x—> a / \;c—/ 


h(x) = 


senx 

x 

0 
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-4 


-4 0 4 

x 

Figura 2.4.7 La funcion/(x) = 
l/(x - 2) 2 tiene una 
discontinuidad infinita en x = 2 


EJEMPLO 5 Como /(x) = a: y las funciones con valores constantes son 
claramente continuas en todo punto, esto unplica que la funcion polinomial cubica 

f(x) = x 3 - 3x 2 + 1 = xxx + (-3) -x-x + 1 

es continua en todo punto. 


Mas en general, una consecuencia similar es que toda funcion polinomial 

p(x) = b„x n + b„- ix" -1 + ■ ■ ■ + b\x + b 0 

es continua en todo punto de la recta real. En resumen, todo polinomio es continuo 
en todo punto. 

Si p{x) y q(x) son polinomios, entonces la propiedad del cociente para limites 
y la continuidad de los polinomios implican que 

.. !l m . pW m 

lim —- = -— = —r 

q(x) lim q(x) q{a) 

x—>a 

siempre que q(a) * 0. Asi, toda funcion racional 


fix) 


pW 

q(x) 


( 2 ) 


es continua en todo punto donde este definida (es decir, siempre que el polinomio 
del denominador no se anule). De manera general, el cociente de dos funciones 
continuas es continuo en todo punto donde el denominador no se anule. 

En un punto x = a , donde el denominador de la ecuacion (2) si se anule, 
q(a) = 0, existen dos posibilidades: 

□ Si p{a) * 0, entonces /tiene una discontinuidad infinita (como muestran las 
figuras 2.4.3 y 2.4.7) en x = a. 

□ En caso contrario,/ podria tener una discontinuidad removible en x = a. 

El punto x = a donde la funcion / es discontinua se llama discontinuidad 
removible de/si existe una funcion Ftal que 

□ F(x) = f (x) para todo x * a en el dominio de/ y 

□ Esta nueva funcion F es continua en x = a. 


Asi, al agregar el punto ( a , F(a)) a la grafica de/ “eliminamos” la discontinuidad, 
obteniendo asi la grafica de la funcion F que es continua en x = a. 


EJEMPLO 6 Suponga que 


fix) = 


X - 2 

x 2 - 3x + 2 


(3) 


Factorizamos el denominador: x 2 - 3x + 2 = (x - l)(x - 2). Esto muestra que/no 
esta definida en x = 1 o en x = 2. Asi, la funcion racional definida en la ecuacion 
(3) es continua, excepto en estos dos puntos. La cancelacion implica 
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grafica dey = F(x) consta de la 
de y =/(x) con el unico punto 
( 2 , 1 ) 


fix) = 


x - 2 

(a: - l)(x - 2) 


excepto en el unico punto x = 2, la nueva fiincion 


1 


* - 1 


Fix) = —!— (4) 

X - 1 

coincide con/(x) si x *2 pero es continua tambien en x = 2, donde F{2) = 1. Vease 
la figura 2.4.8. 


CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

A1 principio de la seccion 2.3 observamos que 

lim cos x = 1 y lim senx = 0. (5) 

Como cos 0 = 1 y sen 0 = 0, las fiinciones seno y coseno deben ser continuas en 
x = 0. Pero este hecho implica que son continuas en todo punto. 


Teorema 1 Continuidad del seno y el coseno 

Las funciones/(x) = sen x y g(x) = cos x son funciones continuas de x en 

toda la recta real. 


Demostracion Daremos la demostracion solo para sen x; la demostracion para 
cos x es similar (vease el problema 69). Queremos mostrar que lim j-,,, sen x = sen a 
para todo real a. Si escribimos x = a + h, de modo que h = x-a, entonces h -* 0 
cuando x -* a. Asi, solo necesitamos mostrar que 

lim sen(a + h) = sena. 

h ->0 

Pero la formula para la suma de la fiincion seno implica 



limsen(a + h) — lim (sena cos h + cos a sen/i) 

h —>0 h ->0 

= (sen a) ^ lim cos hj + (cos a)|^lirn sen hj = sen a 
como se queria; en el ultimo paso usamos los limites de la ecuacion (5). □ 
Una consecuencia de esto es que la fiincion 


cos x 

es continua, excepto cuando cos x = 0; es decir, excepto cuando x es un multiplo 
entero impar de n 12. Como lo ilustra la figura 2.4.9, tan x tiene una infinidad de 
discontinuidades en cada uno de tales puntos. 


Figura 2.4.9 La funcion tanx 
tiene un numero infmito de 
discontinuidades, enx = + nil, 
±3jt/2, . .. 


COMPOSICION DE FUNCIONES CONTINUAS 

Se pueden formar muchas funciones variadas y complejas, usando fiinciones 
“bloques de construccion” relativamente sencillas. Ademas de sumar, restar, 


84 


Capitulo 2 / Preludio al calculo 










Figura 2.4.10 La composition 



x 


Figura 2.4.11 y = x 2 cosx 



X 

Figura 2.4.12 y = cos 2 * 
(ejemplo 8) 



-21_i_I_i_I 

-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 2.4.13 y - cosjc 2 
(ejemplo 8) 


multiplicar o dividir dos fiinciones dadas, tambien podemos combinar fiinciones 
permitiendo que una fiincion actue sobre la salida de otra. 


Definition Composicidn de funciones 

La composition de las dos fiinciones/ y g es la fiincion h = f°g definida 
por 

Kx)=f(g(x)) (6) 

paratodax en el dominio degtal que u~g(x) este en el dominio de/ [El 
lado derecho de la ecuacion (6) se lee “/de g de jc”.] 


Asi, la salida u = g(x) de la funcion g se usa como la entrada de la fiincion/ 
(figura 2.4.10). A veces nos referiremos a g como la funcion interior y a/como 
la funcion exterior en la ecuacion (6). 

EJEMPLO 7 Si f{x) = V7y g(x) = 1 -x 2 , entonces 

f(g(x)) = Vl - x 2 para \x\ = 1, 

mientras que 

g(f(x)) = 1 - = 1 - x para x = 0. 


La notacion/(g(x)) para las composiciones se utiliza por lo general en calculos 
ordinarios, pero la notacion f° g enfatiza que la composition se puede considerar 
como un nuevo tipo de combination de las fiinciones f y g. Pero el ejemplo 7 
muestra que/°ge s muy diferente del productoyg de las dos fiinciones fy g: 

f ° g * g° f, 

mientras quey£ = gf [pues f(x) ■ g(x) = g(x) -f(x) si f(x) y g(x) estan definidas]. 
Asi, recuerde que la composicion tiene un caracter muy diferente de la multipli¬ 
cation comun de las funciones. 

EJEMPLO 8 Si 


f(x) = X 2 y g(x) = COS X, 

entonces las funciones 

f(x)g(x) = X 2 cos X, 
f(g(x)) = COS 2 X = (cos x) 2 , y 
g(f(x)) = cos X 2 = cos(x 2 ) 

estan definidas para toda *. Las figuras 2.4.11 a 2.4.13 ilustran vivamente lo 
distinto que son estas funciones. 

EJEMPLO 9 Dada la fiincion h(x) = (x 2 + 4) 3/2 , determine dos funciones fy g 
tales que h(x) =f(g(x)). 

Solution Tecnicamente, es correcto (pero inutil) hacerg(x) = x yf(u) = (u 2 + 
4) 3/2 . Aqui buscamos una respuesta no trivial. Para calcular (x 2 + 4) 3/2 calculamos 
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primero x 2 + 4. Asi, elegimos g(x) = x 2 + 4 como la funcion interior. El ultimo 
paso es elevar u = g(x) a la potencia 3/2, por lo que consideramos/w) = u m como 
la funcion exterior. Asi, si 

f(x) = x V2 y g(x) = x 2 + 4, 
entonces f(g(x)) = f(x 2 +4) = (x 2 + 4) 3/2 = h(x). 


El teorema 2 implica que las funciones construidas mediante la composicion 
de funciones continuas tambien son continuas. 


Teorema 2 Continuidad de composiciones 

La composicion de dos funciones continuas es continua. Mas precisamen- 
te si g es continua en a y g es continua en g(a) y entonces f(g) es continua 
en a . 


Demostracidn La continuidad de g en a significa que g(x) -> g(a) cuando x -*a 
y la continuidad de ft n g(a) implica que / (g(x)) -> f{gfa)) cuando g(x) -> g(a). 
Por tanto, la propiedad de sustitucion para limites (seccion 2.2) implica 

1im/(g(x)) = /flimgU)) = f(g(a)), 

x->a \x—a ) 

como se queria. □ 

Recuerde que, por la propiedad de la raiz de la seccion 2.2, 

lim V* = Va 

x—*a 

bajo las condiciones de que n sea un entero y que a > 0 si n es par. Asi, la funcion 
raiz n-esima f(x) = es continua en todo punto si n es impar y continua 
parax > 0 si n es par. 

Podemos combinar este resultado con el teorema 2. Vemos entonces que la 
raiz de una funcion continua es continua en todo punto donde este definida. Es 
decir, la composicion 

g(x) = [ fix )] 1/n 

e s con tinua en a si/lo es (suponiendo que f(a) > 0 si n es par, de modo que 
V f(a) este definida). 

EJEMPLO 10 Muestre que la funcion 

/{x) - +L+' if’ 

es continua en toda la recta real. 

Solution Observe primero que el denominador 

x 2 + 2x + 2 = (x + l) 2 + 1 
nimca se anula. Por lo tanto, la funcion racional 
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esta definida y es continua en todo punto. El teorema 2 y la continuidad de la 
funcion raiz cubica implican entonces que 

fix) = ([rW?) 1/3 


es continua en todo punto. Asl, por ejemplo, 
x-1 V /3 


lim 


-\\x 2 + 2* + 2 


= /C-l) = (-8) 2/3 = 4. 


FUNCIONES CONTINUAS EN INTERVALOS CERRADOS 

Un problema de aplicacion por lo general utiliza una funcion cuyo dominio es un 
intervalo cerrado. Por ejemplo, en el problema del corral para animales de la 
seccion 1.1, vemos que el area A del corral rectangular de la figura 2.4.14 se 
expreso como una funcion de la longitud x de su base como 

A = fix) = 3*(30 - x). 

Aunque esta formula para/tiene sentido para toda x, unicamente los valores en el 
intervalo cerrado [0,30] corresponden a rectangulos reales, por lo que tales valores 
son los pertinentes en el problema del corral. 

La funcion/definida en el intervalo cerrado [a, b] es continua en [a, b\ si es 
continua en todo punto del intervalo abierto (a, b) y si 

lim fix) = f{a) y lim fix) = fib). 

x->a + x->b 

Las ultimas dos condiciones significan que en cada extremo, el valor de la funcion 
es igual a su limite dentro del intervalo. Por ejemplo, todo polinomio es continuo 
en todo intervalo cerrado. La funcion raiz cuadrada f(x) ~ *f~x es continua en el 
intervalo cerrado [0, 1] aunque/no este definida para* < 0. 

Las fimciones continuas definidas en los intervalos cerrados tienen propieda- 
des muy especiales. Por ejemplo, toda funcion de este tipo tiene la propiedad del 
valor inlermedio del teorema 3. (La demostracion de este teorema aparece en el 
apendice C.) Anteriormente sugerimos que la continuidad de una funcion esta 
relacionada con la posibilidad de trazar su grafica sin levantar el lapiz del papel. 
El teorema 3 especifica esta propiedad con precision. 


JC 

$5 

y $5 $5 y 

_ $1 _ 

x Pared 

Figura 2.4.14 El corral de los 
animates 


Teorema 3 Propiedad del valor inter medio 

Suponga que la funcion/es continua en el intervalo cerrado [ a, b\. Enton- 
ces/(x) asume todo valor intermedio entre f(a) y f(b). Es decir, si K es 
cualquier numero entre f(a) y f{b), entonces existe al menos un numero 
c en {a, b) tal que/(c) = K. 


La figura 2.4.15 muestra la grafica de una funcion continua tipica /cuyo 
dominio es el intervaloxerrado [a, b\. El numero K se localiza en el ejey, en algun 
punto entre/ (a) y fib). En la figura,/ (a) < f (6), pero esto no es importante. La 
recta horizontal que pasa por K debe cruzar la grafica de/en algun punto, y la 
abscisa del punto donde se intersecan la grafica y la recta proporciona el valor de c. 
El numero c es aquel cuya existencia garantiza la propiedad del valor intermedio 
de la funcion continua/ 
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Figura 2.4.15 La funcion 
continua/alcanza el valor 
intermedio K en x - c. 




y 


—•(i.i) 

H 

- 

(-1*0) 

JC 


Figura 2.4.16 Esta funcion 
discontinua no tiene la propiedad 
del valor intermedio (ejemplo 11) 


Asi, la propiedad del valor intermedio implica que cada recta horizontal que 
cruce el ejey entre f(a) y f(b) debe cruzar la grafica de la funcion continua en 
algun punto. Esta es una forma de decir que la grafica no tiene huecos o saltos y 
sugiere que la idea de poder trazar la grafica sin levantar el lapiz del papel es 
precisa. 


EJEMPLO 11 La funcion discontinua definida en [-1, 1] como 


fix) = 


si x < 0, 
si x g 0 


no alcanza el valor intermedio 0.5. Vease la figura 2.4.16. 


EXISTENCIA DE SOLUCIONES A ECUACIONES 

Una aplicacion importante de la propiedad del valor intermedio es la verification 
de la existencia de soluciones a ecuaciones escritas en la forma 


fix) = 0. 


(7) 



X 


Figura 2.4.17 La grafica de 
/(a) = x 2 - 2 (ejemplo 12) 


EJEMPLO 12 La parte A del proyecto 1.3 exigio aproximar al numero V2~ 
mediante acercamientos a la interseccion de la parabola y = x 2 - 2 con el eje x 
positivo. (Vease la figura 2.4.17.) La abscisa de la interseccion proporciona la 
solution de la ecuacion 


fix) = x 2 -2 = 0. (8) 

Tal vez no tenga sentido acercarse a este punto, a menos que sepamos que 
“realmente esta ahi”. Pero podemos ver en la ecuacion (8) que 

/(1) = -1 < 0, mientras que /(2) = 2 > 0. 

Observamos que la funcion/es continua en [1, 2] (es continua en todo punto) y 
que K = 0 es un valor intermedio de/evaluada en el intervalo [1,2]. Por tanto, el 
teorema 3 implica que f(c) = 0 para algun numero c en [1, 2]; es decir, que 

c 2 = 2 . 


El numero c es la raiz cuadrada de 2 que buscabamos. Asi, la propiedad del valor 
intermedio de las funciones continuas nos garantiza la existencia del numero V 2. 
Existe un numero real cuyo cuadrado es 2. 
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Como lo indica la figura 2.4.18, las soluciones de la ecuacion (7) son 
simplemente los puntos donde la graficay =/ (x) cruza el eje *. Supongamos que 
/ es continua y que podemos determinar un intervalo cerrado [a, b ] (como el 
intervalo [1,2] del ejemplo 12) tales que el valor de/es positivo en un extremo 
de [a, b ] y negativo en el otro. Es decir, supongamos que f(x) cambia de signo 
en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces, lapropiedad del valor intermedio garantiza 
que f(x) = 0 en algun punto de [a, b ]. 

EJEMPLO 13 Muestre que la ecuacion 

* 3 + * - 1 = 0 

tiene una solucion entre x = 0 y x = 1 . 

Solution La funcion/*) = jc 3 + x - 1 es continua en [0, 1], pues es un polino- 
mio. A continuacion,/(0) = -ly/(l) = + 1. Asi, todo mimero entre-1 y +1 
es un valor de/en (0, 1). En particular, 


m < o < /(i), 

de modo que la propiedad del valor intermedio de/implica que/alcanza el valor 
0 en algun mimero c entre x = 0 y x = 1. Es decir,/( c ) = 0 para algun mimero c en 
(0,1). En otras palabras, c 3 + c - 1 =0. Por tanto, la ecuacion * 3 + * - 1 = 0 tiene 
una solucion en (0, 1). 


CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD 


Hemos visto que una gran variedad de funciones son continuas. Aunque existen 
funciones continuas tan exoticas que no son derivables en todo punto, el teorema 
4 nos dice que toda funcion derivable es continua. 


Teorema 4 Derivabilidadimplica continuidad 

Suponga que la funcion / esta definida en una vecindad de a. Si / es 

derivable en a, entonces/es continua en a. 


Demostracion Como f\a) existe, la propiedad del producto de los limites 
implica 


lim [/(*) - /(a)] = lim (x - a) - —-^ 





fix) - m \ 

x - a ) 


= Of'(a) = 0. 


Asi, lim y-^af (x) = /(a), de modo que/es continua en a. □ 


Aunque es complicado exhibir una funcion que no es derivable en todo punto 
pero que si es continua en todo punto, la funcion valor absoluto / (x) = U1 nos 
proporciona un sencillo ejemplo de una funcion continua en todo punto pero que no 
es derivable en el punto*=0 (como vimos en el ejemplo 9 de la seccion 2.3). El “pico” 
de la grafica que semuestraen la figura 2.4.19 indica que y = \ x \ no tiene una recta 
tangente en (0,0) y asi/(*) = | jc | no puede ser derivable en ese punto. 
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2.4 Problemas 


En los problemas 1 a 10, determine f (g(x)) y gifix))- 

1. f{x) = 1 - x 2 , g(x) = 2x + 3 

2. /(at) = -17, g(x) = | a: | 

3. fix) = VP^3, gix) = x 2 + 3 

4. /(at) = x 2 + 1, gix) = —2 + ) 

5. fix) = x 3 - 4, gix) = 'Vx + 4 

6. /(at) = Vx, g(x) = cos a: 

7. /(at) = sen at, g(x) = x 3 

8. fix) = sen x, gix) = cos x 

9. fix) = 1 + x 2 , gix) = tan x 

10. fix) = 1 - x 2 , gix) = sen x 


2 , 1 . fix) 38 . fix) = —— 

x COS X 

39. fix) = -2— 40. fix) = 

sen 2 a 

41. f(x) = sen | a | 42. f(x) = 1 - 

V1 + cos x 

En los problemas 43 a 52, indique lospuntos donde la funcion 
dada no esta definida y por tanto no es continua. Para tales 
puntos a, indique si la discontinuidad es removible. 

x 

x 2 - 1 
a + 1 

x 2 - x - 6 


43. f{x) = 


45. f{x) = 


ix + 3) 3 

Jt - 2 


44. fix) 
46. f(x) 


En los problemas 11 a 20, determine una funcion de la forma 
fx) = jc* {usted debe especificar k) y una funcion g tales que 


Mx)) = Kx\ 

11. h(x) = (2 + 3jc) 2 
13. h(x) = V2jc - Jt 2 
15. hix) = (5 - jc 2 ) 3/2 

17 . h(x) = - -L. 

19. hix) = 1 

V* + 10 


12. hix) = (4 - x) 3 
14. hix) = (1 + x 4 ) 17 
16. hix) = ^(4x - 6) 4 

is- m = ^ 

20, h{x) = (i + 7+ x 2 ) 3 


47. fix) 
49. fix) 

51. fix) 

52. fix) 


1 

1 - |jt| 

Jt - 17 
| Jt - 17 1 
f — Jt si Jt < 0; 
[jt 2 si Jt > 0 

fjt + 1 SIX < 1; 

[3 - jt si x > 1 


48. fix) 
50. fix) 


| Jt - 1 | 

(x ~ l) 3 
jt 2 + 5jt + 6 

jt + 2 


En los problemas 53 a 58, aplique la propiedad del valor 
intennedio de las fumiones continuas para mostrar que la 
ecuacion dada tiene una solucion en el intervalo dado. 


En los problemas 21 a 42, senale los puntos donde la funcion 
con la formula dada es continua. Recuerde que cuando el 
dominio de una funcion no esta especificado, es el conjunto 
de todos los numeros reales para los que la formula de la 
funcion tiene sentido. 


21. fix) 
23. f(x) 
25. fix) 
27. fix) 
29. fix) 
31. fix) 
33. fix) 
35. fix) 


2x + Vx 

1 

x + 3 

1 

x 2 + 1 
X - 5 
| x - 51 
x 2 + 4 



Jt 

V4 - x 2 


22. fix) 
24. fix) 
26. fix) 
28. fix) 
30. fix) 
32. fix) 
34. fix) 
36. fix) 


X 

5 

5 - jt 

1 

jt 2 - 1 
Jt 2 + jt + 1 
jt 2 + 1 

</4 + jt 4 
^3 - jt 3 


V9 - Jt 2 



53. Jt 2 — 5 = 0 en [2, 3] 

54. x 3 + x + 1 = 0 en [-1, 0] 

55. Jt 3 - 3jt 2 + 1 = 0 en [0, 1] 

56. Jt 3 = 5 en [1, 2] 

57. jt 4 + 2jt - 1 = 0 en [0, 1] 

58. jt 5 - 5jt 3 + 3 = 0 en [-3, -2] 

En los problemas 59y 60, muestre que la ecuacion dada tiene 
tres rai'ces distintas, calculando los valores del lado izquierdo 
enx = -3, -2, -1,0, 1, 2y 3 y aplicando despues la propiedad 
del valor inter medio de las funciones continuas en los inter- 
valos cerrados adecuados. 


59. a- 3 - 4x + 1 = 0 60. a 3 — 3a 2 +1—0 

6L Aplique la propiedad del valor intennedio de las funcio¬ 
nes continuas para mostrar que todo numero positivo a tiene 
una raiz cuadrada. Es decir, dado a > 0, demuestre que existe 
un numero r tal que r 2 = a. 

62. Aplique la propiedad del valor intermedio para demostrar 
que todo numero real tiene una raiz cubica. 

63* Determine los puntos donde la funcion/ (a) = [a/3J es 
continua. 
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64. Determine los puntos donde la funcion /(x) = x + [x]es 
continua. 

65. Suponga que/(x) = 0 si x es un numero racional, mientras 
que/(x) = 1 si x es irracional. Demuestre que/es discontinua 
en todo numero real. 

66. Suponga que/(x) = 0 si x es un numero racional, mientras 
que /(x) = jc 2 si x es irracional. Demuestre que/es continua 
solamente en el punto x = 0. 

67. Muestre que la funcion/(x) = x sen( 1 ix) del ejemplo 4 de 
la seccion 2.3 no es derivable en x - 0. [ Sugerencia : Muestre 



Figura 2.4.20 La grafica dey = x 2 sen ^ (problema 68) 

2.4 Proyectos 


que si z = 1 o z = -1, existen valores arbitrariamente pequenos 
de h tales que [f(h)-f (0 )]fh = z.) 

68. Sea/(x) = x 2 sen(l/x) parax * 0;/(0) = 0. (Lagr&fica 
de / aparece en las figuras 2.4.20 y 2.4.21.) Aplique la 
definicion de la derivada para mostrar que/es derivable en 
x = 0 y que/'(0) = 0. 

69. Muestre que la funcidn coseno es continua en el conjunto 
de los numeros reales. [ Sugerencia : Altere la demostracion 
en el teorema 1 acerca de la continuidad de la funcion seno.] 


x 10' 3 



Figura 2.4.21 La grafica de la figura 2.4.20 amplificada 
(problema 68) 



Figura 2.4.22. La escalera 
inclinada 


Estos proyectos requieren una calculadora que tabule funciones o, de preferencia, 
una calculadora grafica o computadora con capacidad de acercamiento. 

PROYECTO A La figura 2.4.22 muestra la escalera inclinada de la parte C del 
proyecto 1.3. Ahi se le pidio que mostrara que las longitudes indicadas x y y 
satisfacen las ecuaciones 


(jc + 3) 2 + (y + 5) 2 = 144, 
xy = 15. 



ecuacion de la escalera inclinada 


Ahora, eliminamosy para obtener la ecuacion 

f(x) = x 4 + 6x 3 - 110x 2 + 150x + 225 = 0. (9) 

La figura 2.4.23 muestra la grafica de/ Aplique la propiedad del valor intermedio 
de las funciones continuas para demostrar que la ecuacion (9) tiene cuatro 
soluciones reales y localicelas en los intervalos donde los extremos son enteros 
consecutivos. Utilice despues la tabulacion repetida o las aproximaciones sucesi- 
vas para aproximar cada una de estas raices con una precision de tres cifras 
decimales. ^Cuales son los valores fisicamente posibles de la distanciax desde la 
parte inferior de la cerca al pie de la escalera? 

PROYECTO B Un arbol de 100 pies esta a 20 pies de una barda de 10 pies. 
Entonces, el arbol se “rompe” a una altura de x pies (figura 2.4.24) El arbol cae 
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-4000 


-8000 

Figura 2.4.24 El arbol caido Figura 2.4.25 La grifica de la ecuacion 

del arbol caido 

de modo que su tronco toque apenas la parte superior de la barda cuando la punta 
del arbol toque el piso del otro lado de la barda. Use triangulos semejantes y el 
teorema de Pitagoras para mostrar quex satisface la ecuacion 

fix) = - 6Sx 2 + 1100* - 5000 = 0. (10) 

La figura 2.4.25 muestra la grafica de f Aplique la propiedad del valor intermedio 
de las funciones continuas para demostrar que la ecuacion (10) tiene tres solucio- 
nes reales y localicelas en intervalos cuyos extremos sean enteros consecutivos. 
Utilice despues la tabulacion repetida o las aproximaciones sucesivas para apro- 
ximar cada una de las raices con una precision de tres cifras decimales. ^Cuales 
son las posibilidades fisicas de la altura*? 

Capltulo 2 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS 

Use la siguiente lista como una guia de los conceptos que tal 9. Limites por la derecha y por la izquierda 

vez necesite repasar. 10. La relacion entre los limites laterales y los limites por 

ambos lados 
11. Limites infinitos 

1. El limite de fix) cuando x tiende a a 12. Composicion de funciones 

2. Propiedades de los limites: constante, suma, producto, 13. Continuidad de una funcion en un punto 

cociente, raiz, sustitucion y sandwich 14. Continuidad de polinomios y de funciones racionales 

3. Definicion de la derivada de una funcion 15. Continuidad de funciones trigonometricas 

4. El proceso de cuatro pasos para determinar la derivada 16. Continuidad de composiciones de funciones 

5. La derivada de/(x) = a^ + bx + c 17. Continuidad de una funcion en un intervalo cerrado 

6. Rectas tangente y normal a la grafica de una funcion 18. La propiedad del valor intermedio de funciones conti- 

7. El limite trigonometrico basico nuas 

8. Evaluacion de limites de funciones trigonometricas 19. Derivabilidad implica continuidad 


Capltulo 2 Problemas diversos 


Aplique las propiedades de limite para evaluar los limites en 
los problemas 1 a 40 o para mostrar que el limite indicado 
no existe, segun el caso. 

1. lim (x 2 - 3x + 4) 2. lim (3 - * + x 3 ) 

*->0 x—-I 7 

3. lim (4 - x 2 )' 0 4. lim (x 2 + x — 1 ) 17 

*-2 x-l ' 
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X 


11. lim (x 2 - 1) 2/3 


13. liof^i 

*-*3 \X 2 - 


5 * + JY /4 


15. lim 


V7+2- 3 


x-*7 X — 1 

_1_^ 

17. lim Vl3 + J 2 —" 

*->-4 X + 4 


19. lim 


2 - x 


21. lim 


2+ V4 - 4x + x 2 

x- 4 


^ U - 4 


12. lim 


2x 2 + 1 


x ^2 \ • 2x 

i - 1 


14. lim 


> i x 2 + 2x - 3 
16. linv (x ~ Vx 2 - 1) 


18. lim 


1 - x 


20. lim 


> + II - x\ 
x + 2 


i-x + 2 


22. lim Vx 2 - 9 

x —3~ 


23. lim V4 - x 2 

x—* 2 + 


25. lim 


+ 2 


27. lim 


( o\2 

x-2 (x - 2) 

X 


29. lim 


3 + x - 3 
x + 1 


31. lim 


(x - l) 3 
sen 3x 


x 

sen 3x 


33. lim 


35. lim 


x—*o sen 2x 
x 


mu j — 

*^ 0+ sen Vx 


sen Vx 

1 - cos 3x 
37. lim- —z - 

x—*o 2x l 

sec 2x tan 2x 
39. lim- 

x-0 X 


24. lim 


26. lim 


(x + 3) 2 

X 


28. lim 


i - x - 1 

x - 2 


30. lim 


x * l- x 2 — 3x + 2 
25 - x 2 


“ + X 2 - lOx + 25 
tan 5x 


32. lim 

X 

*an2x 
34. lim-— 

x—*o tan 3x 

1 - cos 3x 
36. lim--- 

x —*■ o 2x 

38. lim x 3 cotx esc x 

x —0 


40. lim x 2 cot 2 3x 

x—*0 


51. fix) = x-^ 

53. ^) = ^ 

54. Determine la derivada de 

/(x) = 3x - x 2 + | 2x + 3 | 

en los puntos donde es derivable. Determine el punto donde 
f no q s derivable. Trace la grdfica de/ 

55. Escriba las ecuaciones de las dos rectas que pasan por 
(3, 4) que son tangentes a la parabola y = x 2 . [ Sugerencia : 
Sea (a, a 2 ) cualquier punto de tangencia; despeje primero 
a.] 

56. Escriba una ecuacidn del circulo con centro (2, 3) tan- 
gente a la recta con ecuacion x +y + 3 = 0. 

57. Suponga que/(x) = 1 + X 2 . Determine gtal que 

f(g(x)) = 1 + x 2 - 2x 3 + x 4 . 

58. Suponga que g(x) = 1 + Vx . Determine/tal que 

f(g(x)) = 3 + 2Vx + X. 

En losproblemas 59 a 62, determine una funcion g tal que 
/(g(*)) = h (x). 

59. f{x) = 2x + 3, h(x) = 2x + 5 

60. f(x) = x + 1, h(x) = x 3 

61. fix) = x 2 , h(x) = x 4 + 1 

62. fix) = -, hix) = x 5 

X 

En los problemas 63 a 66, explique por que coda funcion es 
continua si esla definida por la formula dada. Para coda punto 
a donde f no este definida por la formula, indique si se puede 
asignarun valor a fid) de modo que fsea continua en a. 


52 .fix) = 


x + 1 


Aplique la formula para la derivada de fix) = ax 2 + bx + c 
para derivar las funciones en los problemas 41 a 46. Escriba 
entonces una ecuacion para la recta tangente a la curva en 
el punto y =/(x) en el punto (1,/(1 )). 

41. fix) = 3 + 2x 2 42. fix) = x - 5x 2 

43. fix) = 3x 2 + 4x - 5 44. fix) = 1 - 2x - 3x 2 

45. f(x) = ix- l)(2x - 1) 46. fix) = f " Q 

En los problemas 47 a 53, aplique la definicidn de la derivada 
para determinarf'(x). 

47. /(x) = 2x 2 + 3x 48. /(x) = x - x 3 

S0 -M-27TT 


*'»-?T3r=T 

67. Aplique la propiedad del valor intermedio de las funcio¬ 
nes continuas para demostrar que la ecuacidn x 5 + x = 1 tiene 
una solution. 

68. Aplique la propiedad del valor intermedio de las funcio¬ 
nes continuas para demostrar que la ecuacion x 5 - 3x 2 + 1=0 
tiene tres soluciones diferentes. 

69. Muestre que existe un numero x entre 0 y ^/2 tal 
que x = cos x. 

70. Muestre que existe un numero x entre n!2 y n tal que tan 
x = -x. [ Sugerencia : Trace primero las graficas de y = tan x 
yy = -x.] 
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CAPITULO 



La derivada 


□ Isaac Newton nacio en una villa 
rural inglesa, la Navidad de 1642, tres 
meses despues de la muerte de su pa¬ 
dre. A la edad de tres anos, su madre 
volvio a casarse y lo dejo con su abuela. 
No existen indicios en su niriez o en la 
escuela elemental que sugiriesen que 
su vida y obra serian un punto crucial 
en la historia de la humanidad. 

□ Pero debido a la influencia de un 
tio que intuia un potencial oculto en el 
joven Isaac, Newton pudo ingresar a 
la universidad de Cambridge en 1661. 
Durante los anos 1665 y 1666, cuando 
Cambridge cerro sus puertas debido a 
la peste bubonica diseminada por Eu- 
ropa, el regreso a su tierra y establecio 
las bases para los tres grandes logros 
de su carrera cientifica: la invencion 
del calculo, el descubrimiento del es- 
pectro de los colores de la luz, y la 
teoria de la gravitacion. De estos dos 
anos, escribio posteriormente que “en 
aquellos dias yo estaba en una etapa 
de invencion y reflexionaba en las 
matematicas y la filosofia mas que en 
cualquier otra epoca anterior”. De he- 
cho, a los 30 anos de edad se dedico 
mas a experimentos quimicos hu- 
meantes (e incluso de alquimia) que a 
investigaciones matematicas serias. 

□ A los 40 anos, siendo profesor 
de matematicas (y aparentemente un 
maestro con poco exito) en Cam¬ 
bridge, Newton escribio los Princi- 
pia Mathematica (1687), tal vez el 


tratado cientifico de mayor influen¬ 
cia jamas publicado. En el, aplico 
los conceptos del calculo para ex- 
plorar el universo, incluyendo los 
movimientos de la tierra, la luna y 
los planetas alrededor del sol. Se 
dice que un estudiante observo “ahi 
va el hombre que escribio un libro 
que ni el ni los demas comprenden”. 
Pero esta obra establecio tal fama 
para Newton que, despues de su 
muerte en 1727, fue enterrado junto 
a los grandes de su pais en la abadia 
de Westminster, con tal pompa que 
el filosofo Voltaire observo: “He 
visto un profesor de matematicas... 
enterrado como un rey que hizo el 
bien a sus subditos” 

□ Poco despues de su graduacion 
en Cambridge en 1665, Newton des- 
cubrio un nuevo metodo para resolver 
una ecuacion de la forma f(x) = 0. A 
diferencia de los metodos particula- 
res, como la formula cuadratica que 
solamente se aplica a ecuaciones de 
forma particular, el metodo de New¬ 
ton se puede utilizar para aproximar 
las soluciones numericas de casi 
toda ecuacion. En la seccion 3.9 pre- 
sentamos una formulation iterativa 
del metodo de Newton que se adapta 
particularmente a las calculadoras y 
las computadoras. Ahi describimos 
la forma en que la combination del 
metodo de Newton con las moder- 
nas graficas por computadora han 


ayudado a generar imagenes fracta- 
les impresionantes asociadas con la 
ciencia del caos . Las imagenes re¬ 
sultan de la aplicacion de una ver¬ 
sion del metodo de Newton para 
numeros complejos, a la ecuacion 
sencillax 3 +1=0. 







3.1 

La derivada y las 
razones de cambio 



y=Ax) 


Nuestro estudio preliminar de las rectas tangentes y las derivadas en la seccidn 2.1 
nos permitio estudiar los limites en el resto del capitulo 2. Con este conocimiento 
de llmites, ahora estamos preparados para estudiar las derivadas de manera mias 
extensa. 

En la seccion 2.1 presentamos la derivada f\x) como la pendiente de la recta 
tangente a la grafica de la funcion/en el punto ( x,f(x )). Mas precisamente, nos 
motivo la geometria para definir la recta tangente a la grafica en el punto P(a, f (a)) 
como la llnea recta que pasa por P con pendiente 


Pendiente m -/' (a) 


m = lim 

h —*0 


f(a + h) - f{a) 


( 1 ) 


como se indica en la figuxa 3.1.1. Si reemplazamos el numero arbitrario a en la 
ecuacion (1) con la variable independiente x, obtenemos una nueva funcion/', 
la derivada de la funcion original f 



i 

a x 

Definicion de la derivada 

Figura 3.1.1 La motivacion 

La derivada de la funcion/es la funcion/' definida por 

geometrica para la definicion de 

fix + h) - fix) 

la derivada 

/' (x) = lim J y ’— J -^ (2) 

o h 



para todo x donde exista este limite. 



Figura 3.1.2 La notation en la 
ecuacion (3) 


La ultima frase de la definicion requiere, en particular, que/este definida en 
una vecindad de x para que f\x) exista. 

En la seccion 2.1 enfatizamos que en la ecuacion (2)x esta fijo , mientras que 
h tiende a cero. Cuando estamos interesados particularmente en el valor de la 
derivada/' en x = a, a veces reescribimos la ecuacion (2) en la forma 


f(a) = lim 

h^O 


/(a + h) - fja) 
h 


lim 

x—>a 


fix) - fja) 

x — a 


(3) 


El segundo limite de la ecuacion (3) se obtiene del primero escribiendo x = a + h, 
h = x - a y observando que x —* a cuando h —* 0 (figura 3.1.2). La proposicion 
relativa a la existencia de estos limites equivalentes es existe^. En este caso 
decimos que la funcion /es derivable (o diferenciable) en x = a. El proceso de 
encontrar la derivada/' se llama derivacion de f 

En la seccion 2.1 y 2.2 vimos varios ejemplos que ilustran el proceso de 
derivacion de una funcion dada /mediante la evaluacion directa del limite en la 
ecuacion (2). Esto implica llevar a cabo los cuatro pasos: 


1. Escribir la definicion en la ecuacion (2) de la derivada. 

2. Sustituir la expresion f(x + h)yf (x) segun la funcion particular/. 

3. Simplificar el resultado por metodos algebraicos para que el paso 4 sea posible. 

4. Evaluar el limite (usualmente, aplicando algunas de las propiedades de los 
limites). 


EJEMPLO 1 Derive /(x) = 
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Solution 


/'M = i™ £ ±±Az M _ . t *_±b -£_ 

h h-oh \x + h + 3 x + 3 


Por lo tanto, 
fix) 


/i-0 


_ jj m (■* + h)(x + 3) - x(x + /z + 3) 
h-o h(x + h + 3)(x + 3) 

3h 

= lim 


= lim 


h ~ 0 K x + h + 3)(x + 3) h-o (x + h + 3)(x + 3) 
3 


lim(x + h + 3) lim(x + 3) 


h — 0 


h — 0 


(x + 3) 2 


Aun cuando la funcion/sea muy sencilla, el proceso de cuatro pasos para 
calcular/' directamente de la definicion de la derivada puede ser tedioso. Ademas, 
el paso 3 puede requerir algo de ingenio. Podria ser demasiado repetitivo continuar 
basandose en este proceso. Para evitar el tedio, queremos un metodo mas rapido, 
facil y breve para calcular f'(x). 

Ese nuevo metodo es uno de los puntos centrales de este capitulo: el desarrollo 
de metodos sistematicos (“reglas”) para derivar aquellas funciones que se presen- 
tan con mas frecuencia. Estas funciones incluyen a los polinomios, las funciones 
racionales, las funciones trigonometricas sen x y cos x y las combinaciones de 
estas funciones. Una vez establecidas estas reglas de derivacion general, podemos 
aplicarlas formalmente, casi de manera mecanica, para calcular derivadas. Raras 
veces tendremos que recurrir de nuevo a la definicion de la derivada. 

Un ejemplo de “regia de derivacion” es el teorema de la seccion 2.1 acerca de 
la derivacion de las funciones cuadraticas: 

Si/(x) = ax 2 + bx + c, entonces f'(x) = lax + b. (4) 

Una vez que conocemos esta regia, ya no necesitamos aplicar la definicion de la 
derivada para derivar una funcion cuadratica. Por ejemplo, si f(x) = 3X 2 - 4x + 5, 
podemos aplicar la ecuacion (4) para escribir lo siguiente, de inmediato, sin tener 
que realizar el proceso de los cuatro pasos: 

/'(jc) = 2 - (3jc) + (- 4) = 6* - 4. 

En forma analoga, si g(t) = 21- 5 f 2 , entonces 

$'(/) = (2)+ 2- (-5/) = 2-10/. 

No hay diferencia alguna por el nombre de la funcion o porque escribamos x o t 
como variable independiente. Esta flexibilidad es valiosa (en general, esta adap- 
tabilidad es lo que hace a las matematicas aplicables a casi todas las demas ramas 
del conocimiento humano). En cualquier caso, usted debe aprender todas las reglas 
de la derivacion independientemente de la notacion usada para establecerlas. 

En las secciones 3.2 a 3.4 desarrollaremos otras reglas de derivacion. Sin 
embargo, primero debemos presentar una nueva notacion y una nueva interpreta- 
cion de la derivada. 
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Figura 3.1.3 Origen de la 
notation dyfdx 


notaci6n diferencial 


Una notation altemativa importante para la derivada surge de la costumbre initial 
de escribir Ax en vez de h (ya que h = Ax es un incremento en jc) y 

Ay = /(* + Ax) - f{x) 

para el cambio resultante (o incremento) en y. La pendiente de la recta secante K 
de la figura 3.1.3 es entonces 

Ay fix + Ax) - fix) 

Whcc A A > 

Ajc Ajc 


y la pendiente de la recta tangente es 


m 


dy 

dx 


r Ay 

lim —. 

Ax-0 Ax 


(5) 


En consecuencia, si y -fix), escribimos con frecuencia 


dy 


( 6 ) 


(Analizamos las llamadas diferenciales dy y dx con cuidado en el capitulo 4.) Los 
simbolos /'(jc) y dy /dx para la derivada de la funcion y =/ (jc) se usan de modo 
casi intercambiable en las matematicas y sus aplicaciones, por lo que debera 
familiarizarse con ambas notaciones. Tambien debe saber que dy/dx es un unico 
simbolo que representa la derivada, no el cociente de dos cantidades separadas dy 
y dx. 


EJEMPLO 2 Si y = ax 2 + bx + c, entonces la derivada de la ecuacion (4) en 
notation diferencial toma la forma 


$ = lax + b. 


En consecuencia, 


si 

si 


y 

z 


3jc 2 - 4* + 5, entonces 
2 1 — 5 f 2 , entonces 


dy 

dx 

dz 

dt 


6jc — 4; 

2 - 10f. 
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La letra d en la notation dy/dx se refiere a la palabra “diferencial” .Ya sea que 
escribamos dy/dx o dz/dt, la variable dependiente aparece “arriba” y la variable 
independiente “abajo” 


RAZ6N DE CAMBIO 

En la section 2.1 presentamos la derivada de una funcion como la pendiente de la 
recta tangente a su grafica. Aqui presentamos la interpretation igualmente impor- 
tante de la derivada de una funcion como la razon de cambio de esa funcion con 
respecto de la variable independiente. 

Comenzamos con la razon instantdnea de cambio de una funcion cuya 
variable independiente es el tiempo t. Suponga que Q es una cantidad que varia 
con respecto del tiempo t , y que escribimos Q=f(t) para el valor de Q en el instante 
t. Por ejemplo, Q podria ser 

□ El tamano de una poblacion (de canguros, gente o bacterias); 

□ La cantidad de dolares en una cuenta bancaria; 

□ El volumen de un globo que esta siendo inflado; 

□ La cantidad de agua en una reserva con flujo variable; 

□ La cantidad de un producto quimico producido en una reaction; o 

□ La distancia recorrida t horas despues del comienzo de un viaje. 

El cambio en Q desde el tiempo t hasta el tiempo t + At es el incremento 

A(2 = /(/ + AO - /(0. 

La razon de cambio promedio de Q (por unidad de tiempo) es, por definition, 
la razon de cambio A Q en Q con respecto del cambio At en /, por lo que es el 
cociente 


A Q = fit + AQ - f(t ) 

At At K } 

ilustrado en la figura 3.1.4. 

Definimos la razon de cambio instantanea de Q (por unidad de tiempo) 
como el limite de esta razon promedio cuando At -► 0. Es decir, la razon de cambio 
instantanea de Q es 


Urn ^ = lim + 

&i—*0 At Ar—*0 At 


( 8 ) 


Figura 3.1.4 La razon de 
cambio promedio como una 
pendiente 
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Figura 3.1.5 La relation entre 
la recta tangente en (t,f(t)) y la 
razon de cambio instantanea de/ 
en t 




\ 

Razon V‘(t) 


Figura 3.1.8 El tanque de 
desagiie del ejemplo 3 


Pero el limite del lado derecho en la ecuacion (8) es simplemente la derivada f\t). 
Asi, vemos que la razon de cambio instantanea de Q - f(t) es la derivada 

f = f'U). (9) 

Para interpretar intuitivamente el concepto de razon de cambio instantanea, 
piense que el punto P{t,f (t)) se mueve a lo largo de la grafica de la funcion 
Q =/(*)• Cuando Q cambia con el tiempo t , el punto P se mueve a lo largo de 
la curva. Pero si subitamente, en el instante t , el punto P comienza a seguir una 
trayectoria recta, entonces la nueva trayectoria de P apareceria como en la figura 3.1.5. 
La curva punteada de la figura corresponde al comportamiento “originalmente 
planeado” de Q (antes de que P decidiera continuar por una trayectoria recta). Pero 
la trayectoria recta de P (de pendiente constante) corresponde a la cantidad Q “que 
cambia a una razon constante”. Como la linea recta es tangente a la grafica Q 
podemos interpretar dQ/dt como la razon de cambio instantanea de la cantidad 
Q en el instante t: 


La razon de cambio instantanea de Q =f (t) en el instante t es igual a la 
pendiente de la recta tangente a la curva Q =f(t) en el punto (t, f (< t )). 

Podemos obtener mas conclusiones importantes. Dado que una pendiente 
positiva corresponde a una recta tangente ascendente y una pendiente negativa 
corresponde a una recta tangente descendente (como en las figuras 3.1.6 y 3.1.7), 
decimos que 

Q es creciente en el instante t si ^ > 0; 

dt 

( 10 ) 

Q es decreciente en el instante t si — < 0 

dt 




Figura 3.1.6 Cantidad Figura 3.1.7 Cantidad 

creciente, derivada positiva decreciente, derivada negativa 

NOTA El significado de la frase “Q =f(t) es creciente en (o durante) el intervalo 
de tiempo de t = a a t = b” debe ser intuitivamente claro. Las expresiones en (10) 
nos proporcionan una forma de precisar lo que significa “Q =/(/) es creciente en 
el instante (\ 


EJEMPLO 3 El tanque cilindrico de la figura 3.1.8 tiene un eje vertical y se 
llena inicialmente con 600 galones de agua. Este tanque tarda 60 minutos en 
vaciarse despues de abrir el desagiie en su parte inferior. Suponga que el desagiie 
se abre en el instante t = 0, y que el volumen V del agua restante en el tanque 
despues de t minutos es 

V(t) = £(60 - t) 2 = 600 - 20t + \t 2 
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galones. Determine la razon instantanea con la que el agua fluye fuera del tanque 
en el instante t = 15 (minutos) y en el instante t = 45 (minutos). Determine tambien 
la razon promedio con la que el agua fluye fuera del tanque durante la media hora 
de t = 15 a t = 45. 


Solution La razon de cambio instantanea del volumen V(t) del agua en el tanque 
esta dada por la derivada 


dV _ . 

-=- 2 ° + i,. 


Cuando t = 15 y t = 45, obtenemos 


V'(15) = -20 + J • 15 = -15 
V'(45) = -20 + } -45 = -5. 

Aqui las unidades son galones por minuto (galones/minuto). El hecho de que 
V\\S) y F'(45) sean negativas es consistentecon la observation de que Fes una 
funcion decreciente de t (cuando t crece, V decrece). Una forma de indicar esto es 
decir que despues de 15 minutos, el agua fluye hacia fuera del tanque a 15 
galones/minuto; despues de 45 minutos, el agua fluye hacia fuera a 5 galones/mi¬ 
nuto. La razon de cambio instantanea de Fen t = 15 es -15 galones/minuto, y la 
razon de cambio instantanea de Fen t = 45 es -5 galones/minuto. Podriamos haber 
predicho las unidades, ya que AVI At es una razon de galones sobre minutos y por 
consiguiente su limite V\t) = dV/dt debe expresarse en las mismas unidades. 

Durante el intervalo de tiempo de longitud At = 30 minutos del tiempo t = 15 
a t = 45, la razon de cambio promedio en el volumen V{t) es 

AV _ V(45) - V(15) 

At ~ 45 - 15 

= $(60 ~ 45) 2 - $(60 - 15) 2 = -300 
45 -15 30 

Cada numerador en la ultima ecuacion se mide en galones (esto es particularmente 
aparente si se analiza el segundo numerador); cada denominador se mide en 
minutos. Por lo tanto, la razon en la ultima fraction es una razon de galones 
a minutos, por lo que la razon de cambio promedio del volumen F de agua en 
el tanque es -10 galones/minuto. Asi la razon promedio de agua hacia fuera del 
tanque durante este intervalo de media hora es 10 galones/minuto. 

Hasta este punto nuestros ejemplos de funciones se han restringido a funciones 
con formulas o descripciones verbales. Los cientificos e ingenieros trabajan 
frecuentemente con tablas de valores obtenidas a partir de observaciones o 
experimentos. El ejemplo 4 muestra como tabular las razones de cambio instan- 
taneas de estas funciones. 

EJEMPLO 4 La tabla de la figura 3.1.9 proporciona la poblacion P en los 
Estados Unidos (en millones) en el siglo diecinueve, con intervalos de 10 anos. 
Estime la razon instantanea de crecimiento de la poblacion en 1850. 

Solution Consideremos t = 0 (anos) en 1800, por lo que t = 50 corresponde al 
ano 1850. En la figura 3.1.10, tenemos losdatos graficados a mano, con una curva 
Figura 3.1.9 Datos del ejemplo 4 suave que se adapta a estos datos. 
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Figura 3.1.10 Una curva suave 
que se adapta bien a los datos de 
la figura 3.1.9 (ejemplo 4) 


Sin importar como la obtengamos, una curva adaptada a los datos debe ser 
una buena aproximacion de la grafica real de la funcion desconocida P =/(/). La 
razon de cambio instantanea dP/dt en 1850 es la pendiente de la recta tangente en el 
punto (50, 23.2). Trazamos la tangente lo mas aproximada posible, mediante una 
inspection visual y despues medimos la base y la altura del triangulo de la figura 
3.1.10. De esta forma aproximamos la pendiente de la tangente en / = 50 como 


dP 

dt 



millones de personas por ano (en 1850). Aunque no hubo un censo nacional en 
1851, podriamos estimar que la poblacion de Estados Unidos era aproximadamen- 
te de 23.2 + 0.7 = 23.9 millones. 


VELOCIDAD Y ACELERAClbN 


*=o x=m 

Figura 3.1.11 La particulaen 
movimiento esta en el punto 
x =f (t) en el instante t 


Suponga que una particula se mueve a lo largo de una recta horizontal, de modo 
que su posicion x en el instante t esta dada por la funcion de posicion x =/(/). 
Asi, hacemos que la linea de movimiento sea un eje coordenado con un origen y 
una direction positiva;/(f) es solamente la abscisa de la particula en movimiento 
en el instante t (figura 3.1.11). 

Pensemos en el intervalo de tiempo de / a / + At. La particula se mueve de la 
posicion/(/) a la posicion/(/ + A/) durante este intervalo. Su desplazamiento es 
entonces el incremento 

A/ = f{t + AO - f(t). 

Calculamos la velocidadpromedio de la particula durante este lapso exactamente 
como calculariamos la velocidad promedio en un largo viaje: dividimos la distan- 
cia entre el tiempo para obtener una velocidad promedio, en millas por hora. En 
este caso dividimos el desplazamiento de la particula entre el tiempo transcurrido 
para obtener la velocidad promedio 

_ _ A, _ /« + AQ - /ft) 

At At 

(La barra superior es un simbolo estandar que denota por lo general un promedio 
dealgun tipo.) Definimos la velocidad instantanea vde la particulaen el instante 
t como el limite de la velocidad promedio v cuando At 0. Es decir, 
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( 12 ) 


,• Ax f(t + At) - f(t) 

v = hrn — = lim —- - 1 -—. 

A/ —• o At A/ —• o At 

Reconocemos el limite de la derecha de la ecuacion (12): es la definition de 
la derivada/con respecto del tiempo t. Por lo tanto, la velocidad de la particula en 
movimiento en el instante t es simplemente 

v = J t = (13) 

Asi la velocidad es la razon de cambio instantanea de la position. La velocidad 
de una particula en movimiento puede ser positiva o negativa, segun si la particula 
se mueve en direction positiva o negativa a lo largo de la linea en movimiento. 
Definimos la rapidez de la particula como el valor absoluto de la velocidad: | v \. 


Figure 3.1.12 El automovil del 
ejemplo 5 


__ 1 

v = 0 

1 _ _ 

8 

fl 

l 

1 

1 



0 x= 100 x = 600 x (P' es ) 


EJEMPLO 5 La figuxa 3.1.12 muestra un automovil en movimiento a lo largo 
del eje x (horizontal). Suponga que su posicion (en pies) en el instante t (en 
segundos) esta dada por 

x(t) = 51 2 + 100. 

Entonces su velocidad en el instante t es 

v(t) = x'(t) = \0t. 

Puesto que x(0) = 100 y tXO) “ 0, el automovil parte del reposo (v (0) = 0) en el 
instante t = 0, desde el puntox = 100. Si t = 10, vemos quex(10) = 600 y v(\0) = 
100, por lo que despues de 10 segundos el automovil ha viajado 500 pies (desde 
el punto inicial x = 100) y su rapidez es 100 pies/segundo. 


MOVIMIENTO VERTICAL 


x = 0-*- Nivel del piso 


Figure 3.1.13 Movimiento 
vertical con funcion de posicion 
y(t) 


y 


En el caso del movimiento vertical (como, el de una pelota que se lanza hacia arriba 
de forma recta) es comun denotar la funcion de posicion como y{t) en vez de x^t). 
Tipicamente,y(0 denota la altura sobre el suelo en el instante t , como en la figura 
3.1.13. Pero la velocidad sigue siendo la derivada de la posicion: 


y 

V 


creciente 

-i»° 


y 

V 


decreciente 

= T<° 
dt 


Figure 3.1.14 Movimiento 
hacia arriba y hacia abajo 


El movimiento hacia arriba cony creciente corresponde a una velocidad positiva , 
v > 0 (figura 3.1.14). El movimiento hacia abajo cony decreciente corresponde 
a la velocidad negativa , v < 0. 

El caso del movimiento vertical bajo la influencia de la constante de gravedad 
es de especial interes. Si una particula se lanza hacia arriba en forma recta desde 
una altura inicial y 0 (pies) sobre el suelo en el instante t = 0 (segundos) y con una 
velocidad inicial Vq (pies/segundos) y si la resistencia del aire es despreciable, 
entonces su alturay (en pies por arriba del suelo) en el instante t esta dada por una 
formula conocida de la fisica, 
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y(t) = -Jgt 2 + v 0 t + yo- (14) 

donde g denota la aceleracion debida a la fuerza de gravedad. Cerca de la 
superficie de la tierra, g es casi constante, por lo que suponemos que es exacta- 
mente constante; en la superficie de la tierra, g ~ 32 pies/s 2 , o g * 9.8 m/s 2 . 

Si derivamosy con respecto de t y obtenemos la velocidad de la particula en el 
instante t: 


v 


dy 

dt 


~gt + Vo- 


(15) 


La aceleracion de la particula se define como la razon de cambio instantanea 
(derivada) de su velocidad: 


a 


dv 

~dt 


~g- 


(16) 


Su intuicion le dira que un cuerpo proyectado hacia arriba de esta forma alcanzara 
su maxima altura cuando su velocidad sea cero (cuando v(t) = 0; en la seccion 3.5 
veremos por que esto es verdadero). 


EJEMPLO 6 Determine la altura maxima que alcanza una pelota lanzada en 
forma recta hacia arriba desde el suelo con una velocidad inicial de Vq = +96 
pies/segundo. Determine tambien la velocidad con la cual golpea al suelo a su 
regreso. 


y 


t = ? 

? = ? 
v = 0 





Inicio: 


Impacto: 

i = 0 


/ = ? 

o 

ii 

o 


y = o 

i> 0 = 96 


V=1 


Figura 3.1.15 Datos para la 
pelota del cjemplo 6 


Solution Para iniciar la solucion del problema de un movimiento como este, 
realizamos un diagrama similar al de la figura 3.1.15, indicando los datos y las 
cantidades desconocidas en los instantes en cuestion. Aqui nos centramos en 
el tiempo t = 0, cuando la pelota deja el suelo (y = 0), el tiempo desconocido cuan¬ 
do alcanza su maxima altura con velocidad v= 0, y el tiempo desconocido cuando 
regresa al suelo. 

Comenzamos con la ecuacion (15), con = 96 y g = 32. Vemos que la 
velocidad de la pelota en el instante t es 

v(t) = -321 + 96 

mientras permanece en el aire. La pelota alcanza su altura maxima cuando v(t) = 
0, es decir, cuando 


-32/ + 96 = 0. 

Esto sucede en el instante t = 3 (segundos). Al sustituir este valor de t en la funcion 
de altura en la ecuacion (14), con y Q = 0, encontramos que la altura maxima de la 
pelota es 

y^yQ) = (-16X3 2 ) + (96)(3) = 144 (pies). 

La pelota regresa al suelo cuando y(t) = 0. La ecuacion 


y(t) = -16 1 2 + 96 1 = - 6) = 0 

tiene dos soluciones I = 0 y I = 6. Asi, la pelota regresa al suelo en el instante 
/ = 6. La velocidad con la que golpea el suelo es 

u(6) = (-32)(6) + 96 = -96 (pies/s). 
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La derivada de cualquier funcion, no solamente una funcion del tiempo, puede 
interpretarse como su razon de cambio instantanea con respecto de la variable 
independiente. Si y =/(x), entonces la razon de cambio promedio de y (por un 
cambio unitario en x) en el intervalo [x, x + Ax] es el cociente 

Ay = f fix + Ax) - fjx) 

Ax Ax 


La razon de cambio instantanea de y con respecto de x es el limite, cuando 
Ax —► 0, de la razon de cambio promedio. Asi, la razon de cambio instantanea de 
y con respecto de x es 


(17) 



El ejemplo 7 ilustra el hecho de que una variable dependiente puede expresarse 
a veces como dos funciones diferentes de dos variables independientes diferentes. 
Las derivadas de estas funciones son entonces las razones de cambio de la variable 
dependiente con respecto de dos variables independientes diferentes. 


,v Ax 



A + AA 
A A 
AA 
Ax 


= (x + Ax) 2 ; 

= 2x Ax + (Ax) 2 ; 

= 2x + Ax; 


dA 

dx 


= 2x. 


EJEMPLO 7 El area del cuadrado cuya longitud por lado es de x centimetros 
es A = x 2 , por lo que la derivada de A con respecto de x, 



(18) 


es la razon de cambio de su area A con respecto de x. (Veanse los calculos en la 
figura 3.1.16.) Las unidades de dA/dx son centimetros cuadrados por cendmetro . 
Ahora suponga que la longitud del lado del cuadrado aumenta con el tiempo: 
x = 5f, con el tiempo t en segundos. Entonces, el area del cuadrado en el instante 
t es 


A = (5 t) 2 = 251 2 . 

La derivada de A con respecto de t es 

dA 

— = (2)(250 = 50t; (19) 

esta es la razon de cambio de A con respecto del tiempo t , con unidades de 
centimetros cuadrados por segundo. Por ejemplo, si t = 10 (de modo que x = 50), 
los valores de las dos derivadas de A de las ecuaciones (18) y (19) son 


y 


dA 


dx 


* =50 


(2) (50) = 100 (cm 2 /cm) 


dA 


dt 


r= 10 


(50)(10) = 500 (cm 2 /s). 


La notacion dA/dt para la derivada tiene un inconveniente menor, ya que no 
proporciona un “lugar” para sustituir un valor particular de t , como t = 10. Las 
ultimas lineas del ejemplo 7 ilustran una forma de sortear esta dificultad. 
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3.1 Problemas 


En los problemas 1 a 10, determine la derivada indicada 
usando la regia de derivacion en (4): 

Si /(jc) = ax 2 + bx + c, entonces f'(x) = 2 ax + b. 

1. /( x) = 4jc - 5; determine f'(x). 

2. g(0 =100-16^; determine g(t). 

3. h(z) = z(25 - z ); determine h'(z). 

4. f(x) =16- 49jc; determine f'(x). 

5. y = 2jc 2 + 3jc - 17; determine rfyifr. 

6. jc = 1 6t - 100* 2 ; determine dx/dt. 

7. z = 5w 2 - 3w; determine 

8. t> = 5^(100-^); determine dv/dy. 

9. x = -Sy 2 + 1 ly + 300; determine dx/dy. 

10. u = if- + 13*; determine du/dt. 


En los problemas 11 a 20, aplique la definicion de la derivada 
(como en el ejemplo 1) para determinar f'(x). 


11- fix) = 2x - 1 
13. fix) = jc 2 + 5 


15. fix) 


_1_ 

2x + 1 


17. fix) = V27TT 


19. fix) 


x 

1 - 2jc 


12. fix) = 2 - 3jc 
14. fix) = 3 - 2jc 2 

1 


16. fix) = 
18. f{x) = 
20. fix) = 


3 - x 
1 

Vjc + l 
jc + 1 

JC - 1 


30. La temperatura Celsius C esta dada en terminos de la 
temperatura Fahrenheit F por C = 5/9 (F - 32). Determine la 
razon de cambio de C con respecto de F y la raz6n de cambio 
de F con respecto de C. 

31. Determine la razon de cambio del area A de un circulo 
con respecto de su circunferencia C. 

32. Una piedra lanzada a un estanque en el instante t = 0 
segundos causa una onda circular que viaja fiiera del punto 
de impacto a razon de 5 m/s. que razon (en metros 
cuadrados/segundo) crece el area dentro del circulo cuando 
t = 10? 

33. Un autom6vil viaja a 100 pies/segundo, cuando el con¬ 
ductor aplica los frenos repentinamente (jc = 0, t = 0). La 
funcion de posicion del automovil que patina esjc(0 = 100^ 
- 5^. ^Que distancia recorre y cuanto tiempo tarda el 
automovil antes de pararse? 

34. Una cubeta con 10 galones de agua comienza a gotear en 
el instante t = 0; el volumen V de agua en la cubeta t segundos 
mas tarde esta dado por 

vw ■ 10 (‘ - !5>J 

hasta que la cubeta se vacia en el instante t = 100. (a) A que 
razon sale el agua de la cubeta despues de un minuto? (b) En 
que instante son iguales la razon de cambio instantinea de V 
y la razon de cambio promedio de Fde t = 0 a t = 100? 

35. Una poblacion de chimpances se desplaza a una region 
nueva en el instante t = 0. En el instante t (en meses), la 
poblacion es de 

Pit) = 100[1 + (0.3)/ + (0.04)< 2 ]. 


En los problemas 21 a 25, damos la funcion de posicion 
x = f (t) de una particula en movimiento en una recta hori¬ 
zontal. Determine su posicion x cuando su velocidad \) es cero. 

21. jc = 100 - 16* 2 

22. jc = -16; 2 + 160/ + 25 

23. jc = -16* 2 + 80/ - 1 

24. jc = 100; 2 + 50 

25. jc = 100 - 20* - 5* 2 

En los problemas 26 al 29, damos la alturay(t) (en pies en el 
instante t segundos) de una pelota lanzada verticalmente 
hacia arriba. Determine la altura maxima que alcanza la 
pelota. 

26. y = -16 1 2 + 160* 

27. y = -16* 2 + 64* 

28. y = -16* 2 + 128* + 25 

29. y = -16* 2 + 96* + 50 


(a) ^Cuanto tiempo tarda la poblacion en duplicar su tamano 
inicial P(0)? (b) <?Cual es la razon de crecimiento de la 
poblacion cuando P - 200? 

36. Los siguientes datos describen el crecimiento de la pobla¬ 
cion P (en miles) de Ciudad Gotica durante un periodo de 10 
anos. Use el metodo grafico del ejemplo 4 para estimar su 
razon de crecimiento en 1989. 


Ano 

1984 

1986 

1988 

1990 

1992 

1994 

p 

265 

293 

324 

358 

395 

437 


37. Los siguientes datos proporcionan la distancia jc en pies 
recorrida por un automovil en aceleracion durante los prime- 
ros * segundos (que parte del reposo en el instante * = 0). Use 
el metodo grafico del ejemplo 4 para estimar su velocidad (en 
millas/hora) cuando * = 20 y tambien cuando * = 40. 


* 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

X 

0 

224 

810 

1655 

2686 

3850 

5109 
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Figura 3.1.17 El cubo 
del problema 38: volumen 
V — area de la superficie 
S=6x z 



Figura 3.1.18 La esfera del 
problema 39: volumen 
V = j Trr 3 , area de la 
superficie S = 4/ur^ 


En losproblemas 38 a 43 t use el hecho (demostrado en la seccion 
3.2) de que la derivada dey = ax 3 + bx 2 + cx + fifes dy/dx - 3 ax 2 
+ 2 bx + c. 

38. Muestre que la razon de cambio del volumen V de un cubo 
con respecto de la longitud de su lado x es igual a la mitad del 
area de la superficie A del cubo (figura 3.1.17). 

39. Muestre que la razon de cambio del volumen V de una 
esfera con respecto de su radio r es igual a su area de superficie 
S' (figura 3.1.18). 

40. La altura h de un cilindro con altura variable es siempre 
el doble de su radio r. Muestre que la razon de cambio de su 
volumen V con respecto de r es igual al area total de 
su superficie S (figura 3.1.19). 

41. Un globo esferico con un radio inicial r = 5 pulgadas 
comienza a desinflarse en el instante * = 0 y su radio * segundos 
mas tardeesr = (60-*)/12 pulgadas. ^A que razon (enpulga- 
das cubicas/segundo) sale el aire del globo cuando * - 30? 

42. El volumen V (en litros) de 3 gramos de C0 2 a 27°C esta 
dado en terminos de su presion p (en atmosferas) por la 
formula V = 1.68 ip. ^Cual es la razon de cambio de V con 
respecto de p cuando p~ 2 (atmosferas)? Use el hecho de que 
la derivada de fix) = c/x es f\x) = -c/x 2 si c es una constante; 
puede establecer esto usando la definition de la derivada. 




Figura 3.1.19 El cilindro del problema 40: 
volumen V = 7tr 2 /*, drea de la superficie S = 271^ + 27 xrh 


43. Al derretirse una bola de nieve con radio inicial de 
12 centimetros, su radio decrece a una razon constante. Co¬ 
mienza a derretirse cuando * = 0 (horas) y tarda 12 horas en 
desaparecer. (a) ^Cual es la razon de cambio del volumen 
cuando t = 6? (b) ^Cual es la razon de cambio promedio del 
volumen de t = 3 a t = 9? 

44. Una pelota que se lanza verticalmente hacia arriba en el 
instante t = 0 (segundos), con una velocidad inicial 96 pies/se- 
gundo y una altura inicial de 112 pies, tiene la funcion de 
altura y(t) = -16* 2 + 96* + 112. (a) ^Cual es la altura maxima 
alcanzada por la pelota? (b) <-En que instante y con que 
velocidad se impacta la bola en el suelo? 

45. Una nave espacial que se aproxima al planeta Gzyx se 
encuentra a una altura dey (metros) en el instante t (segundos) 
dada pory = 100 - 100* + 25T 2 . <-En que instante y con que 
velocidad se impacta en el suelo? 

46. La poblacion (en miles) de Metropolis esta dada por 

P(t) = 100[1 + (0.04)* + (0.003)* 2 ], 

con * en anos y de modo que * = 0 corresponds a 1980. (a) ^Cual 
file la razon de cambio de P en 1986? (b) ^Cual fue la razon de 
cambio promedio dePdesde 1983 a 1988? 


3.1 Proyecto a 


Este proyecto requiere de un analisis grafico del crecimiento de la poblacion de 
una pequena ciudad durante la decada de los anos noventa. Necesitara una 
calculadora grafica o una computadora con capacidad de graficacion. 

Para su propia ciudad, elija un entero positivo k con k S 9 (posiblemente, el ul¬ 
timo digito distinto de cero en su identificacion como estudiante). Suponga enton- 
ces que la poblacion P de la ciudad * anos despues de 1990 esta dada (en miles) por 

Pit) = 10 + * - (0.1)* 2 + (0.001)Ofc + 5)* 3 . 

Analice las siguientes preguntas. 

1. ^Tndica la grafica de Pit) que la poblacion esta creciendo en la decada de 1990? 
Explique su respuesta. 
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.2. ^Confirms la grafica de la derivada P '(t) que P(t ) es creciente en la decada de 
1990? ^Cual propiedad de esta grafica es importante para esta ecuacion? 

3. ^Cuales puntos de la grafica de P\t) corresponden alinstante(oinstantes)en 
los que la razon de cambio instantanea de P es igual a la razon de cambio promedio 
entre los anos 1990 y 2000? Aplique el metodo de ampliaciones sucesivas para 
determinar tal instante (con una precision de dos cifras decimales). 

4. ^Cuales puntos de la derivada F(t), corresponden al instante (o instantes) en 
los que la poblacion, P(t), esta creciendo de manera mas lenta?; ^y la mas rapida? 
Aplique el metodo de ampliaciones sucesivas para determinar tal instante (con una 
precision de dos decimales). 


3.2 

Reglas basicas 
de derivation 


Iniciamos aqui el desarrollo de reglas formales para determinar la derivada/' de 
lafuncion/ 


fix) = lim 

h^O 


fix + h) - fix) 
h 


( 1 ) 


Sera util una notacion altemativa para las derivadas. 

Cuando interpretamos la derivada en la seccion 3.1 como una razon de cambio, 
vimos que era util la notacion de variables dependientes e independientes 


y = fix), Ax = h, Ay = fix + Ax) - fix). (2) 

Esto nos conduce a la “notacion diferencial” 




Figura 3.2.1 La “mdquina de 
derivacidn” D 


it- = lim £ = lim /<* + *»> ~ M 
ax Ax— o Ajc ax-o Ajc 


(3) 


para la derivada. Cuando use esta notacion, recuerde que el simbolo dy/dx es 
simplemente otra notacion para la derivada /'(x); no es el cociente de dos 
cantidades separadas dy y dx. 

A veces se usa una tercera notacion para la derivada/'(x): es Dfix). En este 
caso, pensamos D como una “maquina” que opera sobre la funcion/para producir 
su derivada D/(figura 3.2.1). Asi, podemos escribir la derivada de y =/(x) = x 2 
de cualquiera de las tres formas: 

fix) = ^ = Dx 2 = 2x. 
dx 


y 


Estas tres notaciones para la derivada (la notacion de funcion f\x), la notacion 
diferencial dy/dx y la notacion de operador Df{x)), se usan indistintamente en las 

Pendiente nula obras matematicas y cientificas, asi que debera familiarizarse con ellas. 

y = c / _ 


DERIVADAS DE POLINOMIOS 

X 

Nuestra primera regia de derivacion dice que la derivada de una funcion constante 
Figura 3.2.2 La derivada de una es identicamente nula. Geometricamente, esto es claro, pues la grafica de una 
funcion constante es cero funcion constante es una recta horizontal, que es su propia recta tangente, con 

(Teorema 1) pendiente nula en todo punto (figura 3.2.2). 
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Teorema 1 Derivada de una constante 

Si f{x)~c (una constante) para toda jc, entonces f\x) - 0 para toda jc. Es 
decir, 

— = Dc= 0. (4) 

dx 


Demostracidn Como f(x + h) =/ (x) = c, vemos que 


f'(x) = lim 

h — 0 


fix + h) - f{x) 
h 


lim - C = lim ^ = 0. □ 

/.-o h h—o h 


Como motivation de la siguiente regia, consideremos la siguiente lista de 
derivadas, todas calculadas en el capitulo 2. 


Dx = 1 
Dx 2 = 2x 
Dx 3 = 3x 2 
Dx 4 = 4x 3 


(Problema 2, section 2.1) 
(Ejemplo 3, seccion 2.1) 
(Problema 26, seccion 2.1) 
(Problema 28, seccion 2.1) 
(Problema 27, seccion 2.1) 
(Problema 29, seccion 2.1) 
(Ejemplo 12, seccion 2.2) 
(Problema 41, seccion 2.2) 
Cada una de estas formulas se ajusta al patron 


Dx 1 = —x 2 
Dx' 2 = -lx' 2 
Dx U2 = \x~ U2 
Dx~ U2 = -\x- 2 ' 2 


Dx n = nx"-'. (5) 

La ecuacion (5), que se infiere de la lista anterior de derivadas,, es hasta ahora 
solamenteuna conjetura. Pero muchos descubrimientos en matematicas se han 
realizado detectando patrones y demostrando posteriormente que estos son validos 
en general. 

Eventualmente veremos que la formula de la ecuacion (5), llamada la regia 
de la potencia, es valida para todos (os numeros reales n. En este momento 
daremos una demostracion solamente para el caso en que el exponente n sea un 
entero positivo. Necesitaremos la formula binomial del algebra de bachillerato: 

ia + b) n = a" + na"-'b + ~ - a n ~ 2 b 2 + ■■■ 


+ 


njn - 1) ■ ■ ■ in - k + 1) 
k{k - 1) • • • 3-2 - 1 ° 


b k + 


+ nab + b n 


( 6 ) 


si n es un entero positivo. Los casos n = 2 y n = 3 son las formulas familiares 


y 


(a + b ) 2 — a 2 + 2 ab + b 2 
(i a + b) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 . 
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Existen n + 1 terminos en el lado derecho de la ecuacion (6), pero lo linico que 
necesitamos saber para demostrar la regia de la potencia es la forma exacta de los 
dos primeros terminos y el hecho de que los demas terminos contienen a b 2 como 
factor. Por ejemplo, s\a=x,b = hyn = 5 en la ecuacion (6), obtenemos 

( x + h) s = x s + 5 x 4 h + 10 x 2 h 2 + 10jc 2 /i 3 + 5 xh 4 + h s 

= x 5 + 5 x A h + h 2 (l0x 3 + 10 x 2 h + 5xh 2 + h 3 ) 

= x 5 + 5 x 4 h + h 2 P(h). 

En este caso, P(h) es un polinomio de grado 3 en la variable h, con coeficientes 
en terminos dex. Si colocamos el exponente general n en vez de 5, la ecuacion (6) 
proporciona en forma analoga el resultado 

(x + h) n = x n + nx"~'h + h 2 P{h), (7) 

donde P(h) es un polinomio de grado n - 2 en la variable h. Estamos listos para el 
teorema 2. 


Teorcma 2 Regia de la potencia para n entero positivo 
Si n es un entero positivo y f(x) =x", entonces f(x) = nx" 


Dcmostracion 


f(x) = lim 


fjx + fe) - fjx) _ 


. nx n ~'h + h 2 Pih) 

= lim-;- 

0 h 

= lim + h -Pih)] = 

/i-0 


fix) = nx” ' 


□ 


lim 

0 


(x + hf - x n 
h 


[por la ecuacion (7)]. 

nx n ~ x + 0-P(0) (por las propiedades 
de los limites y la 
continuidad de P)\ 


No siempre necesitamos usar los mismos simbolos x y n para la variable 
independiente y el exponente constante en la regia de la potencia. Por ejemplo, 

Dt m = mt m ~ x y Dz k = kz k ~ x , 

donde D denota la derivacion con respecto de la variable independiente indicada. 
Si no es perfectamente claro cual es la variable independiente, se puede indicar 
mediante un subindice agregado al operador D\ 

D l t m = mt m ~ x y D z z k = kz k ~ y . 


EJEMPLO 1 Dx 1 = lx\ Dr 17 = 17r 16 , Dz ]0 ° = 100z". 


Para usar la regia de la potencia y derivar polinomios, necesitamos saber como 
derivar conibinaciones lineales . Una combinacion lineal de las funciones fy g 
es una funcion de la fonna af + bg, donde ay b son constantes. Las propiedades 
de la suma y producto de limites implican que 

lim [af(x) + bg(x)] = a^lim/(jr)j + fc^lim g(jr)j (8) 
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siempre que los dos limites del lado derecho de la ecuacion ( 8 ) existan. La formula 
en la ecuacion ( 8 ) se llama la propiedad de linealidad de la operation de limite. 
Implica una propiedad de linealidad analoga para la derivation. 


Teorema 3 Derivacidn de una combination lineal 

Si/y g son funciones derivables y a y b son numeros reales fijos, entonces 

D[af (x) + bg (*)] = aDf (x) + bDg (x). (9) 

Si u =/(jc) y v = g (x), esto toma la forma 

d (au + fro) a du + ^ d\) ( 9 ^ 

dx dx dx 


Demostracion La propiedad de linealidad de los limites implica en forma 
inmediata 

D[o/W + (*(*>] = lim + h) + h{x + * )] ~ + ^ W] 

*-0 h 


= a\ lim 

0 


fix + h) - f{x) 
h 


+ b\ lim 

^—0 


gjx + h) - g(x) 
h 


= aDfix ) + bDgix). □ 

Sean a = cyZ> = 0en]a ecuacion (9). El resultado es 

D[cf(x)] = cDfix ); 


o bien. 


d(cu) _ du 
dx dx ‘ 


( 10 ) 


(10') 


Asi, la derivada de un multiplo constante de una funcion es el mismo multiplo 
constante de su derivada . 


EJEMPLO 2 


D(16a* 6 ) = 16.6.x 5 = 96X 5 . 


Ahora, sean a = b = 1 en la ecuacion (9). Vemos que 

D[f{x) + g(x)] = Df{x) + Dg{x). 

En notacion diferencial, 

d(u + v) _ du + dv 

dx dx dx ‘ 

Asi, la derivada de la suma de dos funciones es la suma de sus derivadas. En 
forma analoga, para las diferencias tenemos 

dju - v) = du _dv 

dx dx dx 

Es facil ver que estas reglas se generalizan a siunas y restas de mas de dos 
funciones. Por ejemplo, la aplicacion repetida de la ecuacion (11) a la suma de un 
niimero finito de funciones derivables implica 


(id 

di') 


no 
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( 13 ) 


d(u\ + u 2 + • • • + Ur) _ du\ + du 2 + + du n 

dx dx dx dx 

EJEMPLO 3 

D(36 + 26x + lx 5 - 5x 9 ) = 0 + 26-1 + 7 • 5jc 4 - 5 • 9jc 8 

= 26 + 35jc 4 - 45jc 8 . 


Cuando aplicamos las ecuaciones (10) y (13) y la regia de la potencia al 
polinomio 


p(x) = a n x n + a n -\x n 1 + • • • + a 2 x 2 + aix + Oo, 
determinamos la derivada tan pronto como la podamos escribir. 


p'(x) = na n x + (n — \ ]a„_ { x "~ 2 + . .. + 3a 3 x?+ 2a 2 x + a v 


(14) 


Con este resultado, es rutinario escribir una ecuacion de la recta tangente a la 
grafica de un polinomio. 


EJEMPLO 4 Escribir una ecuacion para la recta que es tangente a la grafica de 
y - 2X 3 -7JC 2 + 3jc + 4 en el punto (1,2). 


Solution Calculamos la derivada como en la ecuacion (14): 

^ = 2-3x 2 - l-2x + 3 = 6x 2 - 14* + 3. 
dx 

Sustituimos jc = 1 en la derivada y vemos que la pendiente de la recta tangente en 
(1,2) es m = -5. Asi, la ecuacion punto-pendiente de la recta tangente es 

y - 2 = -5(jc - 1 ). 


EJEMPLO 5 El volumen V (en centimetros cubicos) de una cantidad de agua 
varia con el cambio en su temperature T. Para T entre 0°C y 30°C, la relacion es 
casi 

V = Vo(l + aT + P T 1 + yP), 

donde V 0 es el volumen a 0°C y las tres constantes tienen los valores 
a = -0.06427 X 10' 3 , /3 = 8.5053 X lO -6 , 
y y = -6.7900 X lO' 8 . 

La razon de cambio del volumen con respecto de la temperature es 
dV 

— = V 0 (a + 2pT + 3yP). 

Suponga que V 0 = 1 0 5 cm 3 y que T = 20°C. La sustitucion de estos datos numericos 
en las formulas para Vy dV/dT implica V <= 100,157 cm 3 y dV/dT = 19.4 cm 3 /°C. 
Podemos concluir que, a T= 20°C, este volrunen de agua debe aumentar aproxi- 
madamente 19.4 cm 3 por cada aumento de 1°C en la temperature. Como compa- 
racion, la sustitucion directa en la formula para V implica 

V(20.5) - V(19.5) « 19.4445 (cm 3 ). 
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LA REGLA DEL PRODUCTO Y LA REGLA DEL COCIENTE 

Podria ser natural pensar que la derivada de un producto f(x)g(x) es el producto 
de las derivadas. jEsto es falso\ Por ejemplo, si f (;t) = g(;t) = x , entonces 

D[f(x)g(x)] = Dx 2 = 2x. 

Pero 

[Df(x)]-[Dg(x)] = (Djc)-(Djc) =1-1 = 1. 

En general, la derivada de un producto no es simplemente el producto de las 
derivadas. El teorema 4 nos dice lo que si es. 


Teorema 4 La regia del producto 

Sifyg son derivables en x , entonces^g es derivable enjcy 


D{f(x)g(x)] =f'(x)g(x) +/(x)g(x). 


(15) 


Si u =f(x) y v = g(x\ esta regia del producto toma la forma 

d (mu) d\) du 

——- = u — + u —. 

dx dx dx 


(15') 


Cuando es claro cual es la variable independiente, podemos abreviar aun 
mas la regia del producto: 


(uv)' = uv+ Ml/ 


(15") 


Demostracion Usamos un metodo de “suma y resta”. 

D[/WjW] = lim fix + h)s{x + h) ~ /(x) S (x > 

A-0 h 

= , im /(* + Ml JXMl + h) + f(x)g(x + h) - f(x)g(x) 

A-0 h 

= lim f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x + h) 

A-0 h 

+ lim f(x)g(x + h) - f(x)g(x) 
h—>0 h 

\h— o h )\h^ 

+ f(x ){lim 8( * + *> ~ 
o h 

= f(x)g{x) + f(x)g'{x). 

En esta demostracion usamos las propiedades de la suma y producto de los limites, 
las definiciones de f\x) y g\x) y el hecho de que 

lim g(x + h) = g(x). 

h— *0 

Esta ultima ecuacion es valida, pues g es derivable y por consiguiente continua en 
x , por el teorema 4 de la seccion 2.4. □ 
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En palabras, la regia del producto dice que la derivada del producto de dos 
funciones se forma multiplicando la derivada de cada una por la otra, sumando 
despues los resultados. 

EJEMPLO 6 Determine la derivada de 

f{x) = (1 - 4jc 3 )(3jc 2 - 5jc + 2) 
sin multiplicar primero los dos factores. 

Solution D[(l - 4*3)( 3;c 2 - 5* + 2 )] 

= [D(l - 4x 3 )]{3x 2 - 5x + 2 ) + (1 - 4x 3 )[D{3x 2 - 5x + 2 )] 

= (— 12jc 2 )(3jc 2 — 5jc + 2) + (1 — 4x 3 )(6x - 5) 

= -60* 4 + 80x 3 - 24x 2 + 6x - 5. 


Podemos aplicar la regia del producto varias veces para determinar la derivada 
del producto de tres o mas funciones derivables u u u 2 ,. . . , u n de jc. Por ejemplo, 

D[wi W2W3] = [D(miM 2 )]-m 3 + (mim 2 ) Duj 

= [(Dmj) • w 2 + mi-(Dm 2 )]-m 3 + ( u \ m 2 ) -Dm 3 
= (Dmi)m 2 m 3 + Mi(Dm 2 )m 3 + M]M 2 (Dm 3 ). 

Observe que la derivada de cada factor en el producto original se multiplica por 
los otros dos factores, y despues se suman los tres productos resultantes. Es decir, 
tenemos el siguiente resultado general: 

D(U\U 2 • • • U n ) = (DUi)u 2 • • • U n + Mi(Dw 2 )w 3 • • • U n 

+ • • • + U \ U 2 • • • Un-iiDUn), ( 16 ) 

donde la suma de la ecuacion (16) tiene un termino correspondiente a cada uno de 
los n factores en el producto u x u 2 . . . u n . Es facil establecer esta extension de la 
regia del producto (vease el problema 62 ) paso a paso (despues con n = 4, luego 
con n - 5, etcetera). 

Nuestro siguiente resultado nos indica como determinar la derivada del 
reciproco de una funcion si conocemos la derivada de la funcion. 


La regia del reciproco 

Si/es derivable en x yf (jc) * 0, entonces 

p -L = - f w (17) 

fix) l/W ] 2 ' 

Si w = /(jc), la regia del reciproco toma la forma 


d ( 1 \ _ 1 du 

dx u \ u 2 dx 


(1 T) 


v j 

Si no existe duda sobre cual es la variable independiente, podemos 
escribir 


f-Y 

u 

V / 



(17") 
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Demostracion Como en la demostracion del teorema 4, usamos las propiedades 
de los limites, la definition de la derivada, y el hecho de que una funcion es 
continua si es derivable (por el teorema 4 de la section 2.4). Ademas, observe que 
fix + h) * 0 para h cercana a cero, pues / (jc) * 0 y / es continua en * (vease el 
problema 16 del apendice B). Por tanto, 


D f{x) S?o /*(/(* + h) 


!_ L\ = lim M ~ f (x t *) 


fix)/ 


= - lim 


1 


h-of(x + h)f(x) 


lim 

h^O 


h ~ o hf(x + h)f{x) 
fix + H) - f(x) 


_ _ fix) 


[fix)] 2 


□ 


EJEMPLO 7 Con f(x) = x 2 + 1 en la ecuacion (17), obtenemos 

D 1 = Dif + 1) = 2x 

X 2 +1 (x 2 + l) 2 ( X 2 + l) 2 ' 


Combinamos ahora la regia del reciproco con la regia de la potencia para 
exponentes enteros positivos para establecer la regia de la potencia para exponen- 
tes enteros negativos. 


Teorema 5 Regia de la potencia para un entero negativo n 

Si n es un entero negativo, entonces Dx n = nx 


Demostracion Sea m = -n, de modo que m es un entero positivo. Entonces 


Dr" = n— = = mxm ~ 

X m ( X m ) 2 X 2 ” 


= i—m)x < '~ m) ~ l = 


nx 


□ 


Esta demostracion muestra ademas que la regia del teorema 5 es valida 
exactamente cuando la funcion por derivar esta definida: cuando^ ^ 0. 


EJEMPLO 8 

D — ~ 2 6 J + 7 = D{\x 2 - 3*- + 3*- 2 ) 

= |C2jc) - 3(-^ 2 ) + l(-2x - 3 ) = 5x + - 2 ~- 

X X 3 

La clave es ££ dividir” antes de derivar. 


Ahora aplicamos la regia del producto y la regia del reciproco para obtener 
una regia de derivation para el cociente de dos funciones. 


Teorema 6 La regia del cociente 

Si/yg son derivables en x y g(x) * 0, entonces f/g es derivable en x y 
D /W = f'jx)g(x) - f(x) g'(x) 
six) [g(r)] ! 
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Si u =/(x) y *0 = g (x), esta regia toma la forma 


d 

dx 


du dx> 

_ dx dx 


*0 


*0 


(18') 


v j 

Si es claro cual es la variable independiente, podemos escribir la regia del 
cociente como 


X) 

\ ) 


u'X) - U X) ' 

2 

*0 


(18") 


Demostracwn 


Esto implica 


Aplicamos la regia del producto a la factorization 


g(x) 



D n =[D/w] 'ife +/w ' D i 5 ) 


fix) , . (_ g'ix ) \ _ f'jx)gjx) - /(*)g'U) 
' gix) nx) ' { [g(x)fj [gU )] 2 


□ 


Observe que el numerador en la ecuacion (18) no es la derivada del producto 
de/y g. El signo menos significa que el orden de los terminos en el numerador es 
importante. 


EJEMPLO 9 Determine dz/dt, dado que 

= 1 ~ l l 

1 + t* 

Solution Los apostrofos denotan las derivadas con respecto de t. Con t (en vez 
de*) como la variable independiente, la regia del cociente implica 

dz (1 - f 3 V(l + n - (1 ~ ? 3 )(1 + fy 

dt (i + n 2 

(— 3/ 2 )(l + t 4 ) - (1 - / 3 )(4r 3 ) _ t 6 - 4 1 3 - 3 1 2 

(i + n 2 (i + t A y ' 


3.2 Problemas 


Aplique las reglas de derivation de esta section para deter- 
minar las derivadas de lasfunciones en los problemas 1 a 40. 

1. f(x) = 3* 2 - * + 5 

2. g(t) = 1 - 3 1 2 - It* 

3. f(x) = (2x + 3)(3* - 2) 

4. g(x) = (2* 2 - 1)(* 3 + 2) 

5. h(x) = (x + l) 3 


6 . g(t) = (4/ - 7 ) 2 
8 . fix) = 4x* - 

10 - AO = ^7 

12 . fix) = - l — 


7. Ay) = yi2y - l)( 2 y + 1 ) 


9. gix) = 


1 

JC + 1 


1 


JC - 1 


11. h(x) = 


3 

JC 2 + JC + 1 
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13. *(<) = (t 2 + 1)(< 3 + t 2 + 1) 

14. /(a) = (2a: 3 - 3)(17a 4 - 6a + 2) 

15. g(z) = ^z~f 


16. f(x) = 


2 z 3z 2 

2a: 3 — 3a 2 + 4a — 5 


17. g(y) = 2y(3y 2 - 1)(> 2 + 2y + 3) 


18. /(a) = 
20 . m(a) = 

22. h( a) = 

23. g( a) = 

25. $(a) = 


- 


19. g(l) = 


l - 


t 2 + 2t + 


(a + 2) 2 
2a 3 + a 2 — 3a + 17 


21. v(t) = 


(< - l ) 3 


2x — 5 


3* 


jc 3 + 7jc — 5 


24. /(<) = 


1 


t + - 
t 

- ■ 


26. /(a) = 


A 2 + 


A 4 + 


27. y = a 3 - 6a 5 + §a" 4 + 12 


3 4 . 
28. > =-;-5 


30. y = 
32. y = 
34. y = 


X X 

lx - 3x 2 + 2x 4 


29. y = 


x 2 + 


5 — 4x 2 + 


5 jc 2 


jc(jc 2 + 2jc + 2) 


31- y = 3* - 


x X + 

33. y = -r + 


4x~ 


36. y = x 2 [2x 3 - — 


4x L 


38. y = 


40. y = 


(x 2 - 3) 2 
^ + 10 


35. y = 
37. > = 

39. y = 


3 jc 

jc" - 4jc + 5 


jc — 

r3 - 


jc 2 + 9 
2jc 2 


A + 1 


En los problemas 41 a 50, escriba una ecuacion de la recta 
tangenge a la cun>ay =f(x) en el pun to P dado sobre la cun>a. 
Exprese la respuesta en la forma ax + by = c. 


45. y = x 3 + 3x 2 - 4x - 5; P( 1, -5) 

4 ‘-* = (i - p(2 - i) 

47. > = 2-1; P(— 1, 7) 

JC Z JC J 

* l), = 57Tl ; f,<2 '°' 5) 


50. y = r-— 2 ; P( 2.-2) 

1 - JC Z 


51. Aplique la formula del ejemplo 5 para responder las 
siguientes dos preguntas. (a) Si se calientan 1000 cm 3 de agua 
que inicialmente estan a 0°C, ^,se dilata o contrae inicialmen- 
te? (b) ^Cual es la razon (en cm 3 /°C) con la que se dilata o 
contrae inicialmente? 

52. El peso de Susana en libras esta dado por la formula 
W= (2 x 10 9 ) / R 2 , dondei? es su distancia en millas al centro 
de la Tierra. ^Cual es la razon de cambio de W con respecto 
de R cuando R = 3960 millas? Si Susana asciende una mon- 
tana, desde el nivel del mar, <?,con que razon en onzas por milla 
(vertical) decrece su peso inicialmente? 

53. El tanque conico que se muestra en la figura 3.2.3 tie- 
ne un radio de 160 cm y una altura de 800 cm. El agua sale 
por un pequeno orificio en el fondo del tanque. Cuando la 
altura h del agua en el tanque es 600 cm, ^cual es la razon de 
cambio del volumen V con respecto de hi 



Figura 3.2.3 El tanque que se vacia, problema 53 


41. y = x 3 ; P( 2, 8) 

42. y = 3.C 2 — 4; P( 1, -1) 

43. y = ——r; P(2, 1) 

JC — 1 

44. > = 2a--; P(0.5, - 1) 

JC 


54. Determine las intersecciones con los ejes de la recta 
tangente a la curva y = jc 3 + jc 2 + jc en el punto (1,3) (figura 
3.2.4). 

55. Determine una ecuacion para la recta que pasa por el 
punto (1, 5) y es tangente a la curva y - jc 3 . [Sugerencia: 
Denote (a, a 3 ) al punto de tangencia, segun se indica en la 
figura 3.2.5. Determine mediante inspeccion las soluciones 
enteras pequenas de la ecuacion cubica resultante en «.] 
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Figura 3.2.4 La recta Figura 3.2.5 La recta 

tangente del problema 54 tangente del problema 55 

56. Determine dos lineas que pasen por el punto (2,8) y sean 
tangentes a la curva y = jc 3 . [Vease la sugerencia para el 
problema 55.] 

57. Demuestre que ninguna linea recta puede ser tangente a 
la curva y = jc 2 en dos puntos distintos. 

58. Determine las dos lineas rectas de pendiente -2 que son 
tangentes a la curva y- 1 /jc. 

59. Sea n £ 2 un entero fijo, pero no especificado. Determine 
la intersection con el eje jc de la recta tangente a la curva y = 
jc" en el punto P(jco, yo). 

60. Demuestre que la curva y = x s + 2x no tiene tangentes 
horizontales. ^Cual es la pendiente minima que puede tener 
una tangente a esta curva? 

61. Aplique la ecuacion (16) con n = 3 y u } = u 2 = =/(x) 

para mostrar que 

D([f(x)] 3 = 3[Ax)] 2 f'(x). 

62. (a) Escriba primero u l u 2 u 3 u 4 = (u x u 2 uf)u 4 para verificar la 
ecuacion (16) para n = 4. (b) Despues, escriba u x u 2 u 2 u 4 u 5 = 
(, u x u 2 u 3 u 4 )u 5 y aplique el resultado de la parte (a) para verificar 
la ecuacion (16) para« = 5. 

63. Aplique la ecuacion (16) para mostrar que 

wwr=«[/wr!r« 

si n es un entero positivo y /'(jc) existe. 

64. Use el resultado del problema 63 para calcular D(x 1 + 
jc+ l) 100 . 

65. Determine g '(jc), si g(jc) = (x 3 - 1 7 jc + 35) 17 ' 

66. Determine constantes a, b, c y d tales que la curva 
y = ax? + bx 1 + cx + d tenga rectas tangentes horizontales en 
los puntos (0, 1) y (1, 0). 

En relation con los problemas 67 a 71, las figuras 3.2.6 a 
3.2.9 muestran las curvas 


y = 


x n 

1 + jc 2 


para n = 0, 1, 2, 3. 

67. Muestre que para n = 0 y n = 2, la curva solo tiene un 
punto donde la recta tangente es horizontal (figuras 3.2.6 y 
3.2.8). 


Figura 3.2.6 La grafica de Figura 3.2.7 La grafica de 
1 jc 



Figura 3.2.8 La grafica de Figura 3.2.9 La grafica de 


68. Cuando n = 1, existen dos puntos sobre la curva, donde 
la recta tangente es horizontal (figura 3.2.7), Determinelos. 

69. Muestre que para « £ 3, (0, 0) es el unico punto de la 
grafica de 


y = 


x n 

1 + jc 2 


en donde la recta tangente es horizontal (figura 3.2.9). 

70. La figura 3.2.10 muestra la grafica de la derivada /'(jc) 
de la funcion 


fix) = 


1 + JC 2 ' 


Parece que existen dos puntos sobre la grafica de^ =/( x) 
donde la recta tangente tiene pendiente 1. Determinelos. 

71. En la figura 3.2.10, parece que existen tres puntos en la 
curva y = f '(jc) tales que la recta tangente es horizontal. 
Determinelos. 


Figura 3.2.10 La grafica de 

’ - 4T7) 

de los problemas 70 y 71 



X 
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3.3 

La regia de la cadena 


En la seccion 3.2 vimos como derivar polinomios y funciones racionales. Pero es 
frecuente que necesitemos derivar potencias de tales funciones. Por ejemplo, si 

>■ = [/(*)?, 0 ) 

entonces la extension de la regia del producto [ecuacion (16) en la seccion 3 . 2 ] 
implica 


T- = D[f(x).f(x).f(x)] 


= f'(x)f(x)f(x) + f(x)-f'{x)-f{x) + f(x)-f(x)f'(x). 


por lo que al agrupar terminos obtenemos 

£ = 3 [f(x)] 2 f'(x). ( 2 ) 

^Es una sorpresa que la derivada de [f(; c )] 3 no sea simplemente 3[/(jt)] 2 , lo que 
seria de esperarse en analogia con la formula (correcta) Dp? = 3X 2 ? Existe un factor 
adicional f\x) cuyo origen puede explicarse si escribimosy = [f(: c )] 3 en la forma 


Entonces 


y = w 3 con « = f(x). 

% - OT, 

£ = 3« 2 = 3 [f(x)]\ y 


por lo que la formula para la derivada de la ecuacion ( 2 ) tiene la forma 


( 3 ) 


dy _ 


du 

dx 

du 

dx 


( 4 ) 


La ecuacion (4), la regia de la cadena, es valida para cualesquiera dos funciones 
derivables y = g(u ) y u =f(x). La formula en la ecuacion (2) es simplemente el 
caso particular de la ecuacion (4) en que g(u) = w 3 . 


EJEMPLO 1 Si 

y - (3* + 5) 17 , 


no seria practico escribir el desarrollo binomial de la potencia 17 de 3 jc + 5: El 
resultado seria un polinomio con 18 terminos y jalgunos de los coeficientes 
tendrian 14 digitos! Pero si escribimos 

y = w 17 con u = 3jc + 5, 


entonces 


dy 

du 


- 17a 1 


du 

dx 


3. 
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Por tanto, la regia de la cadena implica 


D(3x + 5) n = x = ? ' ? = ( 17 “‘ 6 )( 3 ) 
dx du dx 

= 17(3jc 4- 5) 16 -3 = 51(3jc 4- 5) 16 . 


La formula de la ecuacion (4) es una formula que, una vez aprendida, es poco 
probable de olvidar. Aunque dy/du y du/dx no son fracciones (solo son simbolos 
que representan las derivadas g'(u) y f\x)) es como si fueran fracciones, en 
las que el du del primer factor se “cancela” con el du del segundo. Por supuesto, 
tal “cancelacion” no demuestra la regia de la cadena tanto como la cancelacion de 
las d demuestra que 

dy y 

— — - (un absurdo). 

dx x 

Sin embargo, es una excelente via para recordar la regia de la cadena. Tales 
manejos de las diferenciales son tan sugerentes (aunque no sean validos) que 
jugaron un papel importante en el desarrollo inicial del calculo, durante los siglos 
XVII y XVIII. Entonces se demostraron muchas formulas que posteriormente se 
mostro eran validas (aunque algunas formulas eran tambien incorrectas). 


x barriles de petroleo crudo 



y gramos de petroquimico 

I 

Figura 3.3.1 La refinacion del 
petroleo con dos procesos 
(ejemplo2) 


E JEMPLO 2 Para una interpretation fisica de la regia de la cadena, imaginemos 
una refineria que primero fabrica u litros de gasolina a partir de jc barriles de 
petroleo crudo. Entonces, en un segundo proceso, la refineria fabrica y gramos 
de un petroquimico comercial a partir de los u litros de gasolina. (Los dos procesos 
se ilustran en la figura 3.3.1.) Entonces, y es una funcion de u y u es una funcion 
de x, por lo que la salida final y es tambien una funcion de la entrada x. 
Consideremos las unidades en las que se miden las derivadas de estas funciones. 


dy. g 

du L 

du L 
dx barril 


(gramos de petroquimico 
por litro de gasolina) 

(litros de gasolina 
por barril de petroleo) 


dy. g 

dx barril 


(gramos de petroquimico 
por barril de petroleo) 


Cuando incluimos estas unidades en la ecuacion (4), obtenemos 


dy g = (dy g\ (du % \ 
dx barril \du %) \dx barril / 

= (dy du\_ g_ 

\du dx) barril ‘ 


Esta cancelacion de las unidades parece confirmar la validez de la regia de la 
cadena (al menos en esta aplicacion). Por ejemplo, si obtenemos 3 gramos de 
petroquimico por cada litro de gasolina y 75 L de gasolina por barril de petroleo, 
^como podriamos equivocamos al obtener 225 = 3-75 gramos de petroquimico 
por barril de petroleo? 
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Aunque la ecuacion (4) es una afirmacion memorable de la regia de la cadena 
en notacion diferencial, tiene la desventaja de que no especifica los valores de las 
variables donde se evaluan las derivadas. Este problema se resuelve mediante el 
uso de la notacion funcional para las derivadas. Escribamos 

y = g(u), u = f{x), y = h(x) =g(f(x)). (5) 

Entonces 


y 


du 

dx 


fix). 


Tx = 


J u = g'iu) = g'ifix)). 


( 6 ) 


La sustitucion de estas derivadas en la ecuacion (4) plantea la regia de la cadena 
en la forma 


h\x)-g'ifix)) fix) 


( 7 ) 


Esta version de la regia de la cadena proporciona la derivada de la composition 
h = g °/de dos funciones g y/en terminos de sus derivadas. 


Teorema 1 La regia de la cadena 

Suponga que/es derivable en jc y que g es derivable en/ (jc). Entonces la 
composition h = gof definida por h(x) =g(f (jc)) es derivable en jc y su 
derivada es 

h\x) = D\g(fix)))= g’ifix)) fix). (8) 


nota Aunque la derivada de h - g of es un producto de las derivadas de/y g, 
estas dos derivadas se evaluan en puntos distintos . La derivada g' se evalua en 
/(*), mientras que/' se evalu a en jc. Para un numero particular jc = a y la ecuacion 
(7) nos dice que 

h’ia) =g’ib) fia), donde b = fa). (9) 

EJEMPLO 3 Si h{x) = gif (x)), donde fy g son funciones derivables, y 
/(2) = 17, /'(2) = -3, y *'(17) = 5, 

entonces la regia de la cadena implica 

h'i 2) = *'(/(2))-/'(2) = *'(17)-/'(2) = (5)(-3) = -15. 


ESBOZO DE LA DEMOSTRACI 6 N DE LA REGLA DE LA CADENA 


Para dar un esbozo de la demostracion de la regia de la cadena supongamos que 
tenemos funciones derivables y = g(u) y « = /(x) y queremos calcular la derivada 


£ - lim £ = lim «(/(> + ~ SUM 

dx &x-*o Ax sx^o Ax 


( 10 ) 
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La forma diferencial de la regia de la cadena sugiere la factorizacion 


Ay _ Ay Am 
A x Am Ax 


La propiedad del producto para Hmites implica entonces 

Am\ _ dy du 


dy = .. Am = 
dx 4 ™o Am Ax 


by 

lim — 
a«—* o Am 


lim . 
Ax-o Ajc 


du dx 


Esto bastara para demostrar la regia de la cadena siempre que 

Am = f{x + Ax) - /(x) 


(ID 


( 12 ) 


(13) 


es una cantidad distinta de cero que tiende a cero cuando Ax —► 0. Es cierto que 
Am ~>0 cuando Ax ->0, pues/es derivable y por lo tanto continua. Pero aun es 
posible que Am se anule para algunos (incluso todos) valores no nulos de Ax. En 
tal caso, la factorizacion de la ecuacion ( 11 ) incluiria el paso no valido de la 
division entre cero. Asi, nuestra demostracion esta incompleta. Una demostracion 
completa de la regia de la cadena aparece en el apendice D. 


generalizaci 6 n de la regla de la potencia 

Si sustituimos/(x) = u y f'(x) = du/dx en la ecuacion ( 8 ), obtenemos la forma 
hibrida 


Dxg(u) = g'(u) — (14) 

de la regia de la cadena, que por lo general es la forma mas util para los fines 
puramente de calculo. Recuerde que el subindice x en D„ especifica que g(u) se 
deriva con respecto de x y no con respecto de m. 

Seag(M) = U" en la ecuacion (14), donde n es un entero. Comog'( M ) = 
obtenemos 

D,m" = «m" (15) 
dx 

la version de la regia de la cadena para la regia de la potencia. Si m =f(x) es una 
fun cion derivable, entonces la ecuacion (15) dice que 

Dlf{x)] n = n[/(x)]""‘/'(x). (16) 

[Si n - 1 < 0, debemos agregar la condicion de que f{x) * 0 para que el lado derecho 
de la ecuacion (16) tenga sentido.] Nos referiremos a esta version de la regia de 
la cadena para la regia de la potencia como la generalizacion de la regia de la 
potencia. 

EJEMPLO 4 Para derivar 


escribimos primero 


1 

^ " ( 2 x 3 - x + If’ 
y = (2x 3 ~ x + 7 ) -2 
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para aplicar la generalization de la regia de la potencia, ecuacion (16), con n = -2. 
Esto implica 


dy 

dx 


(~2)(2x 3 - x + 1)~ 3 D{2x 3 - x + 7) 


= (~2)(2x 3 - x + 7)~ 3 (6x 2 - 1) = 


2(1 - 6x 2 ) 
(2x 3 - x + l) 3 ' 


EJEMPLO 5 Determinar la derivada de la funcion 


h(z) = 


z ~ 1 
z + 1 


Solution La clave para aplicar la generalizacion de la regia de la potencia es 
observar de quien es potencia la funcion dada. En este caso, 


h(z) = w 5 , donde u =- 

z + 1 


y z, nox, es la variable independiente. Por lo tanto, aplicamos primero la ecuacion 
(15) y despues la regia del cociente para obtener 


h'(z) = 5u< ^ = 5 
dz 


z ~ 1 
z + 1 


D, 


z ~ 1 
z + 1 


Z - I V . (Dfe + 1) - (z - 0(1) 
.z + 1/ (z + l) 2 


' z - i y 2 = 10 (z ~ l) 4 

z + 1/ (z + l) 2 (z + l) 6 


La importancia de la regia de la cadena esta mas alia de la derivacion de 
funciones potencia ilustrada en los ejemplos 1, 4 y 5. En secciones posteriores 
aprenderemos a derivar funciones exponenciales, logaritmicas y trigonometricas. 
Cada vez que aprendamos una nueva formula de derivacion (para la derivada 
g'(x) de una nueva funcion g(jc)), la formula de la ecuacion (14) nos proporciona 
de inmediato la version regia de la cadena de esa formula, 

D x g{u) = g’(u)D x u. 

El paso de la regia de la potencia Dx" = a la generalizacion de la regia de la 
potencia D x u n = nu n ~ ] D x u es nuestra primera instancia de este fenomeno general. 


APLICACIONES DE LA RAZON DE CAMBIO 

Suponga que la cantidad fisica o geometrica p depende de la cantidad q y que a su 
vez depende del tiempo t. Entonces, la variable dependiente p es funcion de la 
variable intermedia y de la variable independiente t. Por tanto, las derivadas que 
aparecen en la formula de la regia de la cadena 

dp _ dp dq 
dt dq dt 
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son razones de cambio (como en la seccion 3.1) de estas variables con respecto de 
la otra variable. Por ejemplo, suponga que un globo esferico se infla o desinfla. 
Entonces su volumen V y su radio r estan cambiando con el tiempo t, y 

dV _dV dr 
dt dr dt " 

Recuerde que una derivada positiva indica una cantidad creciente y que una 
derivada negativa indica una cantidad decreciente. 



Figura 3.3.2 El globo esferico 
con volumen y = ^r 3 
(ejemplo 6 ) 


EJEMPLO 6 Se infla un globo esferico (figura 3.3.2). El radio r del globo 
aumenta a razon de 0.2 cm/segundo cuando r = 5 cm. ^Con que razon aumenta el 
volumen V del globo en ese instante? 

Solucldn Dado que dr/dt - 0.2 cm/segundo cuando r = 5 cm, queremos deter- 
minar dV/dt en ese instante. Como el volumen del globo es 

V = ^vrr 3 , 

vemos que dV/dr = 4 nr 1 . Asi, la regia de la cadena implica 

— = - 7 - ■ - 7 - = 47 rr 2 ^j = 47 t(5 ) 2 (0.2) ** 62.83 (cm/s) 
dt dr dt dt 

en el instante en que r = 5 cm. 


En el ejemplo 6 no necesitamos conocer r explicitamente como funcion de t. 
Pero supongamos que sabemos que despues de t segundos el radio (en centimetros) 
de un globo que se infla es r = 3 + (0.2)/ (hasta que el globo explota). Entonces, 
el volumen del globo es 



= tttL + 4 


por lo que dV/dt esta dada explicitamente como funcion de t por 


dV 

dt 




= Ui + 4 


2 


EJEMPLO 7 Imagine una gota de lluvia, esferica, que cae a traves del vapor de 
agua en el aire. Suponga que el vapor se adhiere a la superficie de la gota de modo 
que la razon de crecimiento de la masa M de la gota con respecto del tiempo es 
proporcional al area S de la superficie de la gota. Si el radio inicial de la gota es, 
de hecho, cero, y el radio es r = 1 mm despues de 20 segundos, ^en que instante 
es el radio igual a 3 mm? 


Solution Sabemos que 



donde k es una constante que depende de las condiciones atmosfericas. Ahora, 
M = j7rpr 3 y S = 47rr 2 , 

donde p es la densidad del agua. Por tanto, con la regia de la cadena se obtiene: 


47 rkr 2 ~ kS 


dM _ dM dr 
dt dr dt ’ 
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es decir, 


47 rkr 2 = 4vpr 2 —. 


Esto implica que 

dr = k 
dt p’ 

una constante. Entonces, el radio de la gota crece a razon constante. Asi, si r tarda 
20 segundos en crecer hasta 1 mm, tardara un minuto para que crezca hasta 3 mm. 


3.3 Problemas 


En los problemas 1 a 12, determine dy/dx. 


1. y = (3* + 4 ) 5 


3. y = 


” ' 3a: - 2 " ' (2x+ l) 3 

5. y = (x 2 + 3x + 4 ) 3 6. y = (7 - 2a: 3 )~ 4 

7. y = (2 - x)V + x) 1 8. y = (x + * 2 ) 5 (1 + * 3 ) 2 

9. y = * + 2 IQ. y , 0 - * 2 > 3 

(3jc - 4 ) 3 y (4 + 5* + 6a: 2 ) 2 

11. y = [1 + (1 + a:) 3 ] 4 12 . y = [x + (* + * 2 )- 3 ]- 5 


2. y = (2 - 5a :) 3 

4 . y = -!- 


9. y = 


En los problemas 13 a 20, exprese la derivada dy/dx en 
lerminos de jc. 


13. y = (u + l ) 3 y u = — 


14 ’ ^ = 2« ~ 3m 2 y M = 2 ^ +1 

15. y = (1 + m 2 ) 3 y m = ( 4x - l ) 2 


16. y = u 5 y m = 


3a: - 2 


17. y = m(1 - m) 3 y m = — 


,o u x 

18. y = -- y m = -- 

M + 1 * AC + 1 


19. y = m 2 (m - m 4 ) 3 y m = -r 


20. y = 


(2m + l) 4 


y m = AC 


En los problemas 21 a 26, identijique una funcion u de xy un 
enlero n * 1 tales que f (x) = it". Calcule despues f'(x). 


21 . fix) = (2x - x 2 ) 2 22 . f{x) = 


2 + 5a : 3 


23. = 


(1 - cc 2 ) 4 


24. f(x) = (x 2 - 4x + l ) 3 


25. f(x) = 


26. fix) = 


(x 2 + x + l ) 7 


\x-l/ ' U + l ) 4 

Derive las funciones dadas en los problemas 27 a 36. 

27. g(y) = y + (2y - 3 ) 5 

28. hid = z 2 (z 2 + 4 ) 3 

29. ft!) - (» - js)’ 


30. GW - + 7 J I 

31. f(u) = (1 + u)\\ + W 2 ) 4 

32. g(w) = ( w 2 - 3w + 4)(w + 4) 5 


33. /i(i?) = u - 11 


_ /I 1 1 

/><» - (j + ? + p 


35. Ffe) (3 — 4 j + 5 z »)io 

36. G(: c) = {1 + [x + (jc 2 + jc 3 ) 4 ] 5 } 6 


En los problemas 37 a 44, dy/dx se puede determinar de dos 
formas (una mediante la regia de la cadena y la otra sin 
usarla). Use ambas tecnicaspara determinar dy/dxy compa¬ 
re las respuestas. (jDeben coincidir!) 

37. y = U 3 ) 4 = * 12 

38. y = x = (i)" 

39. y = (jc 2 - l) 2 = jc 4 - 2jc 2 + 1 

40. y = (l - jc) 3 = 1 - 3jc + 3jc 2 - jc 3 

41. y = (jc + l) 4 = jc 4 + 4jc 3 + 6jc 2 + 4jc + 1 
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42. y = (jc + I)" 2 = 


jc 2 + 2x + 1 


43. y = (jc 2 + I)" 1 = -y— - 

jc £ + 1 

44. y = (jc 2 + l) 2 = (jc 2 + 1)(jc 2 + 1) 

En la section 3.7 veremos que D x sen jc = cos jc (si x se rnide 
en radianes). Use este hecho y la regia de la cadena para 
determinar las derivadas de las funtiones en los problemas 
45 a 48. 


45. /(jc) = sen(jc 3 ) 46. g(t) = (sen*) 3 

47. g(z) = (sen2z) 3 48. k(u) =sen(l + senu) 

49. El radio de un circulo aumenta a razon de 2 pulgadas por 
segundo. ^Con que razon aumenta su area cuando el radio es 
de 10 pulgadas? 

50. El area de un circulo decrece a razon de 27Tcm 2 /seg. ^Con 
que razon decrece el radio del circulo cuando su area es 
757rcm 2 ? 

51. Cada arista jc de un cuadrado aumenta a razon de 2 pulga- 
das/segundo. ^Con que razon aumenta el area A del cuadrado 
cuando cada arista mide 10 pulgadas? 

52. Cada arista de un triangulo equilatero crece a razon de 2 
cm/segundo (figura 3.3.3). ^Con que razon aumenta el area 
del triangulo cuando cada arista mide 10 cm? 


Figura 3.3.3 El triangulo del problema 52, con area 
A = \ xh 

53. Un bloque cubico de hiclo se fundc dc modo que su arista 
decrece 2 pulgadas cada hora. <^Con que razon decrece su 
volumen cuando cada arista mide 10 pulgadas? 


54 . Determine/'HX sif(y) = h ( g(y )), h( 2 ) = 55 , g(- 1 ) = 2 , 
h'(2)=~\ y g'(-\) = 7. 

55. Dado que G(t) = h( 1) = 4,/'(4) = 3 y h'{ 1) = -6, 

determine G'(l). 

56. Suponga que /(0) = 0 y que/'( 0) = 1 . Calcule el valor de 
la derivada de/(/(/(jc))) en jc = 0. 

57. Se bombea aire en un globo esferico de modo que su 
radio r aumenta a razon de dr/dt = 1 cm/seg. ^Cual es la 
razon de aumento con respecto del tiempo, en centimetros 
cubicos por segundo, del volumen del globo, cuando 
r = 10 cm? 

58. Suponga que el aire se bombea al globo del problema 57 
a razon constante de 2007T cm 3 /seg. ^Cual es la razon de 
incremento del radio r con respecto del tiempo cuando 
r = 5 cm? 

59. El aire sale de un globo esferico a razon constante de 
30071 cm 3 /seg. ^Cual es el radio del globo cuando su radio 
decrece a razon de 3 cm/segundo? 

60. Un granizo esferico pierde masa por la fusion uniforme 
sobre su superficie, durante su caida. En cierto instante, su 
radio es 2 cm, y su volumen decrece a razon de 0.1 cm 3 /seg. 
^Que tan rapido decrece su radio en ese instante? 

61. Una bola de nieve esferica se funde de modo que la 
razon de decremento de su volumen es proporcional al area 
de su superficie. A las 10 A.M.,su volumen es 500 pulgadas 
cubicas y a las 11 A.M.su volumen es 250 pulgadas cubicas. 
^Cuando se fundira toda la bola de nieve? (Vease el ejem- 
plo 7.) 

62. Un bloque cubico de hielo con aristas de longitud 
20 pulgadas comienza a fundirse a las 8 a m. Cada arista 
decrece de manera uniforme de ahi en adelante y mide 8 
pulgadas a las 4 P.M. ^Cual fue la razon de cambio del volumen 
del bloque al mediodia? 

63. Suponga que u es una funcion de t>, que v es una 
funcion de w, que w es una funcion de jc y que todas estas 
funciones son derivables. Explique por que la regia de la 
cadena implica 

du _ du dv dw 
dx dv dw dx 



3.4 

Derivadas de 
funciones algebraicas 


En la section 3.3 vimos que con la regia de la cadena se obtiene la formula de 
derivacion 



si w = f(x) es una funcion diferenciable y el exponente n es un entero. Veremos 
en cl teorema 1 de esta seccion que esta regia de la potcncia generalizada no 
solo es valida cuando el exponente es un entero, sino tambien cuando es un numero 
racional r = p/q (donde p y q son enteros y q * 0). Recordemos que las potencias 
racionalcs se defmen en terminos de raices y potencias enteras como sigue: 
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Primero consideremos el caso de una potencia racional de la variable inde- 
pendientex: 

y = x p/q , ( 2 ) 

donde p y q son enteros, y q es positivo. Mostramos independientemente en la 
seccion7.1 queg(;c) = x p/q zs diferenciable si su derivada no involucra la division 
entre cero o una raiz par de un numero negativo. Suponiendo este hecho, elevamos 
a la potencia q - esima de cada lado de la ecuacion (2) para obtener 


y q = x" (3) 

[ya que (x p/ ‘ r f = x p ], Observe que la ecuacion (3) es una identidad: las funciones 
y y x v de x son identicas en su dominio de definition. Por tanto, sus derivadas con 
respecto dex deben ser identicas. Es decir, 


D x (y q ) = D x (x p )- 

®"" fx = px 

Para derivar el lado izquierdo, usamos la ecuacion (1) con u=yyn = q. Finalmente, 
despejamos la derivada: 


dy = px^ = P xP ^ 

dx qy q 1 q * 


~Q 



(x p/q ) 




= —x p ~ [ X p / q X~ p = — x ipfa)-l 

q q 

Asi, hemos mostrado que 


D x x plq = -x (p,q) ~\ 

q 

es decir, que la regia de la potencia 

D x x r = rx r ~ ] (4) 

es valida si el exponente r ~ plq es un numero racional (sujeto a las condiciones 
antes mencionadas). 

Mediante la ecuacion (4) podemos derivar una funcion “radical” (o “raiz”) 
sencilla, si primero la escribimos como una potencia con exponente fraccionario. 


EJEMPLO 1 


DVx = Dx ]/2 = ]-x 1/2 — —; 

2 VsTx 

DV? = Dx 3/2 = — jt 1/2 = -Vjc; 

2 2 


D ~r!= = Dx~ 2/3 = 

V7 2 



2 

3^y' 


Para la forma mas general de la regia de la potencia, sea 


y = 
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donde u es una funcion diferenciable de jc y r =p!q es racional. Entonces 


dy 

du 


ru 


r— 1 


por la ecuacion (4), de tal manera que con la regia de la cadena se obtiene 

dy _ dy du _ du 
dx du dx dx 


Asi, 


D x u r = ru 


r— 1 


du 
~dx ’ 


que es la regia de la potencia generalizada para exponentes racionales. 


(5) 


Tcorcma 1 Regia generalizada de la potencia 

Si r es un numero racional, entonces 

D.xtf(x)Y = rV(x)rr(x) ( 6 ) 

dondequiera que la funcion/sea diferenciable y el lado derecho este 
definido. 


“El lado derecho de la ecuacion (6) esta definido” signifies que f\x) exista, que 
no haya division entre cero, y que no aparezean raices pares de numeros negativos. 

EJEMPLO 2 


DV4 - x 2 = D(4 - x 2 ) i/2 = 1(4 - *T 1/2 D(4 - x 2 ) 
= 5(4 - x 2 )~' /2 (-2x); 


DV4 - x 2 


JC 


V4 - JC 2 


(7) 


excepto si x = ±2 (division entre cero) o si |jc| > 2 (raiz cuadrada de un numero 
negativo). Asi, la ecuacion (7) es valida si - 2 < jc < 2. A1 escribir las derivadas 
de funciones algebraicas, por lo general omitimos esta limitacion, a menos que 
sean pertinentes para algun proposito especifico. 


Un modelo para la aplicacion de la regia de la potencia generalizada es 
£>*[***]" — D x [***] 9 

donde *** representa una funcion de.r y (conio sabemos) n puede ser un entero 0 
una fraccion (un cociente de enteros). 

Pero para derivar una potencia de una funcion , debemos reconocer primero 
de cual funcion es dicha potencia. Asi, para derivar una funcion con raices (o ra¬ 
dicals), primero la “preparamos” para una aplicacion de la regia de la potencia 
generalizada al escribirla como una funcion potencia con exponente ffaccionario. 
Los ejemplos 3 a 6 ilustran esta tecnica. 
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EJEMPLO 3 Si 


entonces 



Figura 3.4.1 La grafica de la 
funcion raiz cubica 



y = 5a 3/2 - 2x l/3 , demodoque 


dy 

dx 



2 

3 ^' 


EJEMPLO 4 Si/[-v) = 3 - 5a y r = 7, la regia de la potencia generalizada produce 
D(3 - 5 x) 7 = 7(3 - 5x) 6 D(3 - 5x) 

= 7(3 - 5x) 6 (-5) = -35(3 - 5 a) 6 . 

EJEMPLO 5 Si/fr)- 2 a 2 -3a + 5 y r= 1/2, la regia de la potencia generalizada 
produce 

DV 2a: 2 - 3a: + 5 = D(2a 2 - 3a: + 5) ,/2 

= ^(2a 2 ~ 3x + 5)~' /2 D{2x 2 - 3x + 5) 

= 4a - 3 
2V2a 2 - 3a + 5' 

EJEMPLO 6 Si y = [5a + ^ (3a - l) 4 ] 10 , entonces la ecuacion (5) con u = 
5a + (3a - \)* n se obtiene 


dx = 10y9 Jx = W[5x + (3;c “ + O* - 1) 4/3 ] 

= 10[5a + (3a - 1) 4/3 ] 9 [D(5a) + D(3a - 1) 4/3 ] 

= 10[5a + (3a - l) 4/3 ] 9 [5 + |(3 a - l) l/3 (3)] 

= 10[5a + (3a - l) 4/3 ] 9 [5 + 4^37^7]. 


RECTAS TANGENTES VERTICALES 

La figura 3.4.1 muestra la grafica de la funcion 

y = ^/x = a i/3 . 

Su derivada, 

^ = I.-2/3 = _!_ 
dx 3 X 3^7’ 

crece sin limite si .v -» 0, pcro no existe en a = 0. Por consiguiente, la definicion 
de la recta tangente de la scccion 2.1 no se aplica a esta grafica en (0, 0). Sin 
embargo, la figura sugiere considerar la recta vertical a = 0 como la recta tangente 
a lacurvay = .v l/3 en el punto (0, 0). Observaciones como esta motivan la siguiente 
definicion. 
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Definition Recta tangente vertical 

La curva y = /(x) tiene una recta tangente vertical en el punto ( a,f(a)) 
siempre que/sea continua en a y que 

| f\x) | -» + oo cuando x -» a. (8) 


El requerimiento de que/sea continua enx = a implica que/(a) debe estar 
definida. No tendrla sentido preguntarse por una recta tangente (vertical o no) a 
la curvay = \lx donde x = 0. 

Si/esta definida (y es derivable) en un solo lado de x = a, entenderemos en 
la ecuacion (8) que |/'(x) | -»+ °° cuando x tiende a a desde ese lado. 


EJEMPLO 7 Determine los puntos en la curva 


y = /(*) = x Vl — x 2 , —1 = x = 1, 


donde la recta tangente es horizontal o vertical. 



Figura 3.4.2 La grafica de 
f{x) = xVl - x 2 ,-i^x^l 
(ejemplo 7) 


Solution Derivamos usando primero la regia del producto y despues la regia de 
la cadena: 

fix) = (i - *r 2 + ^d - x r i/2 (-2x) 

= (1 -xT' /2 [(\ ~ x 2 )- x 2 ] = ±^M= 

Vl - x 2 

Asi, fix) = 0 solo cuando el numerador 1 - lx 2 se anula; es decir, cuando x = 
+1/V2. Como/(±l / V2 ) = ± 0.5, la curva tiene una recta tangente horizontal en 
cada uno de los dos puntos (1 / V"2, 0.5) y (-1/VT, -0.5). 

Tambien observamos que el denominador V 1 - x 2 tiende a cero cuando 
x -» - 1 + y cuando x -* + 1", Ya que/(±l) = 0, vemos que la curva tiene una 
recta tangente vertical en cada uno de los dos puntos (1, 0) y (- 1, 0). La grafica 
de/se muestra en la figura 3.4.2. 


3.4 Problemas ^ 


Derive las funciones dadas en los problemas 1 a 44. 


1. fix) = 2. fix) = 9 VT 3 —jp 

v x v x 

1 

VV - 6x 
7 + 2x - 3x* 


3. fix) = V27TT 4. fix) = 
6 - x 2 


5. fix) = 


Vx *• M ' 


= (2x + 3) 3/2 

8 . fix) = 

(3x + 4) 4/3 

= (3 - 2x 2 Y w 

10. fix) = 

(4 - 3x 3 ) _2/3 

= Vx 3 + 1 

12. fix) = 

1 

(x 4 + 3) 2 

= V2x 2 + 1 

14. fix) = 

X 

Vl + X 4 


15. fit) = V2p 

17. fix) = (2x 2 - x + 7) 3/2 

18. g(z) = (3z 2 - 4) 97 
1 


16 - g(t) = >£ 


19. gix) = 


(* - 2x 3 ) 4/3 


20. fit) = [r 2 + (1 + 0 4 ] 5 


21. fix) = xVi - x 2 22. *(*) = 


t 2 +1 


23. fit) = 

«./(,)-(,-i) 


26. g(z) = 


Vl + z 2 




5/3 
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29. f{x) 
31. /(*) 


^1 - * 2 30. g(x) = Vx + V~x 

x(3 - 4a:) 1/2 32. g(t) = ![/-(]+ ,*)*/*] 
(1 - * 2 )(2a: + 4) 4/3 


33. /« 

34. /(*) = (1 - a:) 1/2 (2 - x) 


1/3 


35. *(/) 

36. f(x) 

37. /« 




1 + t)( 3/ 2 + l) l/2 
c 2 ) 10 

38. hiz) = iz~ l) 4 (z + l) 6 


ac(1 + 2a: + 3a: 2 ) 10 
2a: - 1 


(3a: + 4) 5 
ilx + l) l/2 


39. fix) = 

40. fix) 

41. h(y) ■■ 

42. fix) = Vl -tyj 43 . *(/) = V/ + V/ + Vi 

44./W = * 3 Jl --J— 

> a: 2 + 1 


(3a: + 4) l/3 
; (1 - 3 a: 4 ) 5 (4 - x) 1/3 

Vl + y 


Para carfa una de las curvas dadas en losproblemas 45 a 50, 
determine lodos los puntos de la grafica donde la recta 
langente es horizontal o vertical. 


45. y = a: 2/3 46. y = xV4 - a: 2 

47. y = x' /2 - x 3/ 2 48. v = 1 

V9 - a: 2 

49, y = 50 - y = v d - ^ 2 )( 4 - * 2 ) 

51. El peri(xlo de oscilacion P (en segundos) de un pendulo 
simple de longitud L (en pies) esta dado por P = 2k A L /g, 
donde g = 32 pies/seg 2 . Determine la razon de cambio de P 
con respecto de L cuando P = 2. 

52. Determine la razon de cambio del volumen V = 4/3 nr* 
de una esfera de radio r con respecto del area de su super- 
ficie A = 4 nr* cuando r = 10. 

53. Determine los dos puntos del circulox 2 +y= 1 donde la 
pendiente de la recta tangente es - 2 (figura 3.4.3). 



54. Determine los dos puntos del circulo x 2 +y 2 = 1 donde la 
pendiente de la recta tangente es 3. 

55. Determine una recta que pase por el punto P( 18,0) y sea 
normal a la recta tangente a la parabola^ = x 2 en algun punto 
Q(a, a 1 ) (figura 3.4.4). [Sugerencia: Obtendr& una ecuacion 
cubica en la variable a. Determine por inspeccion una raiz 
entera pequena r. El polinomio cubico es entonces el producto 
de a - r y un polinomio cuadratico; puede encontrar el factor 
cuadr&tico dividiendo entre a - r el polinomio cubico.] 



Figura 3.4.4 La tangente y la normal del problema 55 

56. Determine tres rectas distintas que pasen por el punto 
P(3, 10), normales a la parabola^ = jr (figura 3.4.5). [Vease 
la sugerencia del problema 55. Este problema requiere una 
buena cantidad de calculos realizados con una calculadora.] 



Figura 3.4.5 Las tres rectas normales del problema 56 

57. Determine dos rectas distintas que pasen por el punto 
P( 0, 2.5), normales a la curva(figura 3.4.6), 



Figura 3.4.6 Las dos rectas normales del problema 57 
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58. Verifique que la recta tangente en el punto P de la curva 
x 2 + y 1 = a 1 es perpendicular al segmento radial OP (figura 
3-4.7). 

59. Considere la ecuacion cubica x 3 = 3x + 8. Si derivamos 
cada lado con respecto de x, obtenemos 3X 2 = 3, que tiene las 
dos soluciones x = 1 y x = - 1. Pero ninguna de estas es 
solution de la ecuacion original. ^Que fallo? Despues de todo, 
en varios ejemplos y teoremas de esta seccion, parecia que 
derivabamos ambos lados de una ecuacion. Explique cuida- 
dosamente por que la derivacion de ambos lados de la ecua¬ 
cion (3) es valida y por que la derivacion en este problema no 
lo es. 



3.5 

Maximos y minimos 
de funciones en 
intervalos cerrados 


Con frecuencia, en muchas aplicaciones necesitamos determinar el valor maximo 
(el mas grande) o el minimo (el mas pequeno) que puede alcanzar una cantidad 
especifica. El problema del corral de los animales de la seccion 1.1 es un ejemplo 
tipico de un problema de aplicacion de maximos y minimos. Ahi analizamos el 
corral de los animales que se muestra en la figura 3.5.1, con el costo en dolares 
por pie para sus cuatro lados. Mostramos que si se cuenta con $100 en material 
para construir el corral, entonces el area A =/(x) esta dada como una funcion de 
su base x por 


_X_ 

$5 

y $5 $5 y 


_J_$]_|_ 

- v Pared 

Figura 3.5.1 El corral de los 
animales 


f{x) = M30 - x), 30. (1) 

De aqui que la pregunta del area mas grande posible del corral de los animales 
sea equivalente al problema puramente matematico de determinar el valor 
maximo que puede alcanzar la funcion f{x) = 3/5x(30 - x) en el intervalo 
cerrado [0, 30], 


Detlnicion Valores maximosy minimos 

Si c esta en un intervalo cerrado [a, ft], entonces /(c) es el valor minimo 
de/ (.v) en [a, ft] si /(c) S/ (a-) para toda x en [a ,b], Similarmente, si d 
esta en [c, ft], entonces f(d) es el valor maximo de/( x) en [a, ft] si f(d) 
2/(.v) para toda .v en [a, ft]. 


Por tanto, si/(c) es el valor minimo y f(d) es el valor maximo de f(x) en [a, ft], 
entonces 


/(c) ^ f( X ) si m 


( 2 ) 


para toda x en [a, ft], y entonces f(x) no alcanza un valor mas pequeno que/(c) o 
mas grande que f{d). En terminos geometricos, ( c,f(c)) es un punto mas bajo y 
(i d,f{d )) es un punto mas alto en la curva y =/(*), a Sr 2 ft, como se ilustra en 
las figuras 3.5.2 y 3.5.3. 

El teorema 1 (demostrado en el apendice C) dice que una funcion continua/ 
en un intervalo cerrado [a, ft] alcanza un valor maximo/(c) y un valor minimo 
f(d), de modo que las desigualdades en (2) son validas: La curva y =f(x) tiene un 
punto minimo y un punto maximo en [a, ft]. 
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Punto Punto 




Figura 3.5.2 /(c) es el valor minimo yf(d)es el 
valor maximo de/ (x) en [a, b] 


Figura 3.5.3 Los valores maximo y minimo pueden 
aparecer en los extremos de un intervalo. Aqui f (a) es el valor 
minimo y f (b) es el valor maximo de/ (x) en [a, b] 


Teorema 1 Propiedad de los valores maximo y minimo 
Si la fnncion/es continna en nn intervalo cerrado [a, b] 9 entonces existen 
numeros c y d en [a, b] tales qne/(c) es el valor minimo, y f(d) es el valor 
maximo, de/en [a, b]. 


En resnmen, nna fnncion continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza 
lin valor minimo y un valor maximo en los puntos del intervalo. De aqui vemos 
que la continuidad de la funcion 

f(x) = jx(30 - x) 

en el intervalo cerrado [0, 30] garantiza la existencia del valor maximo de/ el 
cnal se alcanza en algnn punto del intervalo [0, 30]. 

Suponga que la funcion/esta definida en el intervalo /. Los ejemplos 1 y 2 
mnestran que si/no es continna o I no es cerrado, entonces/podria no alcanzar 
sns valores maximo o minimo en los puntos de /. Asi, ambas hipotesis en el 
teorema 1 son necesarias. 



Figura 3.5.4 La grafica de la 
funcion del ejemplo 1 


EJEMPLO 1 Sea/ (x) = 2x una funcion continua definida solo para 0 S jc < 1, 
por lo que su dominio de definicion es un intervalo semiabierto en vez de un 
intervalo cerrado. De la grafica que se mnestra en la figura 3.5.4, es claro que/ 
alcanza su valor minimo 0 en jc = 0. Pero/(,v) = 2jc no alcanza un valor maximo 
en ningun punto de [0, 1]. El unico candidato posible como valor maximo podria 
ser el valor 2 en jc = 1, pero/(1) no esta definido. 

EJEMPLO 2 La funcion/definida en el intervalo cerrado [0, 1] mediante la 
formula 


fix) = 


si 0 < x ^ 1 


si x = 0 
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Figura 3.5.5 La grafica de la 
funcidn del ejemplo 2 



Fig. 3.5.6 Extremos locales 


no es continua en [0,1], ya que linv^ (1/jt) no existe (figura 3.5.5). Esta funcion 
alcanza su valor minimo 1 en jc = 0 y tambien en jc = 1. Pero no alcanza su valor 
maximo en [0, 1], ya que 1/jt puede ser arbitrariamente grande si elegimos jc 
positiva muy cercana a cero. 


Para una variation del ejemplo 2, la funcion g(x) = \/x con dominio en el 
intervalo abierto (0, 1) no alcanza ni un valor maximo ni un minimo. 


MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES 

Una vez que sabemos que la funcion continua f si alcanza sus valores maximo y 
minimo en el intervalo cerrado [a, b], la pregunta restante es esta: ^Exactamente 
donde se localizan estos valores? Resolvimos el problema del corral de los 
animates en la seccion 2.1 con base en la siguiente hipotesis motivada por la 
geometria: La funcion/ (jc) = 3/5jc(30 - jc) alcanza su valor maximo en [0, 30] en 
un punto interior de ese intervalo, un punto donde la recta tangente es horizontal. 
Los teoremas 2 y 3 de esta seccion proporcionan una base rigurosa para el metodo 
que usamos entonces. 

Decimos que el valor/(c) es un valor maximo local de la funcion/si 
/(jc) ^/(c) para toda jc suficientemente cercana a c. Mas precisamente, si esta 
desigualdad es cierta para toda jc que se encuentra simultaneamente en el domi¬ 
nio de/y en algun intervalo abierto que contiene a c, entonces/(c) es un maximo 
local de/ De igual manera, decimos que el valor/(c) es un valor minimo local 
de/si/ (jc) ^/(c) para toda jc suficientemente cercana a c. 

Como muestra la figura 3.5.6, un maximo local es un punto tal que ninguno 
de los puntos cercanos de la grafica es mas alto, y un minimo local es tal que 
ninguno de los puntos cercanos de la grafica es mas bajo. Un extremo local de/ 
es un valor de/que es un maximo local o un minimo local. 


Teorema 2 Mdximosy minimos locales 

Si/es derivable en c, definida en un intervalo abierto que contiene a c y 
si/(c) es un valor maximo o minimo local de/ entonces/'(c) = 0. 


Asi, un extremo local de una funcion derivable en un intervalo abierto solo 
puede aparecer en un punto donde la derivada se anule y, por tanto, donde la recta 
tangente a la grafica es horizontal. 

Demostracion del teorema 2 Suponga, por ejemplo, que/(c) es un valor maximo 
local de/ La hipotesis de que/'(c) existe significa que los limites por la derecha 
y por la izquierda 

f{c + h)-f(c) f(c + h)-f(c ) 

lim -;- y lim -:- 

A-0+ h J h- o- h 

existen y son iguales a f'(c). 

Si h > 0, entonces 

/(c + h) - f(c) ^ 
h 
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ya que / (c) ^ / (c + h ) para todos los valores positivos pequenos de h . En 
consecuencia, por la version lateral de la ley del sandwich para limites (en la 
section 2.2), esta desigualdad se preserva si /z —► 0. Vemos entonces que 


f(c) 


lim 

a —o* 


fjc + h) - /(c) 
h 


^ lim 0 = 0. 

h^0 + 


De manera semejante, en el caso h< 0, tenemos 



Figura 3.5.7 No hay un 
extremo en x = 0 aunque la 
derivada se anule ahi 


f(c + h) - f(c ) 


g 0. 


Por lo tanto, 


/'(c) = lim 


f(c + h) - /(c) 


^ lim 

h — 0~ 


0 = 0 . 


Como/'(c) ^ 0 y/'(c) ^ 0, concluimos que/'(c) = 0. Esto establece el teo- 
rema 2. □ 


CUIDADO El reciproco del teorema 3 es falso. Es decir, el hecho de que/'(c) = 0, 
no es suficiente para asegurar que/(c) es un extremo local. Por ejemplo, considere 
la funcion/ (x) = x 3 . Su derivada f\x) = 3x 2 se anula en jc = 0. Pero un vistazo a su 
grafica (figura 3.5.7) nos muestra que/(0) no es un extremo local de/ 

Asi, la ecuacion /'(c) = 0 es una condicion necesaria para que /(c) sea un 
valor maximo o minimo local de una funcion / diferenciable en un intervalo 
abierto. No es una condicion suficiente . La razon: /'(jc) podria anularse en otros 
puntos ademas de los maximos y mtnimos locales. Daremos condiciones suficien- 
tes para los maximos y minimos locales en el capitulo 4. 


MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS 

En muchos tipos de problemas de optimizacion, estamos menos interesados en el 
extremo local (como tal) que en los valores maximos o minimos absolutos, o 
globales , de una funcion continua dada. Si/es una funcion con dominio D,f(c ) 
es el valor maximo absoluto, o el valor maximo global, de/en D si/(c) ^/(jc) 
para toda x en D. Brevemente,/(c) es el valor mas grande de/evaluada en D. 
Debe ser claro como se define el minimo global de/ La figura 3.5.8 ilustra algunos 
extremos locales y globales. Por un lado, cada extremo global tambien es, por 
supuesto, local. Por otro lado, la grafica muestra extremos locales que no son 
globales. 



Figura 3.5.8 Algunos extremos 
son globales; otros son solamente 
locales 
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El teorema 3 nos dice que los valores maximo y minimo absolutos de una 
funcion continua/en el intervalo cerrado [a, b ] aparecen en uno de los extremos 
a o b o en un punto critico de / El numero c en el dominio de/es un punto 
critico de/si 

□ /'(c) - 0, o si 

□ /'(c) no existe. 


Teorema 3 Mdximosy minimos absolutos 

Suponga que/(c) es el valor maximo absoluto (o minimo absoluto) de la 
funcion continua/en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces c es un punto 
critico de/o uno de los extremos aob. 


Demostracidn Este resultado se sigue casi inmediatamente del teorema 2. Si c 
no es un punto extremo de [a, b ], entonces/(c) es un extremo local de /en el 
intervalo abierto (a, b ). En este caso el teorema 2 implica que/'(c) = 0, a condicion 
de que/sea derivable en c. □ 

Como una consecuencia del teorema 3, podemos determinar los valores 
maximo y minimo (absolutos) de la funcion/en el intervalo cerrado [a, b ] como 
sigue: 

1. Localice los puntos criticos de/ aquellos puntos donde /'(jc) = 0 y aquellos 
puntos donde /'(jc) no existe. 

2. Enumere los valores de jc que sean extremos posibles de/: los dos extremos a 
y b y los puntos criticos que se encuentran en [a, b]. 

3. Evalue /(jc) en cada punto de la lista de posibles extremos. 

4. Inspeccione estos valores de /(jc) para ver cual es el menor y cual es el mayor. 

El mayor de los valores del paso 4 es el valor maximo absoluto de/; el menor, el 
minimo absoluto. Llamamos a este procedimiento el metodo del maximo 
y el minimo en un intervalo cerrado. 

EJEMPLO 3 Para nuestro analisis final del problema del corral de los animates, 
apliquemos el metodo del maximo y el minimo en un intervalo cerrado para 
determinar los valores maximos y minimos de la funcion diferenciable 

fix) = 1430 - x) = 1(30* - X 2 ) 
en el intervalo cerrado [0, 30]. 

Solucion La derivada de/es 

/'(jc) = |(30 - 2jc), 

que se anula solamente en el punto jc= 15 de [0, 30]. Incluyendo los dos extremos, 
nuestra lista de valores x que pueden alcanzar extremos de /consiste en 0, 15 y 
30. Evaluamos la funcion en cada uno: 

/(0) = 0, <r- minimo absoluto 

/(1 5) = 135, <r- maximo absoluto 

/( 30) = 0, <r- minimo absoluto 
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Asi, el valor maximo de/(jc) en [0, 30] es 135 (que sealcanzaenjc = 15), y el valor 
minimo es 0 (que se alcanza en jc = 0 y en jc = 30). 

EJEMPLO 4 Determine los valores maximo y minimo de 
/(jc) = 2jc 3 - 3jc 2 - 12jc + 15 
en el intervalo cerrado [0, 3]. 

Solution La derivada de /es 

/'(jc) = 6jc 2 — 6jc — 12 = 6(jc - 2)(jc + 1). 

Por lo que los puntos criticos de/son las soluciones de la ecuacion 

6(jc - 2)(jc +1) = 0 

y los mimeros c para los que/'(c) no existe. De estos no hay ninguno, por lo que 
los puntos criticos de/se encuentran en jc = - 1 y en jc = 2. El primero no esta en 
el dominio de/; asi que lo descartamos; por lo tanto, el unico punto critico de 
/en [0, 3] es jc = 2. Incluyendo los dos extremos, nuestra lista de valores jc que 
darian posiblemente un valor maximo o minimo de/son 0, 2 y 3. Evaluamos la 
funcion/en cada uno: 


/(0) = 15, maximo absoluto 

/(2) = - 5, minimo absoluto 

/(3)= 6. 

Por tanto, el valor maximo de/en [0, 3] es/(0) = 15 y el valor minimo de 
/(2)= -5. 


Si en el ejemplo 4, hubiesemos preguntado por los valores maximo y minimo 
en el intervalo [- 2, 3] (en lugar del intervalo [0, 3]), entonces habriamos incluido 
ambos puntos criticos, jc= - 1 yjc = 2, en nuestra lista de posibilidades. Los valores 
resultantes de/serian: 



X 


Figura 3.5.9 Los puntos criticos 
de f(x) son las raices de f'(x) 


/(- 2)= 11, 

/(- 1) = 22, <— maximo absoluto 

/(2) = - 5, <— minimo absoluto 

/(3)= 6. 

La figura 3.5.9 muestra la curva y =/(jc) y la grafica de su derivada. Observe el 
segmento de recta vertical que une los puntos mas altos y mas bajos en y =/(jc) 
con las raices de dy /dx =/'(j c). Asi la figura ilustra el siguiente hecho: 

Los puntos criticos de una funcion diferenciable /(jc) son las raices de su 
derivada /'(jc). 

Con base en este principio, podemos aproximar un punto critico de/grafi- 
camente al “hacer un acercamiento” a una raiz de/'. 

En el ejemplo 4, la funcion/ era diferenciable en todo punto. Los ejemplos 5 
y 6 ilustran el caso de un extremo en un punto critico donde la funcion no es 
diferenciable. 
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Figura 3.5.10 Grafica de la 
funcion del ejemplo 5 


EJEMPLO 5 Determine los valores maximos y minimos de la siguiente 
funcion /(jc) = 3 -1 x-2 | en el intervalo [1,4]. 

Solution Si jc ^ 2, entonces jc - 2 S 0, por lo que 

f{x) = 3-(2-jc)=jc+1. 

Si jc ^ 2, entonces jc - 2 ^ 0, de modo que 

Ax) = 3~(x-2) = 5-x. 

En consecuencia, la grafica de/es como se muestra en la figura 3.5.10. El unico 
pun to critico de/en [1, 4] es el punto jc = 2, ya que /'(jc) solo tiene los valores 
+ 1 y - 1 (y de esta forma nunca se anula) y/'(2) no existe. (^Por que no?) A1 
evaluar/en este punto critico y en los puntos extremos obtenemos 

/(l) = 2, 

/(2) = 3, <r- maximo absoluto 

/(4) =1. <r- minimo absoluto 


EJEMPLO 6 Determine los valores maximo y minimo de 


fix) = 5jc 2/3 - jc 5/3 


en el intervalo cerrado [- 1, 4]. 

Solution A1 derivar / obtenemos 

f{x) = -x) = 

Por tanto,/tiene dos puntos criticos en el intervalo: jc = 2, donde /'(jc) = 0 y jc = 0, 
donde/' no existe [la grafica de/ tiene una recta tangente vertical en (0, 0)]. Cuando 
evaluamos/en estos dos puntos criticos y en los dos extremos, obtenemos 



Figura 3.5.11 La grafica de la 
funcion del ejemplo 6 


/(- 1) = 6, <r- maximo absoluto 

/(0) — 0, <— minimo absoluto 

/(2) = (5)(2 2/3 )-2 5/3 - 4.76, 

/(4) = (5)(4 2/3 )-4 5/3 - 2.52. 

Asi, el valor maximo/(- 1) = 6 aparece en un extremo. El valor minimo/(0) = 0 
se presenta en un punto donde/no es derivable. 


Usando una calculadora grafica o una computadora con capacidades graficas, 
puede verificar que la grafica de la funcion/del ejemplo 6 es como se muestra en 
la figura 3.5.11. Pero en el caso usual de una funcion continua que tiene solamente 
un numero finito de puntos criticos en un intervalo cerrado dado, el metodo del 
maximo y minimo en un intervalo cerrado es suficiente para determinar sus valores 
maximo y minimo sin necesidad de un conocimiento detallado de la grafica de la 
funcion. 
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3.5 Problemas 


En los problemas 1 al 10, establezca si la funcion dada 
alcanza un valor maximo o minimo (o ambos) en el intervalo 
dado. [Sugerencia: Comience trazando una grdfica de la 
funcion.] 

l./W = 1 - jc; [-1, 1) 

2* f(x) = 2x + 1; [-1,1) 

3. /(*) = |.r|; (-1,1) 

4 ./(*)=-!=; (0,1] 

Vjc 

5. /(*) = | x - 21; (1, 4] 

6. /(*) = 5 - x 2 \ [-1, 2) 

7. f(x) = * 3 + 1; [-1,1] 

8 -^ w = ^rr ; ( _00 - 00 ) 

9. fix) = / ; [2,3] 

x(\ - X) 

10 . /(*) = 1 ; ( 0 , 1 ) 

*(1 “ x) 

En los problemas 11 a 40, determine los valores maximos y 
minimos alcanzados por la funcion dada en el intervalo 
cerrado indicado. 

11. /(*) = 3* - 2; [-2, 3] 

12. g(x) = 4-3*; [-1,5] 

13. b(x) = 4 - x 2 ; [1,3] 

14. f(x) = x 2 + 3; [0, 5] 

15. g(x) = (x — l) 2 ; [-1,4] 

16. h(x) = x 2 + 4x + 7; [ — 3, 0] 

17. f{x) = x 2 - 3*; [-2, 4] 

18. g(x) = 2x 3 - 9x 2 + 12*; [0,4] 

19. *(*) = * + -; [1,4] 

X 

20. f(x) = x 2 +—; [1,3] 

X 

21. f(x) = 3 — 2*; [-1,1] 

22. f(x) = x 2 - 4x + 3; [0, 2] 

23. f(x) = 5 - 12* - 9x 2 \ [-1,1] 

24. f(x) = 2* 2 - 4x + 7; [0, 2] 

25. fix) = x 3 - 3* 2 - 9* + 5; [-2, 4] 

26. fix) = x 3 + x; [-1, 2] 

27. /W = 3* 5 - 5* 3 ; [-2, 2] 

28. /W = 12* - 3 |; [1,2] 

29 . fix) = 5 + | 7 - 3*|; [1,5] 


30. fix) = |jr+l|+|jt-l|; [-2, 2] 

31. fix) = 50* 3 - 105* 2 + 72*; [0, 1] 

32. /(*) = 2* + [1,4] 

2x 

33 ./(*) = — J-t; [0-3] 

34. fix) = x ■ [0,3] 

X + 1 

= [~ 2 - 5 ] 

36. fix) = 2 - iG-, [-1,8] 

37. fix) = xVT^T 2 ; [-1,1] 

38. /(*) = xV4^T 2 - [0,2] 

39. /(*) = *(2 — *) 1/3 ; [1,3] 

40. fix) = * 1/2 - * 3/2 ; [0, 4] 

41. Suponga que/(jc) = Ax + B es una funcion lineal. Explique 
por que los valores maximo y minimo de /en un intervalo 
cerrado [a, b] deben estar en los extremos del intervalo. 

42. Suponga que/es continua en [a, b ], derivable en (a, b) y 
que f\x) nunca se anula en (a, b). Explique por que los valores 
maximo y minimo de / se encuentran en los extremos del 
intervalo [a, b]. 

43. Explique por que cada numero real es un punto critico de 
la funcion del maximo entero f(x) = [jc] . 

44. Demuestre que toda funcion cuadratica 

f{x) = ax 2 + b + c (a 0) 

tiene exactamente un punto critico en la recta real. 

45. Explique por que la funcion polinomial cubica 

f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d (a ± 0) 

puede tener dos, uno o ningun punto critico en la recta real. 
De ejemplos que ilustren cada uno de los tres casos. 

46. Defina/( jc) como la distancia de jc al entero mas cercano. 
Cuales son los puntos criticos de/? 

En los problemas 47 a 52, relacione la grdfica dada de la 
funcion f con la grdfica de su derivada /' para la figura 
3.5.12 , partes (a) a (f). 

47. Fig. 3.5.13 

48. Fig. 3.5.14 

49. Fig. 3.5.15 

50. Fig. 3.5.16 

51. Fig. 3.5.17 

52. Fig. 3.5.18 
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-4 0 4 
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Figura 3.5.12(d) 



-4 0 4 
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Figura 3.5.12(e) 


Figura 3.5.12(0 



-4 0 4 


x 



-4 0 4 


x 



-4 0 4 


x 



-4 0 4 


x 


Figura 3.5.17 


Figura 3.5.18 


3.5 Proyecto 



X 


Figura 3.5.19 Las graficas de 
y=f(x)yy=f'(x) 


Este proyecto requiere una calculadora grafica o una computadora con una utileria 
de graficacion. 

La figura 3.5.19 muestra la grafica de la fimcion 
f(x) = 4jc 4 — 11jc 2 — 5jc — 3 

y su derivada 


f(x) = 16jc 3 - 22* - 5 

en el intervalo [- 2, 2\. El valor maximo de/( jc) en [-2, 2] es/(- 2) = 27 en el 
extremo izquierdo. El punto mas bajo de la curvay =f{x) y la raiz correspondiente 
de la derivada dy/dx = f\x) estan dentro de las cajas pequenas. 

Si intentamos hacer un acercamiento al punto mas bajo, sin cambiar los 
“factores de rango” o “proporcion” de las ventanas de vision, obtenemos la imagen 
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-16.682 


-16.684 
^ -16.686 
-16.688 


-16.69 



1.272 1.273 1.274 


x 


Figura 3.5.20 Acercamiento al 
minirno d tf (x) de la figura 3.5.19 


de la figura 3.5.20, donde es dificil localizar el punto mas bajo con precision. 
La razon es que despues de un acercamiento suficiente, la grafica es indistin- 
guible de su recta tangente, la cual es horizontal en un punto maximo o minirno 
local. 

En consecuencia, es mejor acercarse a la raiz correspondiente de la derivada 
/'(*). Entonces podemos localizar el punto critico indicado con mayor precision 
(figura 3.5.21). Aqui es claro que el valor minirno alcanzado por/(x) en [-2, 2] 
es aproximadamente/(1.273) = -16.686. 

En los problemas 1 a 8, determine los valores maximo y minirno de la funcion 
dada en el intervalo cerrado dado acercandose a la raiz de la derivada. 



1.27 1.272 1.274 


x 

Figura 3.5.21 Acercamiento 
altemativo a la raiz de fix) de la 
figura 3.5.19 


1. f(x) = x 2 + 3x 2 -lx+ 10; [-2, 2] 

2. fix) = x 3 + 3x 2 - lx + 10; [-4, 2] 

3. f(x) = x 4 - 3x 3 + lx - 5; [-3, 3] 

4. f(x) = x 4 - 5x 3 + 17* - 5; [-3, 3] 

5 . fix) = x 4 - 5x 3 + \lx - 5; [0,2] 

6 . fix) = x s - 5x 4 - 15a: 3 +. \lx 2 + 23x; [-1, 1] 

7. fix) = x s — 5x 4 — 15* 3 + 17* 2 + 23x; [-3, 3] 

8. fix) = x 5 - 5x 4 - 15a: 3 + 17 a: 2 + 23a:; [0, 10] 


3.6 

Problemas de 
aplicacion de 
maximos y minimos 


Esta seccion esta dedicada a problemas de aplicacion de maximos y minimos 
(como el problema del corral de animales de la seccion 1.1) donde podemos usar 
el metodo del maximo y minirno en un intervalo cerrado, de la seccion 3.5. Cuando 
nos enfrentamos a uno de estos problemas, existe un primer paso importante: 
debemos determinar la cantidad por maximizar o minimizar. Esta cantidad sera la 
variable dependiente en nuestro analisis del problema. 

Esta variable dependiente debe expresarse entonces como una funcion de una 
variable independiente, una que “controle” los valores de la variable dependiente. 
Si el dominio de valores de la variable independiente, aquellos pertinentes al 
problema de aplicacion, es un intervalo cerrado, entonces procederemos con el 
metodo del maximo y minirno en un intervalo cerrado. Este plan de ataque puede 
resumirse en los siguientes pasos: 

1. Determine la cantidad por maximizar o minimizar. Esta cantidad, que debera 
describir mediante una palabra o una frase corta y etiquetar con una letra, sera 
la variable dependiente. Ya que es una variable dependiente , depende de algo; 
ese algo sera la variable independiente. Llamaremos x a la variable inde¬ 
pendiente. 

2. Exprese la variable dependiente como una funcion de la variable inde¬ 
pendiente. Use la informacion del problema para escribir la variable depen¬ 
diente como funcion dex. Dibuje siempre una figura y etiquete las variables ; 
generalmente, esta es la mejor forma de determinar la relacion entre las 
variables dependiente e independiente. Use variables auxiliares si eso le ayuda, 
pero no use muchas, pues debera eliminarlas eventualmente. Usted debe 
expresar la variable dependiente como funcion de una unica variable inde- 
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pendiente jc y de varias constantes, antes de calcular cualquier derivada. 
Determine el dominio de esta funcion y su formula. Si es posible, obligue a 
que el dominio sea un intervalo cerrado y acotado (si el dominio natural es un 
intervalo abierto, agregue, si puede, los extremos). 

3. Aplique el cdlculo para encontrar los puntos criticos. Calcule la derivada/' 
de la funcion f que encontro en el paso 2. Use la derivada para encontrar los 
puntos criticos (donde /'(jc) = 0 y donde no exista /'(jc))- Si/es diferenciable 
en todos sus puntos, entonces sus iinicos puntos criticos ocurren donde 

/'(*) = 0 . 

4. Identifique los extremos. Evalue/en cada punto critico de su dominio y en los 
dos puntos extremos. Los valores que obtenga le diran cual es el maximo 
absoluto y cual el minimo absoluto. Es claro que cada uno o ambos pueden 
aparecer en mas de un punto. 

5. Responda la pregunta delproblema. En otras palabras, interprete sus resulta- 
dos. La respuesta al problema original puede ser algo distinto del valor mas 
grande (o mas pequeno) de/ De una respuesta precisa a la pregunta especifica 
original. 

Observe como seguimos el proceso de estos cinco pasos en el ejemplo 1. 


EJEMPLO 1 Un granjero tiene 200 yardas de barda con las que desea construir 
ti es lados de un corral rectangular; una pared grande ya existente formara el cuarto 
lado. i Que dimensiones maximizaran el area del corral? 


V 


I Area A =xy I a 


Pared 

Figura 3.6.1 El corral 
rectangular del ejemplo 1 


Solucion Queremos maximizar el area A del corral que se muestra en la figura 
3.6.1. Para obtener la formula para la variable dependiente A, observamos que el 
area de un rectangulo es el producto de su base por su altura. Asi, denotamos jc a 
la longitud de cada uno de los dos lados del corral perpendiculares a la pared. 
Tambien denotamos con y la longitud del lado paralelo a la pared. Entonces el area 
del rectangulo esta dada por la formula 

A =jc y. 

Ahora necesitamos escribir^ como funcion de x o y. Como se usaran 200 
yardas de barda, 


2jc 4- y = 200, de modo que y = 200 - 2jc. (1) 

(Optamos por expresary en terminos de jc, solo porque el algebra es un poco mas 
sencilla.) Despues, sustituimos este valor dey en la formula A =xy para obtener 

A(jc) = jc(200 - 2jc) = 200jc 2jc 2 . (2) 


- 200 - 

Figura 3.6.2 La relation en la 
ecuacion (1) entrejc yy (ejemplo 1) 


Esta ecuacion expresa la variable dependiente A como funcion de la variable 
independiente .v. 

Antes de continuar, debemos determinar el dominio de la funcion A. La figura 
3.6.2 muestra que 0 <jc < 100. Pero para aplicar el metodo del maximo y minimo 
en un intervalo cerrado, necesitamos un intervalo cerrado. En este ejemplo, 
podemos agregar los extremos de (0, 100) para obtener el intervalo cerrado 
[0, 100]. Los valores * = 0 y x = 100 corresponden a corrales “degenerados” de 
area nula. Como cero no puede ser el valor maximo de A no hay problema en 
agrandar el dominio de la funcion A. 

Ahora calculamos la derivada de la funcion^ en la ecuacion (2): 
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100 yd 


50 yd 5000 yd 2 50 yd 


Pared 

Figura 3.6.3 El corral con area 
maxima del ejemplo 1 


Lineas de corte 



Figura 3.6.4 Construyendo la 
caja del ejemplo 2 


k-5-■ 

Figura 3.6.5 El ancho de 5 pies, 
de la hoja de metal (ejemplo 2) 


dx 

Como ,4 es derivable, sus unicos puntos criticos aparecen cuando 



es decir, cuando 


200 - 4x = 0, 


Asi,x = 50 es el unico punto critico interior Incluyendo los extremos, los extremos 
de A pueden aparecer solamente cuando x = 0, 50 y 100. Evaluamos A en cada 
uno: 


> 1 ( 0 ) = 0 , 

,4(50) = 5000, maximo absoluto 

A( 100)-0. 

Por tanto, el area maxima es ,4(50) = 5000 yardas cuadradas, De la ecuacion (1) 
obtenemos que y = 100 cuando x = 50. Por tanto, para que el corral tenga area 
maxima, cada uno de los dos lados perpendiculares a la pared debe medir 50 yardas 
y el lado paralelo a la pared debe medir 100 yardas (figura 3.6.3). 

EJEMPLO 2 Una pieza de una hoja de metal es rectangular y mide 5 pies de 
ancho por 8 de largo. Se cortan cuadrados congruentes en sus cuatro esquinas. La 
pieza resultante de metal se dobla y une para formar una caja sin tapa (figura 3.6.4) 
^Como debe hacerse esto para obtener una caja con el mayor volumen posible? 

Solution La cantidad por maximizar, la variable dependiente, es el volumen V 
de la caja por construir. La forma, y por tanto, el volumen de la caja, se determina 
mediante la longitud x de la orilla de cada esquina cuadrada eliminada, Por tanto, 
x es una eleccion natural de la variable independiente. 

Para escribir al volumen V como funcion dex, observe que la caja terminada 
tendra altura x y su base medira 8 - Zv por 5 - 2x pies. Entonces, su volumen esta 
dado por 

V(x) = x(5 - 2x)(8 - 2x) = 4x 3 - 26x 2 + 40x. 

El procedimiento descrito en este ejemplo producira una caja real solo si 
0 <x < 2.5 (figura 3.6.5). Pero hacemos que el dominio sea el intervalo cerrado 
[0,2.5] para garantizar que existe un maximo de K(x) y usar el metodo del maximo 
y rmnimo en un intervalo cerrado. Los valoresx = 0 yx = 2.5 corresponden a cajas 
“degeneradas” con volumen nulo, por lo que al agregar los puntos a (0, 2.5) no se 
afecta el valor ni la posicion del maximo absoluto. 

Ahora calculamos la derivada de V : 

V'(x) = 12x 2 - 52x + 40 = 4(3x - 10)(x - 1). 

Los unicos puntos criticos de la funcion diferenciable V ocurren cuando 

V\x) = 0, 

es decir, si 

4(3x - 10)(x - 1) = 0. 

Las soluciones de esta ecuacion sonx= 1 yx = 10/3. Descartamos esta ultima ya 
que no esta en el dominio [0, 2.5] de V . Asi, examinamos estos valores de V : 
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Figura 3.6.6 La caja con 
volumen maximo del ejemplo 2 


KO) = o, 

V{\) = 18, <r- maximo absoluto 

V(2.5) = 0. 

De esta manera, el valor maximo de V(x) en [0, 2.5] es V{\) = 18. La respuesta a 
la pregunta planteada es esta: El corte de los cuadrados de las esquinas debe ser 
de 1 pie de longitud desde cada orilla. La caja resultante medira 6 por 3 por 1 pies 
y su volumen sera de 18 pies cubicos (figura 3.6.6). 


Para nuestra siguiente aplicacion del metodo del maximo y minimo en un 
intervalo cerrado, consideramos un problema tipico en la administracion de 
empresas. Suponga que se fabricanx unidades de disquetes de computadora con 
un costo total de C(jc) dolares. Hacemos la hipotesis sencilla (pero no siempre 
valida) de que la funcion de costo C(x) es la suma de dos terminos: 

□ Un termino constante a que representa el costo fljo de la adquisicion y 
mantenimiento de los medios de produccion, y 

□ Un termino variable que representa el costo adicional de fabricacion de * 
unidades a, por ejemplo, b dolares cada uno. 

Entonces C(x) esta dado por 

C(jc) = a + bx. (3) 

Suponemos tambien que el numero de unidades que pueden venderse es una 
funcion lineal del precio de venta/?, asi quex = m-np, dondem y n son constantes 
positivas. El signo menos indica que un incremento en el precio de venta provoca 
una disminucion en las ventas. Si despejamos p en esta ultima ecuacion, obtenemos 
la funcion de precio 

p = p{x) = A - Bx (4) 

{Ay B tambien son constantes). 

La cantidad por maximizar es la ganancia, dada aqui por la funcion de 
ganancia P(x), que es igual al ingreso por ventas menos los costos de produccion. 
Asi 

P = p(x) = xp(x) - C(x). (5) 

EJEMPLO 3 Suponga que el costo de publicacion de un libro pequeno es de 
$10,000 para desarrollar el tiraje de la edicion (anual) mas $8 por cada libro 
impreso. El editor vendio 7000 copias el ano pasado a $ 13 cada uno, pero las ventas 
bajaron a 5000 copias este ano, cuando el precio se elevo a $ 15 por copia. Suponga 
que se pueden imprimir hasta 10,000 copias en un solo tiraje. ^Cuantas copias 
deben imprimirse, y cual debe ser el precio de venta de cada copia, para maximizar 
la ganancia anual en este libro? 

Solution La variable dependiente por maximizar es la ganancia P. Como 
variable independiente elegimos el numero de copias xpor imprimir; ademas, 
0 ^ .v ^ 10,000. La informacion del costo dado implica entonces que 

C(x) = 10,000 + 8jc. 

Ahora sustituimos en la ecuacion (4) el datOA* = 7000 cuando/? = 13, asi como 
el dato.v = 5000 cuando p= 15. Obtenemos la ecuacion 

A - 70005 - 13, A - 50005 = 15. 
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Cuando resolvemos este sistema de ecuaciones simultaneas, encontramos que 
A = 20 y B - 0.001 . Por tanto, la funcion de precio es 

p = p(x) = 20 -- 7 —, 

y F 1000 

y entonces la funcion de ganancia es 

P(x) = *(20 - - (10,000 + 8*). 

Desarrollamos y agrupamos terminos para obtener 

P(x) = I2x - - 10,000, 0 =1 a: H 10,000. 

Ahora 


- = 12- — 

dx 500’ 

y los unicos puntos criticos de la funcion diferenciable P ocurren cuando 

dP n 
^ = °’ 

es decir, cuando 



x = 12-500 = 6000. 


Verificamos P en este valor de x, asi como los valores de P(x) en los extremos 
para detenninar la ganancia maxima: 

P( 0) = - 10,000 

P(6000) = 26,000, <— maximo absoluto 

P( 10,000) =10,000. 

Por lo tanto, la maxima ganancia anual posible $26,000 resulta de imprimir 6000 
copias del libro. Cada copia debe venderse en $14, ya que 


1 £/puIgada 2 



Figura 3.6.7 La lata cilindrica 
del ejemplo 4 


™ 6000 i„ 

" = 20 - iooo - 14 - 


EJEMPLO 4 Necesitamos disenar una lata cilindrica con radio r y altura h. La base 
y la tapa deben hacerse de cobre, con tin costo de 2 centavos/pulgada cuadrada. El 
lado curvo se hace de aluminio, que cuesta 1 centavo/pulgada cuadrada. Busca- 
mos las dimensiones que maximicen el volumen de la lata. La unica restriccion es 
que el costo total de la lata sea 300^centavos. 


Solution Necesitamos maximizar el volumen V de la lata, el cual podemos 
calcular si conocemos el radio ry la altura h (figura 3.6.7). Con estas dimensiones, 
encontramos que 


V = 7 rr 2 h, ( 6 ) 

pero necesitamos expresar V como funcion unicamente de r (o como funcion 
unicamente de h). 

La tapa y la base de la lata tienen area 7ti 2 pulgadas cuadradas, por lo que el 
area de cobre por utilizar es 27tr, y su costo es 4 7tr centavos. El area del lado 
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Figura 3.6.8 La lata de 
volumen maximo del ejemplo 4 


curvo de la lata es 2 7 trh pulgadas cuadradas, asi que el area de aluminio utilizada 
es la misma, y el costo del aluminio es de Inrh centavos. 

Obtenemos el costo total de la lata sumando el costo del cobre al del aluminio. 
Esta suma debe ser 300;rcentavos, y por lo tanto 


47tt 2 + lirrh = 30077. 

Eliminamos h en la ecuacion (6) despejando h en la ecuacion (7): 


h = 3 °°V W = -(150 - 2r*). 

2nr r 


Por lo tanto, 


( 7 ) 

( 8 ) 


V = V(r) = (-nr 2 ) 1(150 - 2r 2 ) = 27r(75r - r 3 ). (9) 

Para determinar el dominio de definicion de V, observamos de la ecua cion (7) 
que Ant 2 < 300#, por lo que r < V 75 para la lata deseada; si r = 'nf5 = 5 \ 3, 
obtenemos una lata degenerada con altura h = 0. Con r = 0, no obtenemos valores 
de h en la ecuacion (8) y por consiguiente ninguna lata, pero V(r) no es continua 
en r = 0. En consecuencia, podemos considerar el intervalo cerrado [0, 5 V~3], 
como el dominio de V. 

Calculando la derivada tenemos 


V'{r) = 277(75 - 3r 2 ) = 6 t 7(25 - r 2 ). 


Puesto que V(r) es un polinomio, V\r) existe para todos los valores de r, por lo 
que obtenemos todos los puntos criticos resolviendo la ecuacion 


V'{r) = 0; 

es decir, 

67r(25 - r 2 ) = 0. 

Descartamos la solucion -5, ya que no se encuentra en el dominio de 
obtenemos el unico punto critico r = 5 en [0, 5 a/~ 3]. Ahora 


r, y 


^( 0 ) = 0 , 

^(5) = 500^, <— maximo absoluto 

K(5V3) = 0. 

Asi que, el volumen maximo de la lata tiene radio r = 5 pulgadas y de la ecuacion 
(8) obtenemos que h = 20 pulgadas. La figura 3.6.8 muestra esta lata. 



Figura 3.6.9 El problema del 
aserradero, ejemplo 5 


EJEMPLO 5 (Un problema de aserradero) Suponga que necesita cortar una 
viga con una seccion transversal rectangular maxima a partir de un tronco circular 
con radio de un pie. (Este es el problema geometrico de encontrar el rectangulo 
de area maxima que puede inscribirse en un circulo de radio 1.) ^Cual es la forma 
y el area de la seccion transversal que debe tener tal viga? 

Solucion Sean jc y y la mitad de la base y la mitad de la altura, respectivamente, 
del rectangulo inscrito (figura 3.6.9). Aplicando el teorema de Pitagoras al 
triangulo rectangulo pequeno de la figura, obtenemos la ecuacion 

jc 2 + y 2 = 1, demodoque y = Vl - x 2 . 

El area del rectangulo inscrito es A = (2jc)(2y) = 4 xy. Ahora podemos expresar A 
como funcion unicamente de jc; 
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A(jc) = 4jc V \ - x 2 . 



Figura 3.6.10 Cortar cuatro 
vigas mas despues de cortar una 
viga grande 


El dominio practico de definition de A es (0, 1), y no hay problema (pero si mucha 
ventaja) en agregar los extremos, por lo que se considera [0, 1] como el dominio. 
^spiles, 4 _ o r 2 

— = 4-(l — x 2 ) l/2 + 2x(\ — x 2 ) y/2 (-2x) = 


dx 


(1 - jc 2 ) 1 / 2 ' 


Observe que A\\) no existe, pero esto no causa problema, ya que la derivabilidad 
en los puntos extremos no es una hipotesis del teorema 3 de la seccion 3.5. Por 
tanto solo hay que resolver la ecuacion 


es decir, 


A'(x) = 0; 


4 8 * 2 = 0 . 

Vl — jc 2 

Una fraccion puede anularse solo cuando su numerador se anulay su denominador 
no, asi que A\x) = 0 cuando 4 - Sx 1 = 0. Asi, el unico punto critico de A en el 
intervalo abierto (0, 1 ) es x = \ V~2 (y 2x = 2y = V~2. Evalue A aqui y en los dos 
extremos para encontrar que 


> 1 ( 0 ) = 0 , 

A$<2) = 2, <— maximo absoluto 

A( 1) = 0. 


Debido a esto, la viga con seccion transversal rectangular de area maxima es 
cuadrada, con lados de pies de largo y con area seccional transversal de 2 pies 
cuadrados. 


En el problema 43 le pedimos maximizar el area de la seccion transversal total 
de las cuatro tablas que pueden cortarse en las cuatro piezas del tronco que resultan 
despues de cortar la viga cuadrada (figura 3.6.10). 


PLAUSIBILIDAD 

Usted debe verificar siempre la plausibilidad de sus respuestas. En el ejemplo 5, el 
area de la seccion transversal del tronco de donde se corta la viga es it- 3.14 pies 
cuadrados. Por tanto, la viga con area seccional transversal maxima 2 pies cuadrados 
usa un poco menos que el 64% del tronco. Esto es plausible. Si la fraccion fuera un 
3% ineficiente o un optimista 99%, es posible que tenga un error de aritmetica, de 
algebra, de calculo o de logica (lo mismo si obtuviera una fraccion - 15% o 150%). 
Verifique la plausibilidad de los resultados de los ejemplos 1 a 4. 


DIMENSIONES 

Otra forma de verificar sus respuestas es usar un analisis dimensional. Trabaje el 
problema con constantes no especificadas en lugar de los numeros verdaderos. En 
el ejemplo 5, seria una buena practica encontrar la viga de seccion transversal 
rectangular maxima que pueda cortarse de un tronco circular de radio R en vez de 
utilizar un radio de un pie. 
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Figura 3.6.11 El tronco de 
radio/? 



Figura 3.6.12 La viga cuadrada 
inscrita con area de seccion 
transversal maxima 



Figura 3.6.13 Reflexion en P 
de un rayo de luz en un espejo M 
(ejemplo 6) 


Usted puede siempre sustituir el valor dado R = 1 en la conclusion del problema, 
Una solucion breve a este problema seria la siguiente: 

Dimensiones de la viga: base 2x, altura 2 y. 

Area de la viga: A = 4xy . 

Trace un radio del tronco del centro a una de las esquinas de la viga 
rectangular, como en la figura 3.6. 1 1. Este radio tiene longitud R , por lo que 
el teorema de Pitagoras implica 

jc 2 + y 2 = R 2 \ y — V /? 2 - jc 2 . 

Area de la viga: 

A = A(jc) = 4jcV/? 2 - jc 2 , 0 ^ x ^ R. 

A o2 _ o 2 

A'(x) = 4(/? 2 - x 2 )'/ 2 + 2 x(R 2 - x 2 )-'' 2 (-2x) = -- . 

vR - x 

A\x ) no existe cuando x = R, pero ese es un extremo; lo verificaremos por 
separado. 

A\x) = 0 cuando x = \ R'PI (ignore la raiz negativa; no esta en el dominio 
deA). 


A(0) = 0, 

A^/?V2j = 2 R 2 , <— maximo absoluto 

A(R) = 0. 

La figura 3.6.12 muestra las dimensiones del rectangulo inscrito de area maxima. 

Ahora puede verificar la exactitud dimensional de los resultados. El valor de 
x que maximiza A es una longitud (R) multiplicada por una constante numerica 
pura (j VT), por lo que x tiene las dimensiones de longitud (correcto; si fuera otra 
cosa, habria que buscar el error). Sin embargo, el area de seccion transversal 
maxima de la viga es 2 R 2 , el producto de un numero puro (sin dimension) y el 
cuadrado de una longitud, por lo que tiene las dimensiones del area. Esto tambien 
es correcto. 

EJEMPLO 6 Consideremos la reflexion de un rayo de luz en un espejoM, como 
en la figura 3.6.13, la cual muestra un rayo que va del punto A al punto B por medio 
de una reflexion de M en el punto P. Suponemos que la posicion del punto de 
reflexion es tal que la distancia total d x + d 2 recorrida por el rayo de luz sera 
minimizada. Esto es una aplicacion del principio de Fermat del tiempo minimo 
para la propagacion de luz. El problema es determinar P. 

Solucion Trazamos perpendiculares desde A y B al piano del espejo M. Deno- 
tamos A’ y B’ a los pies de estas perpendiculares (figura 3.6.13). Sean a, b, c y x 
las longitudes de los segmentos AA\ BB', A'B' y A'P, respectivamente. Enton- 
ces c-xes la longitud del segmento PB'. Por el teorema de Pitagoras, la distancia 
por minimizar es 

d\ + d 2 = f(x) = Va 2 + x 2 + Vb 2 + (c - x) 2 . (10) 

Podemos elegir como dominio de/al intervalo [0, c], ya que el minimo de/ 
debe estar en algun punto dentro del intervalo. (Para ver por que, examine la 
imagen que obtiene si x no esta en el intervalo.) 
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Entonces 


Como 


fix) 


X + (c - x)(~l) 

Va 2 + x 2 Vi> 2 + (c — x) 2 


(ID 



( 12 ) 


tenemos que cualquier tangente horizontal a la grafica de/debe estar en el punto 
x determinado por la ecuacion 


En este punto, cos a= cos /}, donde aes el angulo del rayo de luz incidente y ft 
es el angulo del rayo reflejado (figura 3.6.13). a y p estan entre 0 y /r/2, y entonces 
tenemos que a = En otras palabras, el angulo de incidencia es igual al angulo 
de reflexion, un principio familiar de la fisica. 


El calculo del ejemplo 6 tiene otra interpretation interesante, aunque algo 
curiosa. La flgura 3.6.14 muestra un lote de terreno con un largo de 200 pies, un 
abrevadero a lo largo de una orilla y un comedero localizado en un lado adyacente. 
Una vaca entra por la puerta en el punto A, a 90 pies del abrevadero; camina en 
linea recta hacia el punto P, toma un poco de agua, y camina en linea recta hacia 
el comedero en el punto B, a 60 pies del abrevadero. Si la vaca supiera calculo, 
icual punto P del abrevadero elegiria para minimizar la distancia total recorrida? 



Al comparar las figuras 3.6.13 y 3.6.14, vemos que el problema de la vaca 
consiste en minimizar la funcion distancia/en la ecuacion (10) con los valores 
numericos a = 90, b = 60 y c = 200. Cuando sustituimos estos valores y 

d i = Va 2 + x 2 y d 2 = Vi? 2 + (c - x) 2 

en la ecuacion (13), obtenemos 

x = 200 - x 

• V8100 + x 2 V3600 + (200 - 7 ) 2 ' 

Elevamos al cuadrado ambos lados, eliminamos las fracciones de la ecuacion y 
simplificamos. El resultado es 
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x 2 [3600 + (200 - x) 2 ] = (200 - jc) 2 (8100 + x 2 )- 

3600.x: 2 = 8100 (200 - x)\ (^Por que?) 

60* = 90(200 - jc); 

150jc = 18,000; 

x = 120. 

Asi, la vaca debe dirigirse directamente hacia el punto P localizado a 120 pies a 
lo largo del abrevadero. 

Estos ejemplos indican que el metodo del maximo y minimo en un intervalo 
cerrado es aplicable a una amplia variedad de problemas. De hecho, problemas de 
aplicacion y optimizacion que parecian tan distintos, como los rayos de luz y las 
vacas, tienen modelos matematicos esencialmente identicos. Esto es tan solo una 
ilustracion de la fuerza y generalidad que el calculo explota de manera tan 
eficiente. 


3.6 Problemas 


1. Determine dos numeros reales positivos jc y y tales que 
su suma sea 50 y su producto sea lo mas grande posible. 

2. Determine el area maxima posible de un rectangulo de 
perimetro 200 m. 

3. Un rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados 
tiene un vertice en el origen, uno en el eje jt positivo, uno en 
el eje^ positivo y su cuarto vertice en el primer cuadrante, 
sobre la recta con ecuacion lx +y = 100 (figura 3.6.15). ^Cual 
es el area maxima posible de dicho rectangulo? 



Figura 3.6.15 El rectangulo del problema 3 



Figura 3.6.16 Una caja con base cuadrada y volumen 
V- x 2 y (problemas 5, 17 y 20) 

6. Si x esta en el intervalo [0, 1], entonces jc - x 2 no es 
negativo. ^Cual es el maximo valor que jc - jc 2 puede tener en 
ese intervalo? En otras palabras, ^cual es la maxima cantidad 
en la que un numero real puede exceder a su cuadrado? 

7. La suma de dos numeros positivos es 48. ^Cual es el valor 
minimo posible de la suma de sus cuadrados? 

8. Un rectangulo de perimetro fijo 36 se gira en tomo de 
uno de sus lados, con lo que se barre una figura con la forma 
de un cilindro circular recto (figura 3.6.17). ^Cual es el 
volumen maximo posible de ese cilindro? 


4. Un granjero tiene 600 m de cerca, con lo que quiere acotar 
un corral rectangular adyacente a una larga pared ya existente. 
Usara la pared como un lado del corral y la cerca disponible 
para los otros tres lados. £Cual es el area maxima que puede 
encerrar de esta forma? 

5. Una caja rectangular tiene una base cuadrada con lados 
de al menos una pulgada de largo. No tiene tapa, y el area to¬ 
tal de sus cinco lados es 300 pulgadas cuadradas (figura 
3.6.16). ^Cual es el volumen maximo posible de dicha caja? 



Figura 3.6.17 El rectangulo y el cilindro del problema 8 
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9. La suma de dos numeros no negativos es 10. Determine 
el valor minimo posible de la suma de sus cubos. 

10. Suponga que la resistencia de una viga rectangular es 
proporcional al producto del ancho y el cuadrado de la altura 
de su seccion transversal. ^Que forma debe tener una viga 
cortada de un tronco ci lindrico de radio r para tener la maxima 
resistencia? 

11. Un granjero tiene 600 yardas de cerca, con lo que quiere 
construir un corral rectangular. Parte de la cerca se usara 
para construir dos cercas internas de division, paralelas a los 
mismos dos lados del corral (figura 3.6.18). ^Cual es el area 
total maxima posible de dicho corral? 


y 

9H 

’ 


- x - 

- H 


Figura 3.6.18 El corral dividido del problema 11 

12. Determine el volumen maximo posible de un cilindro 
circular recto si el area total de su superficie, incluyendo los 
dos extremos circulares, es 150 ;e 

13. Determine el area maxima posible de un rectangulo con 
diagonales, cada una, de longitud 16. 

14. Un rectangulo tiene una linea de longitud fija L que va 
de un vertice al.punto medio de uno de los lados que no forman 
al vertice (figura 3.6.19). <?,Cual es el area maxima posible de 
tal rectangulo? 



15. El volumen V (en centimetros cubicos) de 1 kg de agua 
a la temperatura T entre 0°C y 30°C esta aproximado por 

V = 999.87 - (0.06426)7 

+ (0.0085043)7 2 - (0.0000679)7 3 . 

que temperatura tiene el agua su densidad maxima? 

16. ^Cual es el area maxima posible de un rectangulo cuya 
base esta en el eje x y con dos vertices superiores en la grafica 
de la ecuaciony = 4 -x 2 (figura 3.6.20)? 



Figura 3.6.20 El rectangulo del problema 16 

17. Una caja rectangular tiene una base cuadrada con aristas 
de al menos un centimetro de largo. Si el area total de su 
superficie es de 600 cm 2 , ^cual es el volumen maximo posible 
de dicha caja? 

18. Usted debe fabricar una lata cilindrica con fondoperosin 
tapa, a partir de 300;rpulgadas cuadradas de una hoja meta- 
lica. No debe desperdiciarse la hoja de metal; se le permite 
ordenar una pieza circular de cualquier tamano para la base y 
cualquier pieza rectangular adecuada para formar su lado 
curvo, siempre que se cumplan las restricciones. ^Cual es el 
volumen maximo posible de dicha lata? 

19. Tres cuadrados grandes de metal, cada uno con lados de 
1 m, tienen recortados de sus esquinas cuatro pequefios cua¬ 
drados. Los doce cuadrados pequefios resultantes deben ser 
del mismo tamano (figura 3.6.21). Las tres piezas grandes en 
forma de cruz se doblan y soldan para formar cajas sin tapa, 
y los doce cuadrados pequefios se usan para formar dos cubos 
pequefios. ^Como hacer esto para maximizar el volumen total 
de las cinco cajas? 


X 



Figura 3.6.21 Uno de los tres cuadrados de metal del 
problema 19 

20. Suponga que va a fabricar una caja rectangular con una 
base cuadrada, con dos materials distintos. El material de la 
tapa y los cuatro lados de la caja cuesta $ 1/pie cuadrado; el 
material de la base cuesta $2/pie cuadrado. Determine las 
dimensiones de la caja con el maximo volumen posible, si se 
le permite gastar $144 para el material. 

21. Una pieza de alambre de 80 pulgadas de largo se corta 
en, a lo mas, dos piezas. Cada pieza se dobla para formar un 
cuadrado. ^Como hacer esto de modo que se minimice (la 
suma dc) el (las) area(s) del (los) cuadrado(s)? ^Para maximi- 
zarla? 
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22. Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes. 
Una parte se dobla para formar un circulo y la otra para un 
cuadrado. ^Donde debe hacerse el corte para maximizar la 
suma de las areas del cuadrado y del circulo? ^Para minimizar 
dicha suma? 

23. Una agricultora tiene 600 m de cerca con los que planea 
encerrar un apacentadero rectangular adyacente a una larga pared 
ya existente. Ella planea construir una cerca paralela a la pared, 
dos para formar los extremos del area encerrada, y un cuarto 
(paralelo a los dos extremos del area encerrada) para dividirla en 
partes iguales. ^Cual es el area maxima que puede encerrar? 

24. El administrador de un zoologico necesita agregar un 
corral exterior rectangular a la casa de un animal con una 
ranura en una esquina, como se muestra en la figura 3.6.22. 
Si dispone de 85 m de cerca nueva, ^cuales dimensiones del 
corral maximizaran su area? No se utilizara cerca a lo largo 
de las paredes de la casa. 


Casa de los animates 



10 m 

h - 1 


5 m | 


Cerca nueva 



Figura 3.6.22 El corral rectangular del problema 24 

25. Suponga que una oficina de correo puede aceptar un 
paquete para su envio solo si la suma dc su longitud y su 
cincha (la circunferencia de su seccion transversal) es, a lo 
mas, de 100 pulgadas. ^Cual es el volumen maximo de una 
caja rectangular con una seccion transversal cuadrada que se 
puede enviar por correo? 

26. Repita el problema 25, utilizando ahora un paquete cilin- 
drico; su seccion transversal es circular. 

27. Una compania de impresion tiene ocho prensas, cada una 
de las cuales puede imprimir 3600 copias por hora. La prepa¬ 
ration de una prensa para la impresion cuesta $5.00 y cuesta 
10 + 6/z dolares el uso de n prensas por hora. ^Cuantas prensas 
deben utilizarsc para imprimir 50,000 carteles dc la manera 
mas rentable? 

28. Un granjero desea contratar trabajadores para cosechar 
900 bushels de frijol. Cada trabajador puede cosechar 5 
bushels por hora y se lc paga $1.00 por bushel. Mientras se 
dcsarrolla la cosecha, cl granjero debe contratar tambien un 
supervisor a $10 la hora, tiene gastos adicionales de $8 por 
trabajador. Ciuintos trabajadores debe contratar para mini¬ 
mizar cl costo total? ^,Cual sera entonces el costo dc cada 
bushel coscchado? 


29. Los costos de calefaccion y eniriamiento de una casa aislada 
son de $500 por aiio, pero con x ^ 10 pulgadas de aislante, el 
costo es de 1000/(2 +*) dolares al ano. Cuesta $150 la pulgada 
de aislante (espesor) instalado. ^Cuantas pulgadas de aislante 
deben instalarse para minimizar el costo total (inicial mas 
anual) para un periodo de 10 anos? cuanto asciende el 
ahorro anual resultante de este aislamiento optimo? 

30. Una concesionaria ha vendido 5000 burritos durante cada 
juego noctumo, a 50 centavos cada uno. Cuando elevo el 
precio a 70 centavos cada uno, las ventas bajaron a 4000 cada 
noche. Suponga que existe una relacion lineal entre el precio 
y las ventas. Si ella tiene un gasto fijo de $1000 por noche y 
cada bumto le cuesta 25 centavos, ^que precio maximiza su 
ganancia por noche? 

31. Un tren de conexion lleva 600 pasajeros cada dia de los 
suburbios a la ciudad. La operation del tren cuesta $ 1.50 por 
persona. Un estudio de mercado revela que 40 personas 
dejarian de utilizar el tren por cada aumento de 5 centavos en 
la tarifa, pero 40 personas mas lo usarian por cada 5 centavos 
menos de tarifa. ^Que tarifa debe cobrarse para obtener la 
maxima ganancia posible? 

32. Determine la forma del cilindro de volumen maximo que 
puede inscribirse en una esfera de radio R (figura 3.6.23). 
Muestre que la razon entre la altura del cilindro y su radio es 
V~2 y que la razon entre el volumen de la esfera y el volumen 
del cilindro maximo es V~3. 



Figura 3.6.23 La esfera y el cilindro del problema 32 

33. Determine las dimensiones del cilindro circular recto de 
maximo volumen que se puede inscribir en un cono circular 
recto de radio R y altura H (figura 3.6.24). 



Figura 3.6.24 El cono y el cilindro del problema 33 
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34. La figura 3.6.25 muestra un ci'rculo de radio 1 en el que 
esta inscrito un trapecio. El mayor de los lados paralelos del 
trapecio coincide con un diametro del circulo. £ Cual es el drea 
maxima posible de tal trapecio? [Sugerencia: Una cantidad 
positiva se maximiza cuando su cuadrado se maximiza.] 



Figura 3.6.25 El circulo y el trapecio del problema 34 


35. Muestre que el rectangulo de perimetro maximo que se 
puede inscribir en un circulo es un cuadrado. 

36. Determine las dimensiones del rectangulo (con lados 
paralelos a los ejes coordenados) de area maxima que se puede 
inscribir en la elipse de ecuacion 



= 1 


de una cuerda que vaya de la punta de uno de los postes al 
suelo y de ahi a la punta del otro poste. 

39. La suma de dos numeros no negativos es 16. Determine 
los valores maximo y minimo posibles de la suma de sus raices 
cubicas. 

40. Un alambre recto de 60 cm de longitud se dobla para 
formar una L. Cu&l es la distancia mas corta posible entre los 
dos extremos del alambre doblado? 

41. ^Cual es la distancia mas corta posible de un punto de la 
parabola y- jc 2 al punto (0, 1)? 

42. Da do que: existe exactamente un punto sobre la grafica 
de^ = V 3 jc — 4 mas cercano al origen. Determine este punto. 
[Sugerencia: Vea la figura 3.6.27 y resuelva la ecuacion 
obtenida mediante inspeccion.] 



Figura 3.6.27 La curva del problema 42 


(figura 3.6.26). 



37. Un cono circular re cto de ra dio ry altura h tiene una altura 
diagonal dada por L - V r 2 + h 2 . ^Cual es el volumen maximo 
posible de un cono con altura diagonal 10? 

38. Dos postes verticales de altura 10 pics se encuentran a 
una distancia de 10 pies. Determine la longitud mas corta 


43. Determine las dimensiones que maximizan el area de la 
section transversal de las cuatro vigas que se pueden cortar 
de las cuatro partes del tronco circular del ejemplo 5 (las partes 
que sobran despues de cortar una viga cuadrada del tronco; 
figura 3.6.10). 

44. Determine el area maxima de un rectangulo inscrito en 
un triangulo equilatero con lados de longitud 1 (fig. 3.6.28). 



Figura 3.6.28 El rectangulo y el triangulo equilatero del 
problema 44 
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45. Unapequena isla esta a 2 km de la tierra firme en un gran 
lago. Una mujer en la isla puede remar en su bote a 10 km/h 
y puede correr a 20 km/h. Si ella rema hasta el punto mas 
cercano de la orilla (recta), estara en un punto a 6 km de la 
villa sobre la misma orilla. A que parte de la orilla debe llegar 
para llegar a la villa mas rapidamente, mediante una combi¬ 
nation de remo y carrera? 

46. Una fabrica se localiza en la ribera de un no recto que 
tiene un ancho de 2000 m. En la ribera opuesta, pero a 4500 m 
rio abajo se encuentra una planta de electricidad de la que la 
f&brica obtiene su energia. Suponga que cuesta tres veces m&s 
el metro de cable por debajo del agua que el metro de cable 
sobre el terreno. Que trayectoria debe tener un cable que une 
la planta con la fabrica para minimizar el costo del tendido del 
cable? 

47. Una compania tiene plantas localizadas (en un sistema de 
coordenadas adecuado) en los puntos A(0, 1), B{ 0, - 1) y 
C(3, 0) (figura 3.6.29). La compania planea construir un 
centro de distribution en el punto P(jc, 0). <?Que valor de jc 
minimizaria la suma de las distancias de P a A, B y C? 


A* 

y 



\ 

\ 

p 

w 

c 


F 

/ 

/ 

" X 


/ 

/ 



Figura 3.6.29 Las posiciones del problema 47 


48. La luz viaja con velocidad c en al aire y con una velocidad 
menor t>en el agua. (La constante c es aproximadamente 3 
x 10 10 cm/seg; la proportion n = civ es el indice de refrac- 
ci6n, que depende del color de la luz pero para el agua es 
aproximadamente 1.33.) La figura 3.6.30 muestra la trayec¬ 
toria de un rayo de luz que viaj a del punto A en el aire al punto 
B en el agua, con lo que parece un cambio subito en la 
direccibn conforme el rayo pasa por la interfaz agua-aire. (a) 
Escriba el tiempo T necesario para que el rayo viaje de A a B 
en terminos de la variable jc y las constantes a , b, c, s y t>, las 
cuales hemos definido o aparecen en la figura. (b) Muestre 
que la ecuacion T'(x) = 0 para minimizar T es equivalente a 
la condition 

sen a c 

-- = - = n. 

sen /3 c 


Esta es la ley de Snell: La razon entre los senos de los angulos 
de incidencia y refraction es igual al indice de refraction. 


A 



B 


Figura 3.6.30 La ley de Snell da la trayectoria de la luz 
refractada (problema 48) 

49. Las matematicas de la ley de Snell (problema 48) son 
aplicables a otras situaciones distintas de la refraccion de la 
luz. La figura 3.6.31 muestra una falla geologica horizontal 
que separa dos poblaciones en los puntos Ay B. Suponga que 
A esta a a millas al norte de la falla, que B esta a b millas al 
sur de la falla, y que B esta a L millas al este de A. Quere- 
mos construir un camino de A a B. Debido a la diferencia de 
terreno, el costo de la construction es C x (en millones de dola- 
res por milla) al norte de la falla y C 2 al sur de esta. ^Don- 
de debe colocarse el punto P para minimizar el costo total de 
construccibn del camino? (a) Usando la notacion de la figura, 
muestre que el costo se minimiza cuando C x sen 9 x = C 2 sen 0 2 
(b) Sean a = b = C x = 1, C 2 = 2 y Z, = 4. Muestre que la ecuacion 
de la parte (a) es equivalente a 

/(jc) = 3jc 4 - 24jc 3 + 51 jc 2 - 32jc + 64 = 0. 

Para aproximar la solucion deseada de esta ecuacion, calcule 
/( 0), /(1), /(2), /(3) y/(4). Debe tener/(3) > 0 >/(4). 
Interpole entre/(3) yf (4) para aproximar la raiz deseada de 
la ecuacion. 


A 



B 


Figura 3.6.31 Construccion de un camino de A a B 
(problema 49) 

50. La suma de los volumenes de dos cubos es 2000 pulgadas 
cubicas. Cual debe ser la longitud de sus lados jc y y para 
maximizar la suma de las areas de su superficie? ^Para 
minimizaria? 
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153 






51. La suma de las areas de las superficies de un cubo y una 
esfera es 1000 pulgadas cuadradas. ^Cuales deben ser sus 
dimensiones para minimizar la suma de sus volumenes? ^JPara 
maximizarla? 

52. Su hermano menor tiene seis piezas de madera con las 
que fabrica el armazon de una cometa que se muestra en la 
figura 3.6.32. Las cuatro piezas exteriores, con las longitudes 
indicadas, ya han sido cortadas. Cual debe ser la longitud de 
los palos interiores para maximizar el area de la cometa? 



Figura 3.6.32 El armazdn de la cometa (problema 52) 


3.6 Proyectos^ 



Figura 3.6.33 El cuadrado de 
Iona; primer intento 



Figura 3.6.34 El cuadrado de 
Iona; segundo intento 



Figura 3.6.35 La caja cuadrada 
de sombreros con tapa 


Estos proyectos requieren el uso de una calculadora grafica o una com- 
putadora con una utileria de graficacion. 

PROYECTO A Los siguientes problemas se relacionan con metodos 
altemativos para construir una tienda de campana. 

1. La figura 3.6.33 muestra un cuadrado de 20 por 20 pies de material de 
Iona para hacer una tienda de campana. La tropa A de ninas guia debe 
cortar partes de las cuatro esquinas, como se indica, de modo que las 
cuatro partes triangulares restantes se puedan doblary formaruna tienda 
con la forma de una piramide con base cuadrada. ^Como debe hacerse 
esto para maximizar el volumen de la tienda? 

Sea A el area de la base de la tienda y h su altura. Con x como en la 
figura, muestre que el volumen V = j Ah de la tienda esta dado por 

V(jc) = fx 2 Vl00 - 20*, 0 ^ x ^ 5. 

Maximice V graficando V(x)y V\x) y haciendo un acercamiento a la raiz 
de V\x). 

2. La tropa B de las ninas guia debe hacer una tienda con la forma de una 
piramide, con una base cuadrada, de otro cuadrado 20 por 20 pies de Iona, 
pero de la forma indicada en la figura 3.6.34. Con x como en la figura, 
muestre que el volumen de la tienda es 

V(jc) = 5 X 2 V200 - 20*, 0 ^ x =1 10. 

Maximice V graficamente, como en el problema 1. 

3. Resuelva los problemas 1 y 2 analiticamente, para verificar que el 
volumen maximal en el problema 2 es exactamente 2 V~2 veces el volumen 
maximo del problema 1. jSi sirve pensar un poco antes de hacer una tienda! 

PROYECTO B 

1. Hattie, la sombrerera, necesita una caja de sombrero con forma de caja 
rectangular, con una base cuadrada, sin tapa. El volumen de la caja debe 
ser 1000 pulgadas cubicas, y el lado jc de su base debe ser al menos de 8 
pulgadas (figura 3.6.35). Hattie debe hacer tambien una tapa cuadrada 
con un borde de 2 pulgadas. 
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Figura 3.6.36 La caja cih'ndrica 
de sombrero, con tapa 


Asi, la caja con tapa es, de hecho, dos cajas abiertas sin tapa: la primera caja con 
altura y ^ 2 pulgadas y la tapa con altura 2 pulgadas. ^Cuales deben ser las 
dimensiones x y y que minimicen el area total A de las dos cajas abiertas? 

Resuelva el problema de Hattie. Comience expresando el area total como una 
funcion A de x. No olvide determinar el dominio de A. Muestre que la ecuacion 
A'(x) = 0 se reduce a la ecuacion cubica 

x 3 + 2x 2 - 1000 = 0. 

En vez de intentar resolver esta ecuacion con exactitud, grafique A(x) y ^'(x) en 
el mismo conjunto de coordenadas y realice un acercamiento a la raiz de A\x). 

2. Repita el problema 1 para el caso de una caja cilindrica, como se muestra en la 
figura 3.6.36. La base y la tapa tienen cada una un radio r ^ 4 pulgadas, la altura 
h de la base debe ser al menos de 2 pulgadas, la orilla de la tapa debe ser 
exactamente 2 pulgadas y el volumen de la caja debe ser 1000 pulgadas cubicas. 


Derivadas de las 

funciones 

trigonometricas 


Radianes 

Grados 

0 

0 

it/6 

30 

7t/4 

45 

7t/3 

60 

7t/2 

90 

27t/3 

120 

37t/4 

135 

57t/6 

150 

77 

180 

37t/2 

270 

277 

360 

477 

720 


Figura 3.7.1 Algunas 
conversiones grado-radianes 


En esta seccion iniciamos nuestro estudio del calculo de las funciones trigonome¬ 
tricas; nos centraremos primero en las funciones seno y coseno. Las definiciones 
y propiedades elementales de las funciones trigonometricas se repasan en el 
apendice A, radianes -grados para algunos angulos de uso frecuente. 

En calculo cuando escribimos sen 0 (o cos 6 ), indicamos el seno (o el coseno) 
de un angulo de 0 radianes (rad). Recordemos la relacion fundamental entre la 
medida en radianes y la medida en grados de los angulos: 

Existen it radianes en 180 grados. (1) 

La figura 3.7.1 muestra las conversiones radianes-grados para algunos angulos de 
uso frecuente. 

Las derivadas de las funciones seno y coseno dependen de los limites 


lim 

0^0 


sen 6 

~T~ 


1 , 


lim 

0^0 


1 - cos 6 
0 


= 0 


que establecimos en la seccion 2.3. Las formulas para la suma 
cos(x 4- y) = cos x cos y — sen xseny, 
sen (x + y) = sen x cos y + cos x sen y 


tambien son necesarias. 


( 2 ) 

( 3 ) 


Teorema 1 Derivadas de senosy cosenos 

Las funciones/(x) = sen x y g(x) = cos x son derivables para todo x, y 

D sen x = cos x, (4) 

Z)cosx = -senx. (5) 


Demostracion Para derivar/(x) = sen x, comenzamos con la definition de la 
derivada 

r,, v ,■ + h) - f(x) sen(x + h) - senx 

/ (x) = lim-:- = lim-:- 

a— o n a— o h 
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A continuacion aplicamos la formula de la suma para el seno y las propiedades de 
los limites para obtener 


f'{x) = lim 
* —^ 0 


= lim 

* —^ o 


(sen* cos h + sen h cos jc) - senjc 


, x sen h . v 1 — cos h 
(cos jc) —-(senjc)--- 


= (cos jc) lim 


h 

sen h 


1 - cos h 


- (senjc)^lim ^ 


V*-o h 

Con los limites en la ecuacion ( 2 ) se obtiene 

/'(jc) = (cos jc)(1) - (senx)( 0 ) = cos jc, 

que demuestra la ecuacion (4). La demostracion de la ecuacion (5) es similar (vease 
el problema 62). □ 


Los ejemplos 1 a 4 ilustran la aplicacion de las ecuaciones (4) y (5) junto con 
las formulas generales de derivacion de las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 para derivar 
varias combinaciones de funciones trigonometricas y de otros tipos. 

EJEMPLO 1 


D x {x 2 senjc) = (D jc 2 )(senjc) + (jc 2 )(D sen jc) 
= 2jc sen jc + jc 2 cos jc. 


EJEMPLO 2 


D f (cos 3 r) = D[(cos r) 3 ] = 3 (cos t) 2 D {cos t) 

= 3(cos 2 r)( — sent) = —3 cos 2 1 sen t. 


EJEMPLO 3 Si y = — - , entonces 

1 - sen x 


dy _ (Dcos *)(1 - sen*) - (cos *)[D(1 - sen*)] 
dx (1 - sen*) 2 

(-sen*)(l - sen*) - (cos *)(—cos x) 

(1 - sen*) 2 

—sen* + sen 2 * + cos 2 * _ —sen* + 1 
(1 - sen *) 2 (1 - sen *) 2 ’ 

dy _ 1 

dx 1 - sen * 


EJEMPLO 4 Si g(t) = (2 - 3 cos /) 3/2 , entonces 
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(b) 


Figura 3.7.2 Graficas de las 
seis fiinciones trigonometricas 


LAS RESTANTES FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

Es facil derivar las otras cuatro fanciones trigonometricas, pues se pueden expresar 
en terminos de las funciones seno y coseno: 


sen* 

tan x =-, 

cos x 

1 

sec x = - 

cos x , 

Cada una de estas formulas es valida, excepto cuando el denominador se anula. 
Asi, tan x y sec x no estan definidas cuando x es un multiplo entero impar de id 2, 
mientras que cot x y esc x no estan definidas cuando x es un multiplo entero de it 
Las graficas de las seis funciones trigonometricas aparecen en la figura 3.7.2. Ahi 
se muestran el seno y su redproco, la cosecante, en el mismo piano de coordena- 
das; tambien formamos una pareja del coseno con la secante, pero mostramos la 
tangente y la cotangente por separado. 

Las funciones de la ecuacion ( 6 ) se pueden derivar mediante la regia del 
cociente y las derivadas de las funciones seno y coseno. Por ejemplo, 

sen* 

tan x =-, 

cos x 


cot x = 


cos x 
sen *’ 


( 6 ) 


CSC x — 


sen* 


de modo que 


D tan x = 


(D sen x) (cos x) - (sen*)(D cos x) 
(cos x) 2 

(cos *)(cos. *) - (sen*)(-sen*) 
cos 2 * 


cos 2 * + sen 2 * 
cos 2 * 


cos"* 


D tan * = sec 2 *. 


Como ejercicio, debera obtener, de manera similar, las formulas de derivacion en 
las ecuaciones ( 8 ) a ( 10 ) del teorema 2 . 


Teorema 2 Derivadas de las funciones trigonometricas 

Las funciones / (*) = tan x, g(x) = cot x, p(x) = sec x y q(x) 

= esc * son 

derivables en todo su dominio de definicion, y 

D tan * = sec 2 *, 

( 7) 

D cot * = —esc 2 *, 

( 8) 

D sec * = sec* tan *, 

( 9) 

Dcsc* = -csc* cot*. 

(10) 


Los patrones en las formulas del teorema (2) y las ecuaciones (4) y (5) nos 
permiten recordarlas con facilidad. Las formulas en las ecuaciones (5), ( 8 ) y (10) 
son los “analogos de las cofunciones” de las ecuaciones (4), (7) y (9), respectiva- 
mente. Observe que las formulas de las derivadas de estas tres cofunciones son 
las que contienen signos menos. 
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EJEMPLO 5 


D x (x tan x) = (Dx)( tan x) + ( x)(D tan x) 

= (l)(tan x) + (x)(sec 2 x) = tan x + xsec 2 x. 
D x ( cot 3 x) = D( cot *) 3 = 3 (cot x) 2 D cot x 

= 3(cot *) 2 (-csc 2 jc) = -3 esc 2 * cot 2 *. 
q ( sec * \ _ (D sec *)(V*) - (sec *)(DV*) 

V Vx / (V*) 2 

_ (sec x tan *)(V*) - (sec *)( 5 *~ 1/2 ) 
x 

= ^* _3/2 (2* tan x - 1) sec x. 


FORMULAS CON LA REGLA DE LA CADENA 


Recuerde la ecuacion (14) de la seccion 3.3; la regia de la cadena implica 

D x g{u) = g'{u)j- x 00 

para la derivada de la composicion g(«(jc)) de dos fiinciones derivables g y u. Esta 
formula proporciona una version de la regia de la cadena de cada una de las nuevas 
formulas de derivacion que hemos aprendido. 

Si aplicamos la ecuacion (11), primero con g(u) = sen u, despues con g(u) = 
cos u , y asi sucesivamente, obtenemos las versiones de la regia de la cadena de las 
formulas de derivacion trigonometrical 


^ x du 

D x sen u = (cos u) —, 
dx 

(12) 

^ . du 

D x cos u = (— senw) —, 
dx 

(13) 

~ o x du 

D x tan u = (sec z u) — , 
dx 

(14) 

^ / o , du 

D x cot u = (-esc u) — , 
dx 

(15) 

^ x du 

D x sec u = (sec u tan u) —, 

dx 

06) 

^ / x du 

D x CSC u = (-esc u cot u) —. 

dx 

(17) 


Los casos en que u = kx (donde k es una constante) son dignos de mencion. Por 
ejemplo, 


D x sen kx = k cos kx y D x cos kx = -ksenkx. (18) 


158 


Capitulo 3 / La derivada 



Las formulas de la ecuacion (18) proporcionan una explication de la razon por la 
que la medida en radianes es mas adecuada que la medida en grados. Como 
la relation dada en (1) implica que un angulo medido en grados tiene medida en 
radianes ttx/ 180, el “seno de un angulo de x grados” es una funcion nueva y 
diferente , con la formula 


sen x° 


sen 


7 TX 
180 ’ 


expresada en el lado derecho en terminos de la funcion seno estandar (medida en 
radianes). Por lo tanto, la primera formula de la ecuacion (18) implica 


D sen x° 


77 77* 

-cos-, 

180 180 


de modo que 


D sen x° ~ (0.01745) cos *°. 

La necesidad de usar el valor aproximando 0.01745 en este caso (e incluso su 
presencia) es una razon por la que se usan radianes en vez de grados en el calculo 
de las funciones trigonometricas: Cuando trabajamos con radianes, no necesita- 
mos tal aproximacion. 

E JEMPLO 6 Si y = 2 sen 10/ + 3 cos in, entonces 

dy 

— = 20 cos lOf - 377sen77/. 
dt 


EJEMPLO 7 D,(sen 2 3* cos 4 5x) 

= [D(sen3x) 2 ](cos 4 5x) + (sen 2 3x)[D (cos 5x) 4 ] 

= 2(sen3x)(D sen3x) - (cos 4 5x) + (sen 2 3x)-4(cos5;t) 3 (D cos5x) 
= 2(sen 3x)(3 cos 3x)(cos 4 5x) + (sen 2 3x)(4 cos 3 5x)(-5 sen 5x) 

= 6sen3x cos3x cos 4 5x — 20 sen 2 3x sen 5xcos 3 5x. 


EJEMPLO 8 Derive f(x) = cosVx. 

Solution Si u = Vx, entonces du/dx = \/(2^x\ por lo que de la ecuacion (13) se 
obtiene 

D x cos Vx = D x cos u = (—sen u) ^ 

dx 

.-(senvSj-L.-S!^. 

2Vx 2\Tx 

Otra altemativa es realizar este calculo sin introducir la variable auxiliar u : 

D cos Vx = (-sen Vje)D(Vx) = - S6n — 

2 Vx 

EJEMPLO 9 Derive 


y = sen 2 (2x - 1) 3/2 = [sen(2x - 1) 3/2 ] 2 . 
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Solution En este caso, y = u 2 , donde u = sen(2x - 1 ) 3/2 , de modo que 


^ = 2 u^ = 2[sen(2* - \Y /2 ]D x [sen(2x - 1) 3/2 ] 
ax ax 

= 2[sen(2x - 1 ) 3/2 ][cos(2x - 1 ) 3/2 ]£>(2jc - 1) 3/2 
= 2[sen(2x - 1 ) 3/2 ][cos(2x - 1 ) 3/2 ] | (2jc - l) 1/2 -2 
= 6(2x - l) 1/2 [sen(2x — l) 3/2 ][cos(2x - 1) 3/2 ]. 


EJEMPLO 10 


D x tan 2x 3 
D x cot 3 2x 


D x sec Vx 
D x Vcsc x 


(sec 2 2x 3 )D(2x 3 ) = 6x 2 sec 2 2x 3 . 
D(cot2x) 3 = 3(cot2x) 2 D(cot2x) 
(3 cot 2 2x)(-csc 2 2x)D(2x) 

-6 csc 2 2x cot 2 2x. 


sec 


Vx tan Vx 


(secVx tanVx)DVx = n 

2Vx 

D( esc x) u2 = ^(csc x)“ 1/2 D(csc x) 

\ (esc x)“ 1/2 (-csc x cot x) = — \ (cot x) VCSC X . 


Los ejemplos 11 y 12 ilustran las aplicaciones de las funciones trigonometri- 
cas a los problemas de razon de cambio y de maximos y minimos. 


EJEMPLO 11 Se lanza un cohete en forma vertical y es rastreado por un radar 
localizado en el suelo, a 5 millas de la plataforma de lanzamiento. Suponga que el 
angulo de elevacion 0 de la linea de vision al cohete aumenta a razon de 3° por 
segundo, cuando 0= 60°. ^Cual es la velocidad del cohete en ese instante? 



Figure 3.7.3 Rastreo de un 
cohete en ascenso (ejemplo 1) 


Solution Primero convertimos los datos dados en grados a radianes. Como 
existen ;r/180 radianes en 1°, la razon de crecimiento de 0es 


en el instante en que 


= — (rad/s) 
180 60 V ' 


8 = ^ = 1 (rad). 
180 3 v ' 


En la figure 3.7.3 vemos que la alturay (en millas) del cohete es 

y — 5 tan 0. 

Por lo tanto, su velocidad es 

*L = *L d ± = 5f S ec 2 ^- 
dt dd dt 5( 
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(ejemplo 11) 


VJ 



ejemplo 12 


Como sec(;r/3) = 2 (figura 3.7.4), la velocidad del cohete es 


-^ = 5 . 2 2 • — 
dt 60 


77 

3 


(mi/s), 


cerca de 3770 millas/hora, en el instante 6- 60°. 


EJEMPLO 12 Un rectangulo esta inscrito en un semicirculo de radio R (figura 
3.7.5). ^Cual es el area maxima posible de tal rectangulo? 


Solution Si denotamos la longitud de la mitad de la base del rectangulo con x y 
su altura con y> entonces su area es A = 2 xy. En la figura 3.7.5 vemos que el 
triangulo rectangulo tiene hipotenusa R y el radio del circulo, por lo que 

x = R cos 0 y y = R send. (19) 

Cada valor de Centre 0 y n! 2 corresponde a un rectangulo inscrito posible. Los 
valores 0= 0 y 6 = nil dan como resultado rectangulos degenerados. 

Sustituimos los datos de la ecuacion (19) en la formula A - 2xy para obtener 
el area 


A = A(0) = 2 (R cos 6)(R send) 

= 2 R 2 cos 8 send (20) 

como funcion de 0en el intervalo cerrado [0, n!2\. Para determinar los puntos 
criticos, derivamos: 

dA 

— = 2R\-send send + cos 8 cos 8) - 2/? 2 (cos 2 8 - sen 2 8). 


Como dA/dO siempre existe, tenemos puntos criticos solo si 

cos 2 8 — sen 2 0 = 0; sen 2 6 = cos 2 0; 
tan 2 0=1; tan 0 = ± 1. 

El unico valor de 0en [0, n!2\ tal que tan 0= ±1 es 6 = n! 4. 

A1 evaluar^(^) en cada uno de los valores posibles 0= 0, 0= n! 4 y n!2 (los 
extremos y el punto critico), tenemos que 


A( 0) = 0, 


A 





= R\ 


A 



= 0. 


maximo absoluto 


Asi, el maximo rectangulo inscrito tiene area R 2 y y sus dimensiones son 2x = R^2 
y y = RN2. 


3.7. Problemas 


Derive las funciones dadas en los problemas 1 a 20. 

1. f(x) = 3 sen 2 * 2. f{x) = 2 cos 4 jc 

3* fix) = jc cos Jt 4. fix) — Vx sen x 


5. fix) = 

7. fix) = sen x cos 2 x 
9. g{t) = (1 + sen r) 4 


COS X 


6 * ft** = ^r 

Vx 

8. fix) = cos 3 x sen 2 x 
10. git) = (2 - cos 2 r) 3 
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11. g(l) = 


I 


12. g(t) = 


sen t 


I + cos t 


sen t + cos t 

13. /(jc) = 2x sen jc - 3jc 2 cos jc 

14. /(jc) = jc 1/2 cos jc - jc“ 1/2 senjc 

15. /(jc) = cos 2jc sen 3jc 16. /(jc) = cos 5jc sen lx 

17. g(/) = / 3 sen 2 2/ 18. g(t) = V/cos 3 3/ 

19. g{t) = (cos 3 1 + cos 5/) 5/2 

20 . *(/) = 1 

Vsen 2 / +sen 2 3/ 


Determine < 


21 . y = sen 2 VI 


22. y = 


cos 2jc 


23. y = jc 2 cos(3jc 2 - I) 24. y 

25. y = sen 2jc cos 3jc 26. y 

cos 3jc 


= sen 3 jc 4 


27. y = 


sen 5 jc 


28. y 


sen3jc 

= Vcos VI 


29. y =sen 2 jc 2 
31. y ~ sen 2 VI 

33. y ~ jcsenr 2 
= VI sen VI 


30. y = cos 3 jc 3 
32. y = cos 3 VI 

34. y = jc z cos 


42. y = sec jc 7 
44. y = (sec 2jc) 7 

^ sec jc 5 

46. y =- 

JC 

48. y = sec VI ta 
50. y = cot( 


35. y 

37. y . _ 

39. y = cos(senjc 
41. y = tan jc 7 
43. y = (tan jc) 7 

45. y = jc 7 tan 5jc 

47. y = VI sec VI 

49. y = csc^j 

sec 5jc 

51. y =- 

tan 3jc 

53. y = jc secjc cscjc 

55. y = sec(senjc) 

__ sen jc 

57. y = - 

sec jc 

59. y - V I + cot 5jc 

formulas de derivacion de I 


- CO 


36. y = (senjc 

r - y = VI(* - cos jc) 3 38. y = VI sen V 
40. y =sen(l + V 


_ 1 _' 


52. y = sec 2 jc - 

54. y ~ jc 3 tan 3 
56. y = cot(sec 
sec J 

58. y = - - 

+ *- 


60. y = \/csc 


61. Deduzcalas 
a (10). 


62. Use la definicion de la derivada para mostrar directamen- 
te que si g(jc) = cos jc, entonces g'(jc) = - sen jc. 

63. Si se dispara un proyectil desde el nivel del suelo, con 
una velocidad inicial Vq y angulo de inclinacion ay si se 
puede ignorar la resistencia del aire, entonces su alcance (la 
distancia horizontal recorrida) es 

R = sena cos a 
(figura 3.7.6). ^Que valor de amaximiza R? 



64. Un globo meteorologico que se eleva en forma vertical 
es observado desde un punto en el piso a 300 pies del punto 
directamente debajo del balon (figura 3.7.7). ^Con que rapi- 
dez esta elevandose el globo cuando el angulo entre el piso y 
la linea de vision del observador es 45° y aumenta a 1° por 
segundo? 




Figura 3.7.7 El globo meteorologico del problema 64 


65. Se lanza un cohete en forma vertical, hacia arriba, desde 
un punto a 2 millas al oeste de un observador sobre el piso. 

Cual es la rapidez del cohete cuando el angulo de elevacion 
(desde la horizontal) de la linea de vision del observador al 
cohete es 50° y aumenta 5° por segundo? 

66. Un avion que vuela a una altura de 25,000 pies tiene una 
falla en el indicador de la velocidad del aire. Para determinar 
su velocidad, el piloto ve un punto fijo en el piso. En el 
momento en que el angulo de depresion (desde la horizontal) 
de su linea de vision es 65°, observa que cste angulo aumenta 
a razon dc 1.5° por segundo (figura 3.7.8). ^Cual es la rapidez 
del avion? 
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|25,000 pies 


_ \\ . , L_ 


Figura 3.7.8 El avion del problema 66 


67. Un observador sobre el piso ve un avion que se aproxima, 
volando a velocidad constante y a una altura de 20,000 pies. 
Desde su punto de vista, el angulo de elevation del avion 
aumenta a 0.5° por segundo, cuando el angulo es 60°. Cual 
es la velocidad del avion? 

68. Determine la maxima area posible A de un rectangulo 
inscritoen el circulo unitariox^+y^ 1, maximizando^ como 
una funcion del angulo 0que se indica en la figura 3.7.9. 



Figura 3.7.9 Un rectangulo inscrito en el circulo unitario 
(problema 68) 

69. Se va a construir un abrevadero mediante una banda larga 
de metal de 6 pies de ancho, doblando con un angulo 0una 
tira de 2 pies a cada lado (figura 3.7.10). Cual angulo maximiza 
el area transversal, y con ello el volumen, del abrevadero? 



Figura 3.7.10 El abrevadero del problema 69 

70. Una parcela circular de pasto con un radio de 20 m esta 
rodeada por un camino, y una luz se coloca en la parte superior 
de un poste justo sobre el centro del circulo. A que altura 
debe colocarse la luz para iluminar mejor el camino? La 
intensidad de iluminacion I de una superficie esta dada por 
I = (k sen 0)1 D 2 , donde D es la distancia desde la fuente de 


luz a la superficie, y 0es el angulo con el que la luz llega a la. 
superficie y k es una constante positiva. 

71. Determine el minimo volumen posible V de un cono en 
el que se inscribe una esfera de radio dado R. Minimice V 
como funcion del angulo 6 indicado en la figura 3.7.11. 



Figura 3.7.11 Determination del cono mas pequeno que 
contiene una esfera dada (problema 71) 


72. Una hoja de papel rectangular muy larga tiene 20 centi- 
metros de ancho. La esquina inferior derecha se dobla a lo 
largo del pliegue que se indica en la figura 3.7.12, de modo 
que la esquina toque apenas el lado izquierdo de la pagina. 

Como hacer esto de modo que el doblez sea lo mas corto 
posible? 


Figura 3.7.12 Doble una hoja 
de papel; haga que el pliegue sea 
de la longitud mas pequena 
posible (problema 72) 



73. Determine el area maxima posible de un trapecio inscrito 
en un circulo de radio 1, como lo muestra la figura 3.7.13. 



Figura 3.7.13 Un trapecio inscrito en un circulo 
(problema 73) 
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Comience expresando A como una funcion del angulo 0que 
aparece ahi. 

74. Un lenador debe cortar una viga hexagonal de un tronco 
circular de 30 cm de diametro, de modo que su seccion 
transversal sea como se muestra en la figura 3.7.14. La viga 
es simetrica, con la unica diferencia entre los angulos intemos 
cc y p. Muestre que el &rea de la seccion transversal es maxima 
cuando la seccion transversal es un hexagono regular, con 
lados y angulos iguales (correspondiente a a- P = 2;r/3). 
Observe que a+ 2|3 = 2k (<■ Por que?) 



Figura 3.7.14 Una viga hexagonal cortada de un tronco 
circular (problema 74) 



Figura 3.7.15 Determinacion del area maxima acotada 
por un arco circular y su cuerda (problema 75) 

76. Una montahista comienza a caminar en un punto P de un 
camino recto y desea llegar a una cabana en el bosque, que 
esta a 2 km de un punto Q a 3 km camino abajo de P (figura 
3.7.16). Ellapuede caminar a 8 km/h por el camino, pero solo 
a 3 km/h por el bosque, y quiere minimizar el tiempo reque- 
rido para llegar a la cabana. ^Que parte del camino debe 
caminar antes de dirigirse hacia el bosque directamente hacia 
la cabana? [Sugerencia: Use el angulo Centre el camino y la 
ruta que toma a traves del bosque como la variable inde- 
pendiente.] 


75. Consideremos un arco circular de longitud 5 con extre- 
mos en el ejex (figura 3.7.15). Muestre que el area/4 acotada 
por este arco y el eje jc es maxima cuando el arco circular tiene 
la forma deun semicirculo. [Sugerencia : Exprese/4 en termi- 
nos del angulo tfsubtendido por el arco en el centro del circulo, 
como se muestra en la figura 3.7.15. Muestre que A es maxima 
cuando 6= k] 


Figura 3.7.16 Determine la ruta 
mas rapida a la cabana del bosque 
(problema 76) 


p 


Bosque 


Camino 


3 



3.8 

Derivation implicita y 
razones relacionadas 



Figura 3.8.1 La parabola 

y 2 — jc = 0 


Una ecuacion en dos variables .v y y puede tener una o mas soluciones para j; en 
terminos dex o para.v en terminos de jy. Estas soluciones son funciones definidas 
en forma implicita por la ecuacion. Aqui analizaremos la derivacion de tales 
funciones y el uso de sus derivadas para resolver problemas especificos de razon 
de cambio. 

Por ejemplo, la ecuacion / -x = 0 define de manera implicita dos funciones 
continuas de x: 


y = Vx 


y 


y 7 -Vjc. 


Cada una de las cuales tiene como dominio la semirrecta x SO. Las graficas de 
estas dos funciones son la rama superior e inferior de la parabola que aparece en 
la figura 3.8.1. La parabola completa no es la graflca de una funcion de*, puesto 
que mnguna recta vertical debe cruzar la grafica de una funcion de este tipo mas 
de una vez. 

La ecuacion de un circulo unitario, x 2 + / = 1, define de manera implicita 
cuatro funciones (entre otras): 

y = + V1 - * 2 para.ven [-1, 1], 

v = -VI - * 2 para.ven[—I, 1], 


* = + V1 - ~p- para.ven [— 1, 1 ], y 

* = — Vl — _y 2 para.ven[— 1, 1 ]. 
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Figura 3.8.2 Funciones 
continuas definidas de manera 
impHcitapor x 2 + y 2 = 1 


Las cuatro graficas se resaltan en cuatro copias del circulo unitario que se muestran 
en la figura 3.8.2. 

La ecuacion lx 2 + 2/ + 3 = 0 no define en forma implicita una funcion, pues 
esta ecuacion no tiene soluciones reales (jc, y). (Es claro que 2x 1 + 2y 2 + 3>0 para 
todo jc yy.) 

En el calculo avanzado, podemos estudiar condiciones que garanticen cuando 
una funcion definida de manera implicita es derivable. Aqui continuaremos bajo 
la hipotesis de que nuestras funciones definidas de manera implicita son derivables 
en caso todos los pantos de sus dominios. (Las funciones con las graficas que se 
muestran en la figura 3.8.2 no son derivables en los extremos de sirs dominios.) 

Cuando suponemos la derivabilidad, podemos usar la regia de la cadena para 
derivar la ecuacion dada, pensando jc como la variable independiente. Entonces, 
podemos despejar la derivada de la funcion/definida de manera implicita, dy/dx 
= /'(jc), en la ecuacion resultante. Este proceso es la derivacion implicita. 

EJEMPLO 1 Use la derivacion implicita para determinar la derivada de una 
funcion diferenciabley = / (jc) definida de manera implicita mediante la ecuacion 

jc 2 + y 2 = 1. 

Solucidn La ecuacion jc 2 + y 2 = 1 se piensa como una identidad que define de 
manera implicita y = y(x) como una funcion de jc. Como jc 2 + \y(x)] 2 es entonces 
una funcion de jc, tiene la misma derivada que la funcion constante 1 en el otro 
miembro de la identidad. Asi, podemos derivar ambos lados de jc 2 + y 2 = 1 con 
respecto de jc e igualar los resultados. Obtenemos 


dy 

2x 4- 2y -f = 0. 
dx 



Figura 3.8.3 La recta tangente 
del ejemplo 1 


En este paso, es esencial recordar quey es una funcion de jc, por lo que la regia de 
la cadena implica DJy 2 ) = 2 y D x y . 

Despues despejamos para obtener 


dy _ jc 
dx y 


a) 


Es sorprendente ver una formula para dy/dx que contiene a x y a y, pero dicha 
formula puede ser tan util como alguna que solamente contenga a x. Por ejemplo, 
la formula de la ecuacion (1) dice que la pendiente de la recta tangente al circulo 
x 2 + y 2 = 1 en el punto (2,2) es 


dy 

dx (U) 


06 

08 


-0.75. 


El circulo y la recta aparecen en la figura 3.8.3. 


Si despejamos y = ±V 1 -x 2 en el ejemplo 1, entonces 

dy _ ~ x _ _x 
dx ± V1 - x 2 y' 

lo que concuerda con la ecuacion (1). A si, la ec uacion (1) nos da al mismo tiempo 
las derivadas de las dos funcionesy = +Vl -jc 2 yy = -Vl - jc 2 definidas de manera 
implicita mediante la ecuacion jc 2 + y 2 = 1 . 
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Figura 3.8.4 La hoja de 
Descartes; ejemplo 2 


EJEMPLO 2 La hoja de Descartes es la grafica de la ecuacion 

* 3 + y 3 = 3 xy. (2) 

Esta curva fue propuesta por Rene Descartes como reto a Pierre de Fermat 
(1601 -1665) para determinar su recta tangente en un punto arbitrario. La grafica 
de la hoja aparece en la figura 3.8.4. La grafica casi coincide con la linea Fecta 
x+y+ 1=0, cuando | jc | y | y | son grandes y producen una hoja de laurel (de 
ahi el nombre) en el primer cuadrante. En el problema 24 de la section 12.1 
indicamos como construir esta grafica. Aqui queremos encontrar la pendiente de 
su recta tangente. 

Solution Usamos derivacion implicita (en lugar de los metodos ad hoc con los 
cuales Fermat respondio al reto de Descartes). Derivando ambos lados de la 
ecuacion (2), encontramos que: 

3 ^ + 3y >^ = 3 , + 3 ^. 

dx dx 


Despues despejamos la derivada 

dy = y - x 2 
dx y 2 - jc 

Por ejemplo, en el punto (2,2), la pendiente de la recta tangente es 


( 3 ) 


dy 

dx 


l- (l ) 2 
(U) (l) 2 -i 


= - 1 , 


y este resultado coincide con nuestra intuition relativa a la figura. En el punto 
(2,1), la ecuacion (3) implica 


dy 

dx 


(1Y 


(il) (!) 2 - 


4 

5 


Asi, una ecuacion para la recta tangente a la hoja en este punto es 

y-! = !(*-§); 

o bien, 4jc - 5y + 4 = 0. 


RAZONES RELACIONADAS 


Un problema de razones relacionadas implica el uso de dos o mas cantidades que 
varian con el tiempo y una ecuacion que expresa cierta relation entre estas 
cantidades. Por lo comun, estan dados los valores de estas cantidades en cierto 
instante, junto con todas sus razones de cambio en el tiempo, excepto una. El 
problema consiste por lo general en determinar la razon de cambio con respecto 
del tiempo que no esta dada, en un instante dado en el problema. La derivacion 
implicita, con respecto del tiempo /, de la ecuacion que relaciona las cantidades 
dadas producira una ecuacion que relaciona las razones de cambio de las cantida¬ 
des dadas. Esta es la clave para resolver un problema de razones relacionadas. 

EJEMPLO 3 Suponga que x(t) y y(t) son las coordenadas jc y y en el instante t 
de un punto que se mueve en torno del circulo con ecuacion 

jc 2 + y 2 = 25. (4) 
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Usaremos la regia de la cadena para derivar ambos lados de esta ecuacion, con 
respecto del tiempo t. Esto produce la ecuacion 


dx dy 

2x — + 2y — = 0. 
dt dt 


(5) 


Si se conocen los valores de jc, y y dx/dt en cierto instante t, entonces se puede 
despejar dyldt en la ecuacion (5). No es necesario conocer jc y y como funciones 
de t. De hecho es comun para los problemas relacionados con razones que la 
information sea incompleta como para expresar a jc y y como funciones de t. 

Por ejemplo, supongamos que tenemos jc = 3, y = 4 y dxidt = 12 en cierto 
instante. La sustitucion de estos valores en la ecuacion (5) implica 

2-3 -12 + 2-4-^ = 0, 
dt 



Figura 3.8.5 El cohete del 
ejemplo 4 


de modo que dyldt = -9 en ese mismo instante. 

EJEMPLO 4 Un cohete lanzado de forma vertical es rastreado por una estacion 
de radar localizada en el piso, a 3 millas de la plataforma de lanzamiento. ^Cual 
es la velocidad vertical del cohete en el instante en que su distancia a la estacion 
de radar es 5 millas y Ja distancia crece con razon de 5000 mi/h? 

Solucion La figura 3.8.5 ilustra esta situacion. Sea y la altura del cohete (en 
millas) y z su distancia a la estacion de radar. Tenemos que 

= 5000 cuando z = 5. 
dt 

Queremos determinar dy/dt (en millas por hora) en este instante. 

Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de la figura y 
obtenemos 


y 2 + 9 = z 2 

como relacion entre y y z. De esto vemos que y = 4 cuando z = 5. La derivacion 
implicita daria entonces 


^ dy 0 dz 
dt dt 

Sustituimos los datosy = 4, z = 5 y dz/dt = 5000, con lo que tenemos 

dy 


dt 


= 6250 (mi/h) 


como el instante en cuestion. 


El ejemplo 4 ilustra los pasos siguientes en la solucion de un problema tipico 
de razones relacionadas, del tipo que implica una situacion geometrica: 

1. Se traza un diagrama y se etiquetan como variables las diversas cantidades 
cambiantes requeridas en el problema. 

2. Se registran los valores de las variables y sus razones de cambio, como se da 
en el problema. 
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Figura 3.8.6 La sombra en 
movimiento del ejemplo 5 


3. Se usa el diagrama para determinar una ecuacion que relacione las variables 
importantes del problema. 

4. Se deriva la ecuacion de manera implicita con respecto del tiempo t . 

5. Se sustituye el dato numerico dado en la ecuacion resultante, y despues se 
despeja la incognita. 


CUIDADO El error mas comun que debe evitarse es la sustitucion prematura de 
los datos dados antes de derivar de manera implicita. Si hubieramos sustituido 
z = 5 al principio del ejemplo 4, nuestra ecuacion hubiera sidoy 2 + 9 = 25, y la 
derivacion implicita nos daria como resultado el absurdo dy/dt = 0. 

Usaremos triangulos semejantes en vez del teorema de Pitagoras en el ejemplo 
5 para descubrir la relation necesaria entre las variables. 


EJEMPLO 5 Un hombre de 6 pies de altura camina con una velocidad de 
8 pies/seg, alejandose de un farol de la calle que esta en el extremo de un poste 
lg . de 18 pies. ^Que tan rapido se mueve la punta de su sombra a lo largo del piso 
cuando la persona esta a 100 pies del poste de luz? 

__ Solucidn Sea x la distancia del hombre al poste y z la distancia de la punta de su 
sombra a la base del poste (figura 3.8.6). Aunque xy z son funciones del tiempo 
t, no intentaremos determinar formulas explicitas para ellas. 

Tenemos que dx/dt = 8 (en pies/seg); queremos determinar dz/dt cuando 
x = 100 (pies). Igualamos las razones de los lados correspondientes de los dos 
triangulos semejantes de la figura 3.8.6 y vemos que 


z_ 

18 


z - x 


6 


De aqui se sigue que 


2 z 

y la derivacion implicita nos da 



Sustituimos dx/dt = 8 y vemos que 


3x, 


3 


dx 

di ‘ 


dz 

dt 


3 dx 
2 ‘ dt 



De modo que la punta de la sombra del hombre se mueve a 12 pies/seg. 


El ejemplo 5 es poco usual, en el sentido de que la respuesta no depende de 
la distancia del hombre al poste de luz (el valor dado x= 100 es superfluo). El 
ejemplo 6 es un problema de razones relacionadas con dos relaciones entre las 
variables, que no es tan raro. 

EJEMPLO 6 Dos estaciones de radar en A y B, con B 6 km al este de A, estan 
rastreando un barco. En cierto momento, el barco esta a 5 km deA, y esta distancia 
aumenta a razon de 28 km/h. En el mismo instante, el barco esta tambien a 5 km 
de B , pero esta distancia aumenta a solo 4 km/h. ^Donde esta el barco, que tan 
rapido se mueve y en que direccion? 
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de radar de radar 

A B 

Figura 3.8.7 Estaciones de 
radar que rastrean un barco 
(ejemplo 6) 


Solution Con las distancias indicadas en la figura 3.8.7, tenemos que (con la 
ayuda del teorema de Pitagoras) 


x 2 + y 2 = u 2 y (6 — x) 2 + y 2 — v 2 . (6) 


Tenemos los siguientes datos: u = v= 5, du/dt = 28 y dv/dt = 4 en el instante en 
cuestion. Como el barco esta a la misma distancia de A y de B , es claro que jc = 3. 
Asi,y = 4. Por tanto, el barco esta a 3 km al este y 4 km al norte de^. 

Derivamos de manera implicita las dos ecuaciones en (6) y obtenemos 


~ dx , ~ d y 0 du 

2x — + 2y — = 2u — 
dt dt dt 

^_ .dx ^ dy ^ dv 
-2(6-,)- + 2y-=2„-. 


Cuando sustituimos los datos numericos dados y los datos deducidos, obtenemos 


3 


dx 

It 


+ 



140 y 




= 20 . 


Estas ecuaciones se resuelven facilmente: dx/dt = dy/dt = 20. En consecuencia, 
el barco navega hacia al noreste, con una velocidad de 

V20 2 + 20 2 = 20V2 (km/h) 


(jsi la figura es correcta!) Un espejo a lo largo de la linea AB refleja otro barco, 
3 km al este y 4 km al sur de A, que navega hacia el sureste con una velocidad de 
20 a/ 2 km/h. 

^La moraleja? Las figuras son importantes, utiles y con frecuencia, esenciales, 
pero pueden provocar errores. Evite las suposiciones sin fundamento cuando trace 
una figura. En este ejemplo, no habria un problema real, pues cada estacion podria 
determinar si el barco esta al norte o al sur de ella. 


3.8 Problemas 


En los problemas 1 a 10, determine dy/dx mediant e deriva¬ 
tion implicita. 


1. x 2 - y 2 = l 
3. 16 jc 2 + 25y 2 = 400 
5. Vjc + Vy = 1 

7. *2/3 + y 2/3 = 1 
9. jc 2 (jc - y) = y 2 (x + y) 


2. jty = 1 

4. jc 3 + y 3 = 1 
6. * 2 + *y + y 2 = 9 
8. (x - 1 )y 2 = x + 1 
10. (jc 2 + y 2 ) 2 = 4jcy 


En los problemas 11 a 20, determine primero dy/dx mediante 
derivation implicita . Escriba despues una ecuacion para la 
recta tangente a la grafica de esta ecuacion en elpunto dado. 

11 . jc 2 + y 2 = 25; (3, -4) 

12 . jcy = -8; (4, -2) 

13 . Jt 2 y = jc + 2; (2, 1 ) 

14 . jc 1/4 + y 1/4 = 4; (16, 16) 

15 . jcy 2 + jc 2 y = 2; ( 1 , -2) 


17 . 12(jc 2 + y 2 ) = 25jcy; (3, 4) 

18 . jc 2 + jcy + y 2 = 7; (3, -2) 

19 . = 2; (1, 1) 

jc y 

20. (jc 2 + y 2 ) 3 = 8jc 2 y 2 ; (1, -1) 

21 . Determine dy/dx, dado que jc y 3 - jc 5 y 2 = 4. Determine 
despues la pendiente de la recta tangente a la grafica de la 
ecuacion dada en el punto (1, 2). 

22 . Muestre que la grafica de jc y 5 - x 5 y = 1 no tiene tangentes 
horizontales. 

23 . Muestre que no existen puntos sobre la grafica de la 
ecuacion jc 3 + y 3 = 3 xy - 1 en donde la recta tangente sea 
horizontal. 

24 . Determine todos los puntos sobre la grafica de la ecua¬ 
cion 
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25. Determine todos los puntos sobre la grafica de x 1 + y 1 = 
4x + 4 y tales que la recta tangente sea horizontal. 

26. Determine los puntos en el primer cuadrante de la hoja 
del ejemplo 2 en los que la recta tangente es horizontal 
(dy/dx - 0) o vertical (donde dx/dy - 1 I(dy/dx) = 0.) 

27. La grafica de la ecuacion x 1 ~xy ^y 2 = 9 es la elipse rotada 
de la figura 3.8.8. Determine las rectas tangentes a esta curva 
en los dos puntos donde interseca al ejejt, y muestre que estas 
rectas son paralelas. 



Figura 3.8.8 La elipse rotada del problema 27 

28. Determine los puntos sobre la curva del problema 27 
donde la recta tangente es horizontal (dy/dx = 0) y aquellos 
donde es vertical (dx/dy = 0). 

29. La grafica de la figura 3.8.9 es una lemniscata con 
ecuacion (* 2 +y 2 ) 2 =x 2 -y 2 . Determine, mediante derivacion 
implicita, los cuatro puntos de la lemniscata donde la recta 
tangente es horizontal. Determine despues los dos puntos 
donde la recta tangente es vertical; es decir, donde dx/dy = 
\f (dy/dx) = 0. 



Figura 3.8.9 La lemniscata del problema 29 

30. Se colecta agua de un bloque de hielo con base cuadrada 
(figura 3.8.10). El agua se produce por la fusion del hielo, de 
modo que cada arista de la base del bloque disminuye 2 pul- 
gadas por hora, mientras que la altura del bloque disminuye 
3 pulgadas por hora. ^Cual es la razon de flujo del agua en la 
charola recolectora cuando la arista de la base mide 20 pulga¬ 
das y la altura 15? Para simplificar el problema, suponga que 
el agua y el hielo tienen la misma densidad. 



Figura 3.8.10 El bloque de hielo del problema 30 

31. La figura 3.8.11 muestra la arena quese vacia deuna tolva 
a razon de 10 pies cubicos/segundo. La arena forma una pila 
conica cuya altura es el doble de su radio. ^Con que razon 
aumenta el radio de la pila cuando su altura es 5 pies? 


h = 2r 



Figura 3.8.11 La pila conica de arena del problema 31, 
con volumen V = \irr 2 h 

32. Suponga que se vacia el agua de un tanque esferico de 
radio 10 pies (figura 3.8.12). Si la profundidad del agua en el 
tanque es 5 pies y esta decrece a razon de 3 pies/seg, ^con que 
razon disminuye el radio r de la superficie del agua? 



Figura 3.8.12 El tanque esferico del problema 32 

33. Una capa circular de aceite es provocada por un derrame 
de 1 m 3 de aceite. El espesor de la capa de aceite decrece a 
razon de 0.1 cm/h. ^Con que razon aumenta el radio de la capa 
cuando el radio es 8 m? 

34. Suponga que un avestruz de 5 pies de altura camina a 
4 pies/seg hacia una lampara de 10 pies de altura. ^Con que 
rapidez semueve la sombra del avestruz a lo largo del piso? 
6 Con que razon decrece la longitud de la sombra? 
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35. El ancho de un rectangulo es la mitad de su largo. <?,Con 
que razon decrece su area si su ancho es 10 cm y este aumenta 
a 0.5 cm/seg? 

36. iCon que razon aumenta el area de un triangulo equila- 
tero si su base mide 10 cm y aumenta a 0.5 cm/seg? 

37. Un globo de gas se infla a razon de 1007Tcm 3 de gas por 
segundo. £ Con que razon aumenta el radio del globo cuando 
el radio mide 10 cm? 

38. El volumen V (en pulgadas cubicas) y presion p (en libras 
por pulgada cuadrada) de cierta muestra de gas satisfacen la 
ecuacion pV = 1000. <?,Con que razon cambia el volumen de 
la muestra si la presion es 100 Ib/pulgada 2 y aumenta a razon 
de 2 lb/pulgada 2 por segundo? 

39. La figura 3.8.13 muestra una cometa en el aire, a una 
altura de 400 pies. La cometa es impulsada de manera hori¬ 
zontal a razon de 10 pies/seg alejandose de la persona que 
sostiene la cuerda de la cometa al nivel del suelo. £ Con que 
razon aumenta la longitud de la cuerda cuando ya se han 
tendido 500 pies? 



40. Un globo meteorologico que se eleva verticalmente es 
observado desde un punto en el piso a 300 pies del punto 
directamente debajo del globo. <?,Con que razon sube el globo 
cuando el angulo entre el piso y la linea de vision del obser- 
vador es 45° y aumenta a 1° por segundo? 

41. Un avion que vuela horizontalmente a una altura de 3 
millas y a una velocidad de 480 mi/h pasa directamente sobre 
un observador en el piso. <?,Que tan rapido aumenta la distancia 
del observador al avion 30 segundos despues? 

42. La figura 3.8.14 muestra un tanque esferico de radio a 
parcialmente lleno con agua. La profundidad maxima del agua 
en el tanque esy. Una formula para el volumen V del agua en 
el tanque (formula que usted podra deducir despues de estu- 
diar el capitulo 5) es V=^7ry 2 (3a -y). Suponga que el agua se 
extrae de un tanque esferico de radio 5 pies a razon de 100 
galones/minuto. Determine la razon con la que decrece la 
profundidad y del agua cuando (a) y = 7 (pies); (b) y = 3 (pies). 
[Nota: Un galon de agua ocupa un volumen aproximado de 
0.1337 pies cubicos.] 
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Figura 3.8.14 El tanque esferico de agua del problema 42 

43. Repita el problema 42, pero use un tanque semiesferico, 
con el lado piano en la parte superior y radio 10 pies. 

44. Una alberca tiene 50 pies de largo y 20 de ancho. Su 
profundidad varia de manera uniforme desde 2 pies en la parte 
menos profunda hasta 12 pies en la parte mas profunda (figura 
3.8.15). Suponga que la alberca se llena a razon de 1000 
galones/minuto. <?,Con que razon aumenta la profundidad en 
el extremo m4s profundo cuando la profundidad es de 6 pies? 
[Nota: Un galon de agua ocupa un volumen aproximado de 
0.1337 pies cubicos.] 



Figura 3.8.15 Seccion transversal de la alberca del 
problema 44 


45. Unaescalerade41 pies de largo descansa sobre una pared 
vertical, cuando comienza a resbalar. Su parte superior se 
desliza hacia abajo sobre la pared, mientras que su parte 
inferior se mueve sobre el piso a una velocidad constante de 
10 pies/seg. ^Que tan rapido se mueve la parte superior de la 
escalera cuando esta a 9 pies del suelo? 

46. La base de un rectangulo aumenta a 4 cm/seg mientras 
que su altura decrece a 3 cm/seg. <?,Con que razon cambia su 
area cuando la base mide 20 cm y la altura 12 cm? 

47. La altura de un cono decrece 3 cm/seg mientras su radio 
aumenta a 2 cm/seg. Cuando el radio mide 4 cm y la altura 
6 cm, ^esta aumentando o disminuyendo el volumen del 
cono? ^Con que razon? 

48. Un cuadrado se esta agrandando. Cuando cada lado mide 
10 pulgadas, su area aumenta a 120 pulgadas 2 /seg. <-Con que 
razon cambia la longitud de cada lado? 

49. Un cohete lanzado en forma vertical, es rastreado por una 
estacion de radar localizada en el suelo a 4 millas de la 
plataforma de lanzamiento. ^Cual es la velocidad vertical del 
cohete en el instante en que su distancia a la estacion de radar 
es 5 millas y la distancia aumenta a razon de 3600 mi/h? 

50. Dos caminos rectos se intersecan en angulo recto. A las 
10 A.M.,un automovil pasa por la interseccion con direccion 
al este, a 30 mi/h. A las 11 a.m. pasa por la interseccion un 
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camion con direccion al norte, a 40 mi/h. Suponga que losdos 
vehiculos mantienen su velocidad y su direccion. <?Con que 
razon se separan a la 1 P.M.? 

51. Una escalera de 10 pies descansa sobre una pared. La 
parte inferior de la escalera comienza a deslizarse alejan- 
dose de la pared, con una velocidad de 1 mi/h. Determine 
la razon con la que se mueve la parte superior de la escalera 
cuando esta a: (a) 4 pies sobre el suelo; (b) una pulgada 
sobre el suelo. 

52. Dos barcos viajan hacia una isla muy pequena. Un banco, la 
Pinta, esta al este de la isla y navega hacia el oeste a 15 mi/h. 
El otro, la Nina, esta al norte de la isla y navega hacia el sur 
a 20 mi/h. En cierto momento, la Pinta esta a 30 millas de la 
isla y la Nina a 40 millas. ^Con que razon se acercan entre si 
los barcos en ese instante? 

53. En el instante t = 0, un jet militar de un motor vuela hacia 
el este a 12 mi/min. A la misma altura y a 208 millas en la 
linea de direccion del jet militar, todavia en el instante t = 0, 
un jet comercial vuela hacia el norte a 8 mi/min. ^En que 
momento estan mas cerca los dos aviones? Cual es la distan- 
cia minima entre ellos? 

54. Un barco con una cadena de ancla muy larga, esta anclado 
en 11 brazas de agua. La cadena del ancla se eleva a razon de 
10 brazas/minuto, lo que hace que el barco se mueva hacia el 
punto directamente sobre el ancla, la cual reposa en el lecho 
marino. El escoben (el punto de contacto entre el barco y la 
cadena) se localiza a una braza sobre la linea de flotacion. 
/.Con que velocidad se mueve el barco cuando aun restan 13 
brazas de cadena? 

55. Un tanque de agua tiene la forma de un cono con eje 
vertical y vertice hacia abajo. El tanque tiene 3 pies de radio 
y 5 pies de altura. El tanque esta lleno de agua, pero en el 
instante t = 0 (en segundos), se abre un pequeno orificio en 
el vertice y el agua comienza a salir. Cuando la altura del agua 
en el tanque ha descendido a 3 pies, el agua fluye a 2 pies 
cubicos por segundo. /.Con que razon, en pies/segundo, de- 
crece el nivel del agua en ese momento? 

56. Un tanque esferico de radio 10 pies se llena con agua a 
razon de 200 galones/minuto. /.Con que velocidad aumenta el 
nivel del agua cuando la profundidad maxima del agua en el 
tanque es 5 pies? [ Sugerencia : Vease el problema42 para una 
formula y una nota utiles.] 

57. Una cubeta de agua tiene la forma de un cono truncado 
de altura 2 pies, radio inferior 6 pulgadas y radio superior 12 
pulgadas. El agua se sale de la cubeta a 10 pulgadas 3 /min. 
/.Con que razon decrece el nivel del agua cuando la profundi¬ 
dad del agua en la cubeta es un pie? [Nota: El volumen Fde 
un cono truncado con altura h y radios a y b es 

V = (a 2 + ab + b 2 ). 

Dicho cono truncado se muestra en la figura 3.8.16.] 

58. Suponga que las estaciones de radar A y B del ejemplo 6 
estan ahora a una distancia de 12.6 km. En cierto instante, un 
barco esta a 10.4 km de A y su distancia de A aumenta a 



Figura 3.8.16 El cono truncado cuyo volumen esta dado 
en el problema 57 


19.2 km/h. En el mismo instante, su distancia a B es 5 km y 
decrece a 0.6 km/h. Determine la posicion, velocidad y direc¬ 
cion de movimiento del barco. 

59. Un avion con un Angulo de inclinacion de 45° pasa 
directamente sobre una estacion de radar en tierra a una altura 
de una milla. Una lectura posterior indica que la distancia del 
avion a la estacion de radar es 5 millas y aumenta a 7 mi/min. 
/.Cual es la velocidad del avion (en millas/hora)? [ Sugerencia : 
Le sera util la ley de los cosenos; vease el apendice J.] 

60. El tanque de agua del problema 56 esta completamente 
lleno cuando se retira el tapon del fondo. De acuerdo con la 
ley de Torricelli , el agua sale del tanque segun la formula 
dV/dt = -fcSyl donde V es el volumen del agua y k es una 
constante empirica positiva. (a) Determine dy/dt como fun- 
cion de la profundidad y. (b) Determine la profundidad del 
agua cuando el nivel de esta decrece lo mas rapido posible . 
(Necesitara calcular la derivada de dy/dt con respecto de;/.) 

61. Esti cayendo arena de un tubo a razon de 120;rpies 3 /seg. 
La arena que cae forma una pila conica sobre el suelo. La 
altura del cono siempre es la tercera parte del radio de su base. 
/.Que tan rapido aumenta la altura cuando la pila tiene 20 pies 
de alto? 

62. Una persona de 6 pies de alto camina a 5 pies/seg a lo 
largo de un camino de 30 pies de ancho. Del otro lado del 
camino hay una luz en el extremo de un poste, a 18 pies de 
altura. /.Con que rapidez aumenta la longitud de la sombra 
de la persona (sobre el suelo horizontal) cuando la persona 
esta a 40 pies del punto que se encuentra directamente del otro 
lado del poste? 

63. ( Reto) Como continuacion del problema 23, muestre que 
la grafica de la ecuacion * 3 + y 3 = 3xy - 1 consta de la linea 
recta jc +y + 1 = 0 y el punto aislado (1, 1). 

64. La unidad de radar de un policia de caminos se encuentra 
detras de una cartelera a 200 pies de un tramo recto largo de 
cierta carretera. Mas adelante, a 200 pies del punto de la 
carretera mas cercano al policia, esta un aparato para llamadas 
de emergencia. El oficial apunta el radar hacia dicho aparato. 
Una camioneta pasa por el aparato y, en ese momento, la 
unidad de radar indica que la distancia entre el oficial y la 
camioneta decrece a razon de 45 mi/h (es decir, 66 pies/seg). 
El limite de velocidad es 55 mi/h. /.Tendria razon el oficial en 
infraccionar al conductor de la camioneta? 


172 


Capitulo 3 / La derivada 




3.9 

Aproximaciones 
sucesivas y el metodo 
de Newton 



\ 


Figura 3.9.1 La grafica y=f (x) 
de la ecuacion (1) 



0.6 0.8 


x 

Figura 3.9.2 Ampliation de la 
figura 3.9.1 cerca de una solution 


La solution de ecuaciones siempre ha sido una tarea central de las matematicas. 
Hace mas de dos milenios, los matematicos de la antigua Babilonia descubrieron 
el metodo de “completar el cuadrado”, que produce la formula cuadratica para 
una solucion exacta de cualquier ecuacion de segundo grado ax 2 + bx + c = 0. A 
principios del siglo XVI, varios matematicos italianos (Cardan, del Ferro, Ferrari 
y Tartaglia) descubrieron formulas para las soluciones exactas de ecuaciones 
polinomiales de tercer y cuarto grados. (Estas formulas se usan rara vez en nuestros 
dias pues son muy complicadas.) En 1824, un joven y brillante matematico 
noruego, Niels Henrik Abel* (1802 - 1829) publico una demostracion del hecho 
de que no existe una formula general para obtener la solucion de una ecuacion 
polinomial arbitraria de grado 5 (o mayor) en terminos de una combinacion 
algebraica de sus coeficientes. Asi, la solucion exacta (todas sus raices) de una 
ecuacion como 


f(x) = x 5 - 3x 3 + x 2 - 23x + 19 = 0 (1) 

puede ser dificil o, en terminos practicos, imposible. En tal caso, podria ser 
necesario recurrir a me tod os aproximados. 

Por ejemplo, la grafica de y -f (x) en la figura 3.9.1 indica que la ecuacion 
(1) tiene tres soluciones reales (y por tanto tambien dos complejas). El pequeno 
rectangulo indicado 0.5 ^ a ^ 1 , -5 ^ 5 encierra una de estas soluciones. Si 

usamos este pequeno rectangulo como una nueva “ventana de vision” con una 
computadora o una calculadora grafica, entonces vemos que la solucion esta cerca 
de 0.8 (figura 3.9.2). Unas cuantas aproximaciones mas darian una precision 
mayor, mostrando que la solucion aproximada es 0.801. 

Los metodos graficos son buenos para aproximaciones de tres o cuatro cifras 
decimales. En esta seccion analizaremos un metodo analitico desarrollado por 
Isaac Newton y que puede proporcionar rapidamente aproximaciones mucho mas 
exactas. 


ITERACION Y EL METODO BABILONICO 
PARA LA RAIZ CUADRADA 

El significado de resolver una ecuacion tan sencilla como 

a 2 - 2 = 0 (2) 

esta abierto. La solucion positiva exacta es a = V2, pero el numero V2 es irracional 
y por tanto no se puede expresar mediante un decimal finito o periodico. Asi, por 
una solucion entendemos un valor decimal exacto de a, aunque la ecuacion (2) 
solo se pueda resolver de manera aproximada. 

Los antiguos babilonios desarrollaron una forma eficaz para generar una 
sucesion de aproximaciones cada vez mejoresa 4a, la raizcuadrada de un numero 
positivo dado A. He aqui el metodo babilonico para la raxz cuadrada : comenzamos 
con una primera estimacion a 0 para el valor de ^ A . Para V2, podriamos estimar 
A' 0 = 1.5. Si a 0 es demasiado grande; es decir, si a 0 > VZ, entonces 


A A r~ 

- < —7= = VA, 

^0 Va 


* Para la historia completa de los admirables logics de Abel en su coila vida, revise la biografia de agradable 
lectura Niels Henrik Abel de Oystein Ore (The University of Minnesota y Chelsea Publishing Company, 
1974). 
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de modo que Alx 0 es demasiado pequefio como estimation de 'll . De manera 
analoga, si x 0 es demasiado pequefio (si x 0 < Va"), entonces A/x 0 es demasiado 
grande como estimacion de \/T; es decir, A/xq > 'll. 

Asi, en cada caso, uno de los dos numeros x 0 y A/x 0 es una estimacion por 
debajo de 'll, y el otro es una estimacion por arriba. La idea babilonica era que 
obtendriamos una mejor aproximacion de 'llpromediando x 0 y A/x 0 . Esto propor- 
ciona una primera aproximacion 


« = K* + ») <3) 

a 'll. Pero, ^por que no repetir este proceso? Podemos promediar x t y A/x , para 
obtener una segunda aproximacion x 2 , promediar x 2 y A/x 2 para obtener x 3 , y asi 
sucesivamente. A1 repetir este proceso, generamos una sucesion de numeros 

■X1 » -^2» X3, X4, . ■ ■ 

y tenemos todo el derecho de esperar que conste de aproximaciones cada vez 
mejores de ^ (A . 

Especificamente, habiendo calculado la n -esima aproximacion jt„, podemos 
calcular la siguiente por medio de la formula iterativa 



En otras palabras, reintroducimos cada aproximacion a ^~A de nuevo en el lado 
derecho de la ecuacion (4) para calcular la siguiente aproximacion. Este es un 
proceso iterativo (las palabras iteration e iterativo se derivan del latin iterare , 
“volver a arar”) 

Suponga que despues de un numero suficiente de pasos en esta iteration, 
X/ 1+1 ~~X t i es exacto, hasta el numero de cifras decimales retenidas en nuestro calculo. 
Entonces, la ecuacion (4) implica 

~ + 4) =i« + A), 

de modo que 2x\ « x„ + A t por lo que « A con cierto grado de precision. 


EJEMPLO 1 Con A = 2, iniciamos con la primera estimacion burda x 0 = 1 del 
valor de fA. Entonces, la aplicacion sucesiva de la formula de la ecuacion (4) 
implica 


1/3 2 \ 17 

X ^2{2 + V2 j=^- 1416666667 . 

1/17 2 \ 577 

* 3 = 2 (l2 + lyTl) = i08 ^ 1414215686 > 

_ 1 /577 , 2 \ 665,857 

2 1,408 + 577/408/ “ 470,832 ~ 141421 3562 > 

con los resultados redondeados hasta nueve cifras decimales. \x A nos da el valor 
de V A con una precision de nueve cifras decimales! 
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Figura 3.9.3 La geometria de la 
iteration del metodo de Newton 


La iteration babilonica definida en la ecuacion (4) es un metodo para generar 
una serie de aproximaciones a una raiz r = de la ecuacion particular jc 2 -A - 0. 
Ahora veremos un metodo que da una sucesion de aproximaciones para ecuaciones 
mas generales. 


METODO DE NEWTON 

El metodo de Newton es un metodo iterativo para generar una sucesion x u jc 2 , 
jc 3 , ... de aproximaciones a una solution r de una ecuacion dada escrita en la forma 
general 


fix) = 0. (5) 

Esperamos que esta sucesion de aproximaciones “converja” a la raiz r en el sentido 
de la siguiente definition. 


Definition Convergencia de aproximaciones 

Decimos que la sucesion de aproximaciones x u jc 2 , jc 3 , . . . converge al 
numero r siempre que podamos hacer jc„ tan cercana a r como queramos, 
eligiendo n suficientemente grande. Mas precisamente, para cada £> 0 
dado, existe un entero positivo A^tal que | jc„ - r | < £ para toda n^N. 


En terminos practicos, dicha convergencia significa, como se muestra en el 
ejemplo 1, que para cualquier entero positivo k,x n y r coinciden en k o mas ciffas 
decimales si n es lo bastante grande. 

La idea es que comencemos con una estimacion inicial jc 0 que aproxime a una 
solution r de la ecuacion/ (jc) = 0. Esta estimacion inicial se podria obtener, por 
ejemplo, por la inspection de la grafica de y =/ (jc), obtenida con una calculadora 
grafica o una computadora. Usamos jc 0 para calcular una aproximacion jc 1? usamos 
x ] para calcular una aproximacion jc 2 , usamos jc 2 para calcular una aproximacion 
aun mejor jc 3 , y asi sucesivamente. 

He aqui el paso general en el proceso. Una vez que tenemos la «-esima aproxi¬ 
macion usamos la recta tangente en (jc( jcJ) para construir la siguiente 
aproximacion x n+ , a la solution r como sigue: comenzamos en el punto jc„ del eje 
jc. Vamos hacia arriba (o hacia abajo, verticalmente) hasta el punto ( x ny f(x n )) 
de la curvay =f{x). Entonces, seguimos la recta tangente L hasta el punto en que 
L interseca al eje jc (figura 3.9.3). Ese punto sera jc, i+1 . 

He aqui una formula para jc„ + y . La obtenemos calculando la pendiente de la 
recta L de dos formas: con su derivada y mediante la definition de pendiente con 
dos puntos. Asi, 


f'(Xn) 


fM ~ 0 

X n + 1 


y podemos despejar facilmente 


/Un) 

f'(x n y 


( 6 ) 
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Esta ecuacion es la formula iterativa del metodo de Newton, llamada asi porque 
por el ano de 1669, Newton presento un procedimiento algebraico (en vez de la 
construccion geometrica de la figura 3.9.3) que es equivalente al uso iterativo de 
la ecuacion (6). El primer ejemplo de Newton fue la ecuacion cubica x 3 - 2x - 5 = 0 
para la que determino la raiz r ~ 2.0946 (como le pediremos que haga en el 
problema 18). 

Suponga que queremos aplicar el metodo de Newton para resolver la ecuacion 


fix) = 0 (7) 

con una precision de £ cifras decimales (k digitos decimales correctos o correcta- 
mente redondeados). Recuerde que la ecuacion debe escribirse precisamente en la 
forma de la ecuacion (7) para usar la formula de la ecuacion (6). Si llegamos al 
punto de la iteracion donde x„ y x„+ j coinciden en k cifras decimales, entonces se 
sigue que 


x n x „ +1 = x n - 


f(Xn) 


n « _/W 


f(Xn) ~ 0. 


Asi, hemos determinado una raiz aproximada x n ~x, J+] de la ecuacion (7). En la 
practica, conservamos las k cifras decimales en nuestros calculos y continuamos 
hasta que x„ ~ x„ + j con este grado de precision. (No consideraremos aqui la 
posibilidad de error por redondeo, un tema importante del analisis numerico.) 


EJEMPLO 2 Use el metodo de Newton para determinar V2 con una precision 
de nueve cifi'as decimales. 


Solution De manera mas general, consideremos la raiz cuadrada del numero 
positivo A como la raiz positiva de la ecuacion 

fix) = X 2 - A = 0. 

Como f\x) = 2x, de la ecuacion (6) se obtiene la formula iterativa 


xl ~ A _ 1/ A\ 

2 Xn 2\ x n J " 


( 8 ) 


Asi, hemos obtenido la formula iterativa babilonica como un caso particular del 
metodo de Newton. El uso de la ecuacion (8) con ,4=2 proporciona entonces 
exactamente los valores dex,, x 2 ,x 3 y x 4 que calculamos en el ejemplo 1; despues 
de efectuar otra iteracion, tenemos que 



1.41421 3562, 



ejemplo 3 


lo que coincide con x 4 hasta nueve cifras decimales. La convergencia muy rapida 
es una caracteristica importante del metodo de Newton. Como regia general (con 
algunas excepciones), cada iteracion duplica el numero de cifras decimales de 
precision. 

EJEMPLO 3 La figura 3.9.4 muestra un recipiente sin tapa construido mediante 
el metodo del ejemplo 2 de la seccion 3.6. Comenzamos con un rectangulo de 
metal de 7 por 11 pulgadas. Recortamos un cuadrado con lado x en cada una 
de las cuatro esquinas y despues doblamos las partes resultantes para obtener un 
recipiente rectangular con volumen 
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0^ 3.5. 



0 4 8 


x 

Figura 3.9.5 La grafica de f(x) 
en la ecuacion 10 del ejemplo 3 


V(jc) = x{l - 2jc)(1 1 - 2x) 
= 4x 3 - 36x 2 + 11 x , 


(9) 


En la seccion 3.6 pedimos determinar el volumen maximo posible de dicho 
recipiente. En este caso, queremos determinar el (los) valor(es) de x que produciria 
un recipiente con volumen 40 pulgadas 3 ; encontramos x resolviendo la ecuacion 


V(x) = 4x 3 - 36x 2 + llx = 40. 


Para despejarx en esta ecuacion, primero escribimos una ecuacion de la forma de 
la ecuacion (7): 

f(x) = 4x 3 - 3 6x 2 + llx - 40 = 0. (10) 

La figura 3.9.5 muestra la grafica de f Vemos tres soluciones: una raiz r x entre 0 
y 1, una raiz r 2 ligeramente mayor que 2, y una raiz r 3 ligeramente mayor que 6. 
Como 

f f (x) = \2x 2 - llx + 77, 

la formula iterativa de Newton en la ecuacion (6) toma la forma 


Xn+l X n 


/Un) 


4xjj — 3 6xl + llx„ — 40 
12 x\ - 72x„ + 77 


(ID 


Partimos de la estimacion inicial jr 0 = 1 (pues esta razonablemente cerca de r^, de 
la ecuacion (11) se obtiene: 


4- l 3 - 36-1 2 + 77-1 - 40 
12- l 2 -72-1 +77 


0.7059, 


x 2 - 0.7736, 


x 3 * 0.7780, 
x 4 - 0.7780. 

Asi, obtenemos la raiz r, = 0.7780 si solo conservamos cuatro cifras decimales. 

Si hubieramos comenzado con una estimacion diferente, la sucesion de 
iteraciones de Newton podria converger a otra raiz de la ecuacibn/ (x) = 0. La 
solucion aproximada obtenida depende entonces de la estimacion inicial. Por 
ejemplo, con a 0 = 2 y despues con * 0 = 6, la iteracion de la ecuacion (11) produce 
las dos sucesiones 


x 0 = 2 
x , * 2.1053 
x 2 - 2.0993 
x 3 * 2.0992 
x 4 * 2.0992 


*o = 6 

x, - 6.1299 
x 2 * 6.1228 
x 3 * 6.1227 
x 4 - 6.1227 


Asi, las otras dos raices de la ecuacion (10) son r 2 ~ 2.0992 y r 2 ~ 6.1227. 

Con a- = r, = 0.7780, el recipiente de la figura 3.9.4 tiene las dimensiones 
aproximadas 9.4440 pulgadas por 5.4440 pulgadas por 0.7780 pulgadas. Con x = 
r 2 ~ 2.0992, sus dimensiones aproximadas son 6.8015 por 2.8015 por 2.0992 
pulgadas. Pero la tercera raiz r 3 ~ 6.1227 no conduce a un recipiente fisicamente 
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x 

Figure 3.9.6 Resolviendo la 
ecuacion x = cos x (ejemplo 4) 


posible. (^Por que no?) Asi, los dos valores dex que proporcionan recipientes con 
volumen 40 pulgadas son x * 0.7780 y x * 2.0992. 

EJEMPLO 4 La figure 3.9.6 indica que la ecuacion 

x = ^cos x (12) 

tiene una solucion r cerca de 0.5. Pare aplicar el metodo de Newton y aproximar 
r, reescribimos la ecuacion (12) en la forma 

f(x) = 2x - cos x = 0. 

Como/' (x) = 2 + sen x , la formula iterativa del metodo de Newton es 

2 x n — cos x n 


Comenzamos con x 0 = 0.5 y retenemos cinco cifras decimales; con esta formula 
se obtiene 


X! « 0.45063, Jt 2 - 0.45018, - 0.45018. 

Asi, la raiz es 0.45018 con cinco cifras decimales. 


El metodo de Newton es aquel donde “la prueba esta en el sabor”. Si funciona, 
es obvio que lo hace, y todo esta bien. Cuando el metodo de Newton fracasa, puede 
hacerlo de manera espectacular. Por ejemplo, supongamos que queremos resolver 
la ecuacion 

/(*) = * 1/3 = 0 . 

En este caso, r = 0 es la unica solucion. La formula iterativa de la ecuacion (6) es 

(. Xn ) l/ 3 

Xn +1 Xn j . \ _2/3 ^ n 2 X n . 

Si comenzamos con x 0 = 1, del metodo de Newton se obtiene que x^ = -2, x 2 = +4, 
* 3 = -8 y asi sucesivamente. La figure 3.9.7 indica por que nuestras “aproxima- 
0^65^ no estan convergiendo. 

Cuando el metodo de Newton fracasa, por lo general una grafica indicara la 
razon de esto. Entonces es adecuado el uso de un metodo alternativo, como 
la tabulacion repetida o las aproximaciones sucesivas. 



Figure 3.9.7 Una falla del 
metodo de Newton 
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METODO DE NEWTON Y GRAFICAS POR COMPUTADORA 


El metodo de Newton y las tecnicas iterativas similares se usan con frecuencia 
para generar “patrones fractales” de colores intensos, donde la misma estructura 
u otra similar se reproducen en escalas cada vez mas pequenas, en los diversos 
niveles sucesivos de ampliacion. Para describir como se hace esto, reemplazamos 
los numeros reales en nuestros calculos del metodo de Newton con los numeros 
complejos. Ilustramos esta idea con la ecuacion cubica. 


f(x) = x 3 - 3x 2 +1=0. (13) 


En el proyecto A le pedimos que aproxime las tres soluciones 
n » -0.53, r 2 0.65, r 3 2.88 


de esta ecuacion. 

Primero, recuerde que un niimero complejo es un numero de la forma a + bi, 
donde i = es decir i 2 = - 1. Los numeros reales ay b son la parte real y la 
parte imaginaria , respectivamente, de a + bi. Usted suma, multiplica y divide 
numeros complejos como si fueran binomios, con las partes real e imaginaria 
“agrupadas” como en los calculos 

(3 + 4i) + (5 - 70 = (3 + 5) + (4 - 7)i = 8 - 3/, 

(2 + 50(3 - 40 = 2(3 - 40 + 5/(3 - 40 

= 6 - 8/ + 15/ - 20/ 2 = 26 + 7/, 


y 


2 + 5/ _ 2 + 5/ 3 - 4/ 26 + 7/ __ 26 + 7/ 

3 + 4/ ~~ 3 + 4/ * 3 - 4/ ” 9 - 16/ 2 ~~ 25 


1.04 + 0.28/. 


El uso del conjugado 3 - 4/ del denominador 3 + 4/ en el ultimo calculo es una 
tecnica muy comun para escribir una fraccion compleja en la forma estandar 
a + bi. (El conjugado de x + yi es jc - yi; esto implica que el conjugado de jc - yi 
es x + yi.) 

Ahora sustituimos el numero complejo z = x + iyz n el polinomio cubico 
f(z) = z 3 - 3z 2 + 1 

de la ecuacion (13) y en su derivada f (z) = 3z 2 - 6z. Encontramos que 
f(z) = (x + iy) 3 -3(x + iyf + 1 

= (x 3 - 3 xy 2 — 3x 2 + 3 y 2 + 1) + (3 x 2 y - y 3 + 6xy)i (14) 


y 


f'{z) = 3(x + iy) 2 - 6{x + iy) 

= (3x 2 — 3 y 2 — 6x) + (6 xy — 6 y)i. (15) 

En consecuencia, nada nos impide aplicar el metodo de Newton a la ecuacion (13) 
con numeros complejos. Comenzamos con una estimacion inicial compleja 
z 0 = x 0 + iy 0 , y podemos sustituir las ecuaciones (14) y (15) en la formula iterativa 
de Newton 
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fiZn) 

f'(Zn) 


( 16 ) 


para generar la sucesion compleja {z n }, que converge a una solution (real) de la 
ecuacion (13). 

Con esta preparation, podemos explicar como generamos la figura 3.9.8: una 
computadora fue programada para realizar la iteration de Newton repetidamente, 
comenzando con miles de estimaciones iniciales z 0 = x 0 + iy 0 que “llenan” el 
rectangulo -2SxS4, -2.25 ^y S2.25 en el piano complejo. El punto inicial 
z 0 = ( x 0 , y 0 ) fue codificado con un tono segun la raiz a la cual la sucesion 
correspondiente {z n } converge (en caso de que converja): 


z 0 , representado porM, si {z n } converge a la raiz r x ~ —0.53; 

z 0 , representado poriH, si {z„} converge a la raiz r 2 ~ 0.65; 

z 0 , representado pordl, si {z n } converge a la raiz r 3 = 2.88. 

Asi, usamos diferentes pantallas para distinguir las “cuencas de atraccion de 
Newton ” para la ecuacion que estamos analizando. No es de sorprender que una 
region H que contiene a la raiz r 2 aparezca enmedio de la figura 3.9.8, separando 
una regionMa la izquierda (la cual contiene a r x ) y una region □ a la derecha 
(que contiene a r 3 ). Pero, ^por que surgen lobulos □ de la region ■ hacia la re¬ 
gion Qy surgen lobulos ■ de la region□ hacia laf^l? Para ver que sucede 
cerca de estos lobulos, generamos algunas ampliaciones. 





Figura 3.9.9 1.6 ^ x ^ 2.4, 
-0.3 ^ y ^ 0.3 


Figura 3.9.10 1.64 ^ x ^ 1.68, 
-0.015 ^ y ^ 0.015 


Figura 3.9.11 1.648 ^ x ^ 1.650, 
-0.00075 ^ y ^ 0.00075 



Figura 3.9.12 Cuencas de 
atraccion de Newton para el 
polinomio de grado 12 


La figura 3.9.9 muestra una ampliacion del rectangulo 1.6 ^x^ 2.4, 
-0.3 ^y ^ 0.3 que contiene al lobuloHI indicado en la figura 3.9.8. La 
figura 3.9.10 (1.64 Sx S 1.68,-0.015 0.015) y la figura 3.9.11 (1.648 

^ x ^ 1.650, - 0.00075 ^ y ^ 0.00075) son ampliaciones adicionales. El 
rectangulo que se muestra en la figura 3.9.11 corresponde a menos de una 
millonesima de pulgada cuadrada de la figura 3.9.8. 

En cada nivel de ampliacion, cada lobulo^ tiene lobulos □ menores 
resaltados dentro de la region |gj que lo rodea, y cada uno de estos lobulos | | 
tiene lobulos ■ aun mas pequenos resaltados sobre este, y asi sucesivamente 
hasta el infinito (como las pequenas pulgas proverbiales que son mordidas por 
pulgas aun mas pequenas, y asi sucesivamente hasta el infinito). 

La figura 3.9.12 muestra la imagen de la cuenca de atraccion de Newton para 
la ecuacion polinomial de grado doce 

f(x) = x 12 - 14x 10 + 183x 8 - 612x 6 

- 2209x 4 - 35,374x 2 4- 38,025 = 0, (17) 
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Figura 3.9.13 La flor al centro 
de la figura 3.9.12 


Figura 3.9.14 Un bot6n de un 
petalo de la flor de la figura 3.9.13 


que tiene como soluciones los doce numeros complejos 

1, 1 ± 2 i y -1, -1 ± 2i, 

3, 3 ± 2/, — 3 ? -3 ± 2 i. 

Si usamos doce tonos diferentes es posible distinguir las cuencas de atraccion de 
Newton de estas doce soluciones de la ecuacion (17). 

Los puntos donde la frontera comun del fractal parece separar cuencas de 
atraccion de diferentes tonos, esta salpicada con “flores” como la del centro de la 
figura 3.9.12, ampliada en la figura 3.9.13. Cada una de estas flores tiene 10 
“hojas” (con los diez tonos restantes). Cada una de estas hojas tiene “botones” 
como el que se muestra en la figura 3.9.14. Cada uno de estos botones estan 
rodeados con flores que tienen hojas con “botones” y asi sucesivamente hasta el 
infinito. 

3.9 Problemas 

En los problemas 1 a 20, use el metodo de Newton para 
determinar la solucion de la ecuacion dada f(x) = 0 en el 
intervalo indicado [a, b] con una precision de cuatro cifras 
decimales. Puede elegir la estimacion inicial x& con base en 
una grafica de calculadora o mediante interpolacion entre 
los valores f(a) y f(b). 

1. x 2 - 5 = 0; [2,3] (determinar la raizcuadradapositiva 
de 5) 

2. Jt 3 - 2 = 0; [1,2] (determinar la raiz cubica de 2) 

3. Jt 5 - 100 = 0; [2, 3] (determinar la raiz quinta 
de 100) 

4. jt 3 *- 10 = 0; [2, 3] (determinar 10 273 ) 

5. Jt 2 + 3jc - 1 = 0; [0, 1] 

6. Jt 3 + 4jc - 1 = 0; [0, 1] 

7. jt 6 + lx 1 - 4 = 0; [-1,0] 

8. Jt 3 + 3jc 2 + 2x = 10; [1, 2] 

9. jc — cos jt = 0; [0, 2] 

10. jt 2 - senjt = 0; [0.5, 1.0] 

11. 4jc - sen Jt = 4; [1, 2] 

12. 5jt + cos Jt = 5; [0, 1] 


13. Jt 5 + Jt 4 = 100; [2, 3] 

14. Jt 5 + 2jt 4 + 4jt = 5; [0, 1] 

15. jt + tan Jt = 0; [2, 3] 

16. jt + tan jt = 0; [11, 12] 

17. Jt 3 - 10 = 0; [2, 3] 

18. Jt 3 - lx - 5 = 0 [2, 3] (El ejemplo 
de Newton) 

19. Jt 5 - 5jc - 10 = 0; [l; 2] 

20. Jt 5 = 32; [0, 5] 

21. (a) Muestre que el metodo de Newton aplicado a la 
ecuacion Jt 3 - a = 0 produce la iteracidn 

■ K 2 * + 1) 

para aproximar la raiz cubica de a. (b) Use esta iteracion para 
determinar ^~2~con una precision de cinco cifras decimales. 

22. (a) Muestre que el metodo de Newton produce la 
iteracion 

~ ~k ^ ~ (jt )* _1 
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para aproximar la raiz k - esima del numero positivo a. (b) 
Use esta iteration para determinar V100 con una precision de 
cinco cifras decimales. 

23. La ecuacion (12) tiene la forma especial jc = G(jc), donde 
G(jc) = 2 cos x - Para una ecuacion de esta forma, la formula 
iterativajc n+1 = G(jc„) produce a veces una sucesionjt! ,jc 2 ,jc 3 ,... 
de aproximaciones que converge a una raiz. En el caso de la 
ecuacion (12), esta formula d z sustitucion repetida es simple- 
mente jc„ + , = i cos jc„. Comience con jc 0 = 0.5 como en el 
ejemplo 4 y conserve cinco cifras decimales en su calculo de 
la solucion de la ecuacion (12). [Verifique: Usted vera que 
x 8 ~ 0.45018.] 

24. La ecuacion x 4 = x+ 1 tiene una solucion entre jc = 1 y 
x = 2. Use la estimation inicial jc 0 = 1.5 y el metodo de 
sustitucion repetida (vease el problema 23) para descubrir que 
una de las soluciones de esta ecuacion es aproximadamente 
1.220744. Itere utilizando la formula 

Xn +\ - {x n + 1) 1/4 . 

Despues compare el resultado con lo que sucede al iterar 
usando la formula 

x n +\ = U„) 4 - 1. 

25. La ecuacion jc 3 - 3 jc 2 +1=0 tiene una solucion entre 
jc = 0 y jc = 1. Para aplicar el metodo de sustitucion repetida 
(vease el problema 23) a esta ecuacion, debe escribirla en la 
forma 



o en la forma 

jc = (3jc 2 - 1) 1/3 . 

Si comienza con jc 0 = 0.5 y espera determinar la solucion mas 
cercana (aproximadamente 0.6527) de la ecuacion original, 
usando cada una de las formulas iterativas anteriores, vera 
algunas de las desventajas del metodo. Describa que es lo 
erroneo. 

26. Muestre que el metodo de Newton aplicado a la ecuacion 

- - a = 0 

JC 

produce la formula iterativa 

x n+ i = 2x n - a{x n ) 2 

lo que proporciona un metodo para aproximar el reciproco 1 la 
sin realizar divisiones. Este metodo es util ya que, en la 
mayoria de las computadoras de alta velocidad, las operacio- 
nes de division consumen mas tiempo que varias sumas y 
multiplicaciones. 

27. Muestre que la ecuacion jc 5 + jc= 1 tiene exactamente una 
solucion real. Use despues el metodo de Newton para deter¬ 
minar esta con tres cifras correctas a la derecha del punto 
decimal. 


En los problemas 28 a 30, use el metodo de Newton para 
determinar todas las raices reales de la ecuacion dada con 
dos digitos correctos a la derecha del punto decimal. [Suge- 
rencia: Para determinar el numero de raicesy susposiciones 
aproximadas, grafique los lados izquierdo y derecho de la 
ecuacion y observe donde se intersecan las grdficas.] 

28. jc 2 = cosjc 

29. jc = 2 sen jc 

30. cos jc = —i. (Existen exactamente tres soluciones, como 
se indica en la figura 3.9.15.) 



Figura 3.9.15 Resoluci6n de la ecuacion del problema 30 


31. Muestre que la ecuacion jc 7 - 3JC 3 + 1 =0 tiene al menos 
una solucion. Use despues el metodo de Newton para deter¬ 
minar una solucion. 

32. Use el metodo de Newton para aproximar y[5 con una 
precision de tres decimales. 

33. Use el metodo de Newton para determinar el valor de x 
tal que jc 3 = cos jc. 

34. Use el metodo de Newton para determinar el valor posi¬ 
tivo mas pequeno jc tal que jc = tan jc. 

35. En el problema 49 de la section 3.6 nos enfrentamos al 
problema de minimizar el costo de construction de una carre- 
tera entre dos puntos en lados opuestos de una falla geoldgica. 
Este problema nos condujo a la ecuacion 

/(jc) = 3jc 4 - 24jc 3 + 51 jc 2 - 32jc + 64 = 0. 

Use el metodo de Newton para determinar, con una precision 
de cuatro decimales, la raiz de esta ecuacion en el intervalo 
[3,4]. 

36. La luna del planeta Gzyx tiene una orbita eliptica con 
excentricidad 0.5 y su periodo de revolution en tomo al 
planeta es de 100 dias. Si la luna est£ en la position (a, 0) 
cuando t = 0, entonces (figura 3.9.16) el Angulo central 
despues de t dias esta dado por la ecuacion de Kepler 


Use el metodo de Newton para determinar 0s\ t = 17 (dias). 
Sea = 1.5 (radianes) y calcule las primeras dos aproxima¬ 
ciones $\y $i. Exprese en grados. 
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Figura 3.9.16 La orbita eliptica del problema 36 

37. Un gran problema de Arquimedes fue el de usar un piano 
para cortar una esfera en dos segmentos cuyos volumenes 
estan en una razon dada. Arquimedes mostro que el volumen 


de un segmento de altura h de una esfera de radio a es 
V=\ nh 2 (3a - h). Si un piano a distanciax del centro de una 
esfera de radio 1 corta la esfera en dos segmentos, uno de ellos 
con el doble del volumen del otro, muestre que 3x? - 9x + 2 = 0. 
Use despues el metodo de Newton para determinar x con una 
precision de cuatro cifras decimales. 

38. La ecuacion /(jc) = jc 3 - 4x + 1 = 0 tiene tres raices reales 
distintas. Localicelas calculando los valores de/para x = -3, 
-2, -1, 0, 1, 2 y 3. Use despues el metodo de Newton para 
aproximar cada una de las tres raices con una precisidn de 
cuatro decimales. 

39. La ecuacion x + tan x = 0 es importante en una variedad 
de aplicaciones; por ejemplo, en el estudio de la difusidn del 
calor. Tiene una sucesion Oj, c $.. . . de raices positivas, 
con la n - esima ligeramente mayor que (n - 0.5);c Use el 
metodo de Newton para calcular a i y con una precision de 
tres decimales. 


3.9 Proyectos 


Estos proyectos requieren el uso de una calculadora o una computadora donde el 
metodo de Newton se pueda implementar de manera eficiente. 


n 

l-x 

4 = 


M 




Linea de 
flotacion 


Figura 3.9.17 La pelota de 
corcho flotante 


PROYECTO A La figura 3.9.17 muestra una pelota grande de corcho de 1 pie 
de radio flotando en el agua. Si su densidad es un cuarto de la del agua, entonces 
la ley de flotacion de Arquimedes implica que la pelota flota en el agua con un 
cuarto de su volumen total sumergido. Ya que el volumen de la pelota de corcho 
es 4/r/3, el volumen de la parte de la pelota dentro del agua es V= /r/3. 

El volumen de un segmento esferico de radio ry altura h=x (como en la figura 
3.9.17) esta dado por la formula 


V = -2~(3r 2 + x 2 ). 
6 



X 

Figura 3.9.18 Grafica para la 
ecuacion de la pelota de corcho 


Esta formula fue obtenida por Arquimedes. 

Proceda como sigue para determinar la profundidad x en que la pelota se 
sumerge en el agua. Iguale las dos expresiones anteriores para V 9 y use entonces 
el triangulo rectangulo de la figura 3.9.17 para eliminar r. Debera determinar que 
x debe ser solucion de la ecuacion cubica 

fix) = x 3 - 3x 2 + 1 = 0. (1) 

Como indica la grafica/de la figura 3.9.18, esta ecuacion tiene tres soluciones 
reales, una en [-1,0], una en [0, 1] y otra en [2,3]. Las soluciones entre 0 y 1 dan 
la profundidad x en la que la pelota se sumerge. Utilice el metodo de Newton para 
determinar las tres soluciones con una precision de cuatro decimales. 
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METODO DE NEWTON CON CALCULADORAS Y 
COMPUTADORAS 



Figura 3.9.19 Preparation para 
resolver la ecuacion de la pelota 
de corcho 



Figura 3.9.20 Resolution de la 
ecuacidn de la pelota de corcho 



Figura 3.9.21 Preparacidn para 
resolver la ecuacidn de la pelota 
de corcho 


Con las calculadoras y computadoras que permiten el uso de funciones definidas 
por el usuario, el metodo de Newton es muy facil de establecer y aplicar repetida- 
mente. Es muy util interpretar la iteracion de Newton 


-^n + 1 


/(■*«) 

f '( Xn ) 


( 2 ) 


como sigue. Habiendo definido primero las funciones /y/', definimos entonces 
la “funcion de iteracion” 


g(x) = X 


M 

fix) 


( 3 ) 


Entonces el metodo de Newton es equivalente al siguiente procedimiento. Comen- 
zamos con una estimacion inicial x 0 de la solucion a la ecuacion 

f(x) = 0 . 

Calculamos las aproximaciones sucesivas x it x 2 , x 2 , ... a la solucion exacta por 
medio de la iteracion 


Xn+i = g(x n ). ( 4 ) 

Es decir, aplicamos la funcion g a cada aproximacion para obtener la siguiente. 

La figura 3.9.19 muestra una calculadora grafica TI preparada para resolver 
la ecuacion de la pelota de corcho en la ecuacion (1). Solo necesitamos guardar la 
estimacion inicial, 0.5 —» X, e introducir varias veces la instruccion Y3 —» X, 
como se indica en la figura 3 . 9 . 20 . 

La figura 3.9.21 muestra una calculadora HP preparada para llevar a cabo la 
misma iteracion. Las funciones F(X), D(X) (para/'(*)) y G(X) se definen 
oprimiendo la tecla DEFINE. Solo es necesario introducir (ENTER) la estimacion 
inicial x 0 y oprimir la tecla G varias veces para generar las aproximaciones 
sucesivas deseadas. 

Con Maple o Mathematica, puede definir las funciones f y g y ejecutar la 
instruccion x = g(x), como se muestra en la figura 3.9.22. La implantacion del 
metodo de Newton con Derive o X(plore) es similar. 


Instrucci6n de Mathematica 

Instruccion de Maple 

Resultado 

f[x_] :— x a 3 - 3 x a 2 + 1 

f : = 

= x -> x a 3 - 3 *x a 2 + 1 ; 


g [x_] : — x - f [x] / f ' [x] 

g 

= x -> x - f(x)/D(f)(x) ; 


x = 0.5 

X 

= 0.5; 

0.500000 

X = g[x] 

X 

" gW: 

0.666667 

X = g[x] 

X 

= gW; 

0.652778 

X = g[x] 

X 

= gW; 

0.652704 

X = g[x] 

X 

= g(x); 

0.652704 


Figura 3.9.22 La implantacion con Mathematica y Maple del metodo de Newton 


PROYECTO B Analice la ecuacion cubica 

4x 3 - 42x 2 - \9x - 28 = 0. 

Tal vez usted pueda ver graficamente que solo existe una solucion real. Determine 
esta con una precision de cuatro decimales. Primero intente con la estimacion 
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Figura 3.9.23 Las escaleras 
cruzadas del proyecto C 


inicial x Q = 0; realice al menos 25 iteraciones. Despues intente con las estimaciones 
iniciales de jc 0 ~ 10 y jc 0 = 100 . 

PROYECTO C Una escalera de 15 pies y otra de 20 pies se apoyan en 
direcciones opuestas contra las paredes verticales de un recibidor (figura 3.9.23). 
Las escaleras se cruzan a una altura de 5 pies. Debe determinar el ancho w del 
recibidor. Sean jc y y las alturas de las partes superiores de las escaleras sobre las 
paredes y u y vhs longitudes que se muestran en la figura, de modo que w = u + 
V. Use triangulos semejantes para mostrar que 


L u\ 

( 

1 + -), 

y = 5 l + - 

V V 

V uj 


Despues aplique el teorema de Pitagoras para mostrar que t - u/v satisface la 
ecuacion 


/ 4 + 2/ 3 - It 2 - It - 1 = 0 . 

Por ultimo, use el metodo de Newton para determinar primero los valores posibles 
de t y despues los de w, con una precision de cuatro decimales. 
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f6rmulas de derivaci6n 


/ X d U 

D x (cu) = c — 
dx 

n , . du dv 

D x {u + v) = — + — 
dx dx 

, . dv du 

D x (uv) = u— + v — 
dx dx 


du dv 

v l~ ~ u l~ 
_ u dx dx 

D x ~ = -=- 


V 


Dxg(u) = g'(u) 


V 

du 

dx 


D x (u 0 = 

dx 

, . dU 

D x sen u = (cos u) — 
dx 


, . du 

D x cos u = (-senw) — 
dx 


Use la siguiente lista como guia de los conceptos que necesita 
revisar. 


1. Definicion de derivada 

2. Razon promedio del cambio de una funcion 

3. Razon instantanea del cambio de una funcion 


4. Funcion posicion; velocidad y aceleracion 

5. Notacion diferencial, funcional y de operador para las 
derivadas 

6 . La regia de la potencia 

7. La formula del binomio 

8 . Linealidad de la derivacion 

9. La regia del producto 

10. La regia del reciproco 

11. La regia del cociente 

12 . La regia de la cadena 

13. La regia de la potencia generalizada 

14. Rectas tangentes verticales 

15. Maximos y minimos locales 

16. f'(c) = 0 como condicion necesaria para un extremo local 

17. Extremo absoluto (o global) 

18. Puntos criticos 

19. El metodo del maximo y el minimo en un intervalo 
cerrado 

20. Pasos en la solucion de problemas aplicados de maximo 
y minimo 

21. Derivadas de las funciones seno y coseno 

22. Derivadas de las otras cuatro funciones trigonometricas 

23. Funciones definidas de manera implicita 

24. Derivacion implicita 

25. Resolucion de problemas relacionados con razones 
26- El metodo de Newton 
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Capitulo 3 Problemas diversos 


Determine dy/dx en losproblemas 1 a 35. 


i-y 


= jc 2 H- 

v 2 


> 2 = x 2 


2. y 

4. y = ( x 2 + 4x ) 5/2 

5. y = (x - l) 7 (3x + 2 ) 

, x 4 + x 2 

6. y = -r 

7 X 2 + X + 1 

7 - J = ( 3l - 2?J 

8 . y = x 10 sen 10 * 

9. xy = 9 

i°.y-^ 

1L y " V(x 3 - x) ? 


, donde u = y-^- 

-\ 7/3 


12. y = ^2x + 1 \/3* - 2 

i- 1 - - 1 

“■'-TTP 

14. jc 3 = sen 2 y 

15. y = (y~x + ^2xj 

16. y = V3x 5 - 4x 2 

17. y = --7, donde u = Vx 

U - 1 

18. y = sen(2 cos 3 jc) 

19. jc 2 y 2 = jc + y 

20. y = Vl + sen V3 

21. y = V* + V2* + V3x 

_ jc + sen jc 

22 . y = -=- 

JC 2 + COS JC 

23. ^/x + 'Vy = 4 

24. jc 3 + y 3 = xy 

25. y = (1 + 2m) 3 , donde u = - 

26. y = cos 2 (ser?jc) 


27. y = 


sen 2 Jc 
1 + cos JC 


’ 1 I A 

28. y = ^1 + VxJ^l - 2^ 
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in cos 2x 

29. y = - 

Vsen3jc 

30. jc 3 - jc 2 y + xy 2 ~ y 3 = 4 

31. y = sen 3 2jc cos 2 3jc 

32. y = [1 + (2 + 3jc) _3/2 ] 2/3 

* + «) 

34. Vx + y = ^jc - y 35. y = cos 3 ^jc 4 + 1 

En los problemas 36 a 39, determine la recta tangente a la 
curva dad a en el punto indicado. 

jc + 1 

36. y = -(0, -1) 

jc - 1 

37. jc = sen2y; (1, 77 / 4 ) 

38. jc 2 - 3jry + 2 y 2 = 0; (2, 1) 

39. y 3 — x 2 + jc; (0, 0) 

40. Si un tazon semiesferico con un radio de un pie se llena 
con agua a una profundidad de jc pulgadas, el volumen del 
agua en el tazon es 

V = ^(36x 2 - x 3 ) (pulg 3 ). 

Si el agua fluye hacia afuera por un agujero en la parte inferior 
del tazon a una velocidad de 36;rpulgadas 3 /segundo, ^que tan 
rapido decrece jc cuando jc = 6 pulgadas? 

41. La arena que cae forma un monton de arena de forma 
conica. Su altura h siempre es el doble de su radio r aunque 
ambos aumentan. Si la arena cae a una razon de 25k pies 3 /mi- 
nuto, <?que tan rapido aumenta r cuando r- 5 pies? 

Determine los limites en los problemas 42 a 47. 


33. y 


= sen 5 ^ 


jc - tan jc 

42. lim- 

0 senjc 


44. lim 


sen2jc 


jc —0 sen5x 
46. lim jc 2 sen -4 


43. lim jc cot 3jc 

x->0 


45. lim jc 2 esc 2jc cot 2jc 

x->0 


47. lim Vjc sen- 

x^0 + x 


En los problemas 48 a 53, identifique dos funciones fyg tales 
que h( jc) = f(g(x)). Aplique entonces la regia de la cadena 
para determinar h\x). 


48. h(x) = + x 4 

50. h(x) = yj- 


52. h(x) = 


+ 1 


(x + l ) 10 
(X - l) 10 


49. h(x) = 


1 


V* 2 + 25 
51. h(x) = ^(x - l) 5 

53. h(x) = cos (x 2 + 1) 
Capitulo 3 / La derivada 


54. El periodo T de oscilacion (en segundos) de un pendulo 
simple de longitud L (en pies) esta dado por T = 2;rVZ,/32. 
£ Cual es la razon de cambio de T con respecto de L si 
L = 4 pies? 

55. Cual es la razon de cambio del volumen V = 4;rrV3 de 
una esfera con respecto del area de su superficie S = 4;rr 2 ? 

56. Cual es la ecuacion para la linea recta que pasa por (1,0) 
y que es tangente a la grafica de 

h(x) = x + j 

en un punto del primer cuadrante? 

57. Se lanza un cohete verticalmente desde un punto a 
2 millas al oeste de un observador en el piso. <?Cual es la 
velocidad del cohete cuando el angulo de elevacibn (desde 
la horizontal) de la linea de vision del observador al cohete es 
50°, el cual aumenta 5° por segundo? 

58. Un campo de petroleo que contiene 20 pozos ha estado 
produciendo 4000 barriles diarios de petroleo. Por cada 
nuevo pozo perforado, la produccion diaria de cada pozo 
decrece en 5 barriles. ^Cuantos pozos nuevos deben perfo- 
rarse para maximizar la produccion total diaria del campo 
petrolero? 

59. Un triangulo esta inscrito en un circulo de radio R. Un 
lado del triangulo coincide con un diametro del circulo. En 
terminos de R , <?cual es el area maxima posible de este 
triangulo? 

60. Cinco piezas rectangulares de una hoja de metal miden 
210 cm por 336 cm cada una. Se cortan cuadrados iguales en 
sus esquinas, y las cinco piezas resultantes en forma de cruz 
se doblan y unen para formar cinco cajas sin tapas. Los 20 
pequenos cuadrados restantes se agrupan de cuatro en cuatro 
para formar cinco cuadrados grandes, los cuales se unen para 
formar una caja cubica sin tapa. ^Cual es el volumen total 
maximo posible de las seis cajas que se construyen de esta 
forma? 

61. Con una masa de barro de volumen V se forman dos 
esferas. £ Que distribution de barro hace que el area total de 
la superficie de ambas esferas sea maxima? Minima? 

62. Un tridngulo rectdngulo tiene sus catetos de longitud 3 m 
y 4 m. <?Cual es la maxima area posible de un rectangulo 
inscrito en el triangulo con la forma “obvia” (es decir, con una 
esquina en el angulo recto del triangulo, dos lados adyacentes 
del rectangulo sobre los catetos del triangulo y la esquina 
opuesta en la hipotenusa)? 

63. ^Cual es el maximo volumen posible de un cono circular 
recto inscrito en una esfera de radio R? 

64. Un granjero tiene 400 pies de cerca para construir un 
corral rectangular. Puede usar parte o toda una pared recta 
existente de 100 pies de largo como parte del perimetro del 
corral. ^Cual es el area maxima que puede encerrar? 

65. En un modelo simple de propagation de una enfermedad 
contagiosa entre los miembros de una poblacion de M perso¬ 
nas, la incidencia de la enfermedad, medida mediante el 


numero de casos nuevos al dia, esta dada en tbrminos del 
numerojt de individuos infectados por 

/£(*) = kx(M — x) = kMx — Jtjc 2 , 

donde Ares alguna constante positiva. ^Cudntos individuos de 
la poblacion se infectan si la incidencia R es maxima? 

66 . Tres lados de un trapecio tienen longitud L , constante. 
^Cual debe ser la longitud del cuarto lado para que el trapecio 
tenga area maxima? 

67. Una caja sin tapa debe tener como largo de su base el 
doble de su ancho, y el drea total de la superficie de la caja 
debe ser 54 pies 2 . Cudl es el mdximo volumen posible de esta 
caja? 

68 . Un pequeno cono circular recto esta inscrito en un cono 
mas grande (figura 3.PD.1). El cono mayor tiene radio fijo R 
y altura fija H. <?Cual es la fraction mds grande del volumen 
del cono mayor que puede ocupar el cono menor? 



Figura 3.PD.1. Un pequeno cono inscrito en uno mayor 
(problema 68) 

69. Dos vertices de un trapecio estan en ( - 2, 0) y (2, 0), y 
los otros dos estan en el semicirculo x 1 + y 2 = 4, y £ 0. 
<?Cual es la maxima area posible del trapecio? [ Noia: El 
area de un trapecio con base b x y b 2 y altura h es A = 
h(b x + b 2 )/2.] 

70. Suponga que/es una funcion derivable definida en toda 
la recta numerica real R y que la grafica de/contiene un punto 
Q(x, y) mas cercano al punto /^jcq, y 0 ) que no esta en la grafica. 
Muestre que 

fix) = 

y - yo 

en Q. Concluya que el segmento PQ es perpendicular a la 
recta tangente a la curva en Q. [Sugerencia: Minimice el 
cuadrado de la distancia PQ.] 

71. Use el resultado del problema 70 para mostrar que la 
distancia minima del punto (x 0 , y 0 ) a un punto de la linea recta 
Ax + By + C = 0 es 

\Ax 0 + gy 0 + C\ 

Va 2 + s 2 
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72. Se constrain una pista de carreras en forma de dos 
caminos rectos paralelos e iguales conectados por semicircu- 
los en cada extremo (figura 3.PD.2). La longitud de la pista, 
una vuelta, debe ser exactamente 5 km. Como debera dise- 
narse para maximizar el area rectangular dentro de ella? 



Figura 3.PD.2 Diseno de la pista de carreras para 
maximizar el drea sombreada (problema 71) 

73. Dos pueblos se localizan a la orilla de un lago. Sus 
distancias mas cercanas a los puntos de la orilla son 1 milla y 
2 millas, respectivamente, y estos puntos de la orilla se 
encuentran a una distancia en linea recta de 6 millas. Donde 
debe localizarse un muelle pesquero para minimizar el costo 
total del pavimento necesario para construir una carretera 
recta desde cada pueblo hasta el muelle? 

74. Una excursionista se encuentra en un bosque a 2 km de 
una larga carretera recta. Desea caminar a su cabana, que se 
encuentra a 10 km de distancia por el bosque y tambien a 
2 km de la carretera (figura 3.PD.3). Puede caminar a una 
velocidad de 8 km/h por la carretera pero solamente a 3 km/h 
por el bosque. Asi, decide caminar primero hacia la carretera, 
despues por la carreteray y finalmente por el bosque hacia la 
cabana. Que angulo 0(mostrado en la figura) minimizaria el 
tiempo total necesario para que la excursionista llegue a su 
cabana? Cuanto tiempo se ahorra en comparacion con la ruta 
directa por el bosque? 



Carretera 


Figura 3.PD.3 La ruta mds rdpida de la excursionista a su 
cabafia (problema 74) 

75 . Cuando se dispara una flecha desde el origen con una 
velocidad inicial v y un angulo de inclination inicial a (desde 
el eje horizontal jc, que representa el suelo), entonces su 
trayectoria es la curva 

y - mx - ^- 7(1 + m 2 )x 2 , 
tr 

donde m = tan a. (a) Determine la altura maxima alcanzada por la 
flecha en terminos de m y u (b) ^Para que valor de m (y por tanto, 
para cual a) recorre la flecha la maxima distancia horizontal? 

76. Un proyectil se lanza con una velocidad inicial v y un 
angulo de elevation 0 desde la base de un piano inclinado 


a 45° con respecto de la horizontal (figura 3 .PD.4). El alcance 
del proyectil, medido mediante su pendiente, estd dado por 


R = 


v 2 V2 

16 


(cos 6 sen# - cos 2 6). 


Que valor de 0maximiza R ? 



Figura 3.PD.4 Un proyectil lanzado cuesta arriba 
(problema 76) 

En los problemas 77 a 88, use el metodo de Newton para 
determinar la solucion de la ecuacion dada f(x) = 0 en el 
intervalo indicado [a, b] con una precision de cuatro cifras 
decimales. 

77. x 2 - 7 = 0; [2,3] (determinar la raizcuadradapositiva 
de 7) 

78. x 3 - 3 = 0; [ 1,2] (determinar la raiz cubica de 3) 

79. X s - 75 = 0; [2, 3] (determinar la raiz quinta de 75) 

80. x 473 - 10 = 0; [5, 6] (aproximar 10 3/4 ) 

81. x 3 - 3* - 1 = 0; [-1, 0] 

82. x 3 - 4x - 1 = 0; [-1, 0] 

83. x 6 + 7x 2 - 4 = 0; [0, 1] 

84. x 3 - 3x 2 + 2x + 10 = 0; [-2, -1] 

85. x + cos x = 0; [-2, 0] 

86. x 2 + senx = 0; [-1.0, -0.5] 

87. 4x — senx + 4 = 0; [—2, —1] 

88. 5x - cos x + 5 = 0; [-1,0] 

89. Determinar la profundidad a la cual una pelota de madera 
con un radio de 2 pies se sumerge en el agua si su densidad 
es un tercio de la del agua. Una formula util aparece en el 
problema 37 de la seccion 3.9. 

90. La ecuacion x 2 + 1 = 0 no tiene soluciones reales. Trate de 
determinar una solucion usando el metodo de Newton y reporte 
lo que sucede. Use la estimation inicial x 0 = 2. 

91. A1 inicio de la seccion 3.9, mencionamos la ecuacion de 
quinto grado x 5 - 3X 2 + x 2 - 23x + 19 = 0; su grdfica aparece 
en la figura 3.9.1. La grafica permite ver que esta ecuacion 
tiene exactamente tres soluciones reales. Encuentrelas me¬ 
diante el metodo de Newton, con una precision de cuatro 
cifras decimales. 

92. La ecuacion 

1 

tan x = - 
x 
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tiene una sucesion a u a’ 2 , a h . . . de raices positivas, con a' n 
ligeramente mayor que (n - l);r. Use el metodo de Newton 
para aproximar (% y con una precision de tres cifras 
decimales. 

93. Critique la siguiente “demostracion” de que 3 = 2. En 
primer lugar, escriba 

X 3 = x-x 2 = X 2 + X 2 + - - - + X 2 (x sumandos). 
Derive para obtener 

3jc 2 = 2x + 2x + ■ ■ ■ + 2x (con jc sumandos todavia). 

Asi 3 jc 2 = 2X 2 y “por lo tanto” 3 = 2. 


Si sustituimos z = x + h en la definition de la derivada, el 
resullado es 


f'(x) = lim 

Z~* X 


f(z) ~ fix) 
z - x 


Use esta formula en los problemas 94 y 95, junto con la 
formula 

a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 


para factorizar la diferencia de dos cub os. 

94. Muestre que 


7 3/2 _ 3/2 

Dx 3/2 = lim- 

z->x z ~ x 



[Sugerencia: Factorice el numerador como una diferencia de 
cubos y el denominador como una diferencia de cuadrados.] 

95. Muestre que 


Dx 2/3 = lim 

X 




[Sugerencia: Factorice el numerador como una diferencia de 
cuadrados y el denominador como una diferencia de cubos.] 

96. Un bloque rectangular con base cuadrada se comprime 
de tal forma que su altura y disminuye a razon de 2 cm/min 
mientras que su volumen permanece constante. ^Con 
que razon aumenta la ori 11a jc de su base cuando jc = 30 
y y = 20 cm? 

97. Se infla un globo esferico a una velocidad constante 
de 10 pulgadas 3 /segundo. ^Con que razon aumenta el area de 
la superficie del globo cuando su radio es de 5 pulgadas? 


98. Una escalera de 10 pies de largo esta apoyada en una 
pared. Si la parte inferior de la escalera se desliza alej&ndose 
de la pared a una razbn constante de 1 milla/hora, <?a que 
velocidad (en millas por hora) se mueve la parte superior de 
la escalera cuando se encuentra a 0.01 pie sobreel suelo? 

99. Un tanque de agua en forma de cono invertido, con el eje 
vertical y el vertice hacia abajo, tiene una tapa con un radio 
de 5 pies y una altura de 10 pies. El agua sale del tanque por 
un agujero en el vertice, a una velocidad de 50 pies 3 /minuto. 
^Cual es la razon de cambio de la profundidad del agua en el 
instante en que el agua tiene 6 pies de profundidad? 

100. El avion A vuela hacia el oeste, hacia un aeropuerto y a una 
altura de 2 millas. El avion B vuela hacia el sur, hacia el mismo 
aeropuerto, pero a una altura de 3 millas. Cuando ambos aviones 
se encuentran a 2 millas (distancia desde el suelo) del aeropuerto, 
la velocidad del avion A es de 500 millas/hora y la distancia 
entre los dos aviones disminuye a 600 millas/hora. ^Cual es 
entonces la velocidad del avion B? 

101. Un tanque de agua tiene una forma tal que su volumen 
es V= 2 y 312 pulgadas 3 cuando su profundidad Qsy pulgadas. 
Si el agua sale por un agujero en la parte inferior a raz 6 n de 
3 yfy pulgadas 3 /min, con que rapidez disminuye el nivel del 
agua en el tanque? ^Puede pensar una aplicacion pr&ctica para 
este tanque de agua? 

102. Se introduce agua al tanque conico del problema 99 a 
una velocidad de 50 pies 3 /minuto y esta sale por un agujero 
en la parte inferior, a razon de KWy pies 3 /min, dondey es la 
profundidad del agua en el tanque. (a) ^Con que velocidad 
aumenta el nivel del agua cuando esta tiene 5 pies de profun¬ 
didad? (b) Suponga que el tanque se encuentra inicialmente 
vacio, que se introduce agua a 25 pies 3 /minuto, y que el agua 
sale a lO^fy pies 3 /minuto. £Cual es la profundidad maxima 
alcanzada por el agua? 

103. Sea L una linea recta que pasa por el punto Fijo P(jcq, _y 0 ) 
y que es tangente a la parabola^ = jc 2 en el punto Q(a, a 2 ), (a) 
Muestre que a 1 - 2ax Q + y Q = 0. (b) Aplique la formula 
cuadratica para mostrar que si y 0 < (jc 0 ) 2 (es decir, si P se 
encuentra bajo la parabola), entonces existen dos valores 
posibles para a y por lo tanto dos rectas que pasan por P y 
son tangentes a la parabola, (c) De manera analoga, mues¬ 
tre que siy 0 > (*o) 2 (jP se encuentra arriba de la parabola), 
entonces ninguna recta que pase por Ppuede ser tangente a la 
parabola. 
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Aplicaciones adicionales 
de la derivada 


□ Gottfried Wilhelm Leibniz in- 
greso a la universidad de Leipzig a 
laedad de 15 anos, estudio filosofia 
y leyes, se graduo a los 17, y recibio 
su doctorado en filosofia a los 21. A1 
terminar su trabajo academico, 
Leibniz ingresd al servicio politico 
y gubemamental del Electorado de 
Mainz (Alemania). Su estudio serio 
de las matematicas comenzo hasta 
1672 (a la edad de 26 anos) cuando 
file enviado a Paris en una mision 
diplomatica. Durante los siguientes 
cuatro anos concibio las caracteris- 
ticas principales del calculo. Por su 
obra, es recordado (junto con New¬ 
ton) como codescubridor de esta 
materia. Los descubrimientos de 
Newton fueron un poco anteriores (a 
fines de la decada de 1660), pero 
Leibniz file el primero en publicar, 
a partir de 1684. A pesar de una 
desafortunada disputa entre los par- 
tidarios de Newton y los de Leibniz 
que duro mas de un siglo, en la ac- 
tualidad es claro que sus descubri¬ 
mientos fueron independientes. 

□ A lo largo de su vida, Leibniz 


busco un lenguaje universal que in- 
corporara notacion y terminologia 
que proporcionase a todas las perso¬ 
nas con education la fiierza del ra- 
zonamiento claro y correcto en 
todas las materias. Pero solamente 
en matematicas logro con amplitud 
su objetivo. Su notacion diferencial 
para el calculo es con mucho el me- 
jor ejemplo de un sistema de nota¬ 
cion elegido de modo que refleje 
perfectamente las operaciones y 
procesos basicos del area. De hecho, 
se puede decir que la notacion de 
Leibniz para el calculo llevo al ran- 
go de los estudiantes ordinarios los 
problemas que alguna vez necesita- 
ron del ingenio de Arquimedes o de 
Newton. Por esta razon, el metodo 
de calculo de Leibniz predomino 
durante el siglo XVIII, aunque el 
metodo un tanto diferente de New¬ 
ton seria mas cercano a nuestra idea 
modema sobre la materia. 


□ El origen de la notacion diferen¬ 
cial fue un triangulo rectangulo in¬ 
finitesimal con catetos dx y dy y 
como hipotenusa un pequeno seg- 


mento de la curvay = / (x). Leibniz 
describio posteriormente el mo- 
mento en que visualizo por vez pri- 
mera este “triangulo caracteristico” 
como una explosidn de luz que fue 
el principio de su calculo. En reali¬ 
dad, algunas veces se referia a su 
calculo como “mi metodo del trian¬ 
gulo caracteristico”. 



El triangulo caracteristico 
de Leibniz 

□ En el primer articulo publicado 
por Leibniz, Acta Eruditorum de 
1684), aparece por primera vez la 
notacion diferencial. La regia del pro- 
ducto para la derivacion se expresa 
como 

d(xv) =x dv + vdx. 







Introduction 


La pregunta es esta: ^Como se relaciona este incremento Ay con la derivada (la 
razon de cambio) de la fimcion/en los puntos del intervalo [a, b]l 

Damos una respuesta aproximada en la seccion 4.2. Si la fimcion continua 
en el intervalo con la misma razon de cambio f\a) que tenia cuando x = a y entonces 
el cambio en su valor seria/' ( a){b - a) =/' {a) Ax. Esta observation motiva la 
aproximacion tentativa 

Ay ** f’( a ) A*. ( 2 ) 

Una respuesta precisa a la pregunta anterior esta dada por el teorema del valor 
medio de la seccion 4.3. Este teorema implica que el incremento exacto esta dado 
por 

Ay = /'(c) Ax (3) 

para algun numero c en (a, b). El teorema del valor medio es el resultado teorico 
central del calculo diferencial y tambien es la clave para muchas aplicaciones 
avanzadas de las derivadas. 


En el capitulo 3 aprendimos a derivar una amplia gama de funciones algebraicas 
y trigonometricas. Vimos que las derivadas tienen aplicaciones tan diversas como 
los problemas de maximos y minimos, problemas relacionados con razones, y la 
solution de ecuaciones mediante el metodo de Newton. Otras aplicaciones de 
la derivacion que analizaremos en este capitulo dependen en ultima instancia 
de una sola cuestion fundamental. Suponga que y =/(x) es una fimcion deriva¬ 
ble definida en el intervalo [a, b] de longitud A x = b-a. Entonces, el incremento 
Ay en el valor de / (x) cuando x cambia dex = aax = 6 = a + Axes 

Ay = f(b) - f(a). (1) 


4.2 

Incrementos, 
diferenciales y 
aproximacion lineal 


A. veces se necesita tener una estimation rapida y sencilla del cambio de f(x) que 
resulte de una modification en x. Escribiremos y en vez de f{x) y supondremos 
primero que el cambio en la variable independiente es el incremento Ax, de modo 
que x cambia de su valor original al nuevo valor x + Ax. El cambio en la variable 
y es el incremento Ay, calculado al restar el valor anterior de y de su nuevo valor: 

Ay = fix + Ax) - fix). (i) 

Los incrementos Ax y Ay se representan geometricamente en la figura 4.2.1. 



Figura 4.2.1 Los incrementos 
Axy Ay 
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Figura 4.2.2 La estimaci6n dy 
del incremento real Ay 


Ahora comparamos el incremento real Ay con el cambio que podria ocurrir 
en el valor de y si continuara cambiando con la razon fija f'(x), cuando el valor 
de la variable independiente cambia de x a x + Ax. Este cambio hipotetico eny es 
la diferencial 

dy = fix) Ax. (2) 

Como muestra la figura 4.2.2, dy es el cambio en altura de un punto que se mueve 
sobre la recta tangente en el punto (x,/(x)) en vez de sobre la curvay =/(x). 

Pensemos que x esta fijo. Entonces la ecuacion (2) muestra que la diferencial 
dy es una funcion lineal del incremento Ax. Por esta razon, dy se llama la 
aproximacion lineal del incremento Ay. Podemos aproximar /(x + Ax) si susti- 
tuimos dy en vez de Ay. 

f (x + Ax) = y + Ay y + dy. 


Como y -fix) y dy - f (x) Ax, esto nos da la formula de aproximacion lineal 


/(x + Ax) « /(x) + fix) Ax. (3) 

El punto es que esta es una “buena” aproximacion, al menos cuando Ax es 
relativamente pequeno. Si combinamos las ecuaciones (1), (2) y (3), tenemos que 



Figura 4.2.3 La aproximacion 
lineal y = f(a) + f(a)(x - a) 


Ay » /'(*) Ax = dy. (4) 

Asi, la diferencial dy =/' (x) Ax, es una buena aproximacion del incremento 
A y=f(x + Ax)-f{x). 

Si reemplazamos x con a en la ecuacion (3), obtenemos la aproximacion 

f(a + Ax) =» fa) + f(a) Ax. (5) 

Si ahora escribimos Ax = x - a, de modo que x = a + Ax, el resultado es 


f(x) =/(a) +f'(a)(x - a). 


( 6 ) 


Puesto que el lado derecho de la ecuacion (6) es una funcion lineal dex, decimos 
que ese lado es la aproximacion lineal a la funcion/cerca del punto * = a (figura 
4.2.3). 


EJEMPLO1 Determinar la aproximacion lineal a la funcion/(x) =V 1 +x cerca 
del punto a = 0. 


Solution Observe que/(0) = 1 y que 


/'W=^d + x)-' /2 = —rL=, 

2 2Vl + x 

de modo que/^O) = ■!. Por tanto, la ecuacion (6) con a = 0 implica 
fix) « /(0) + /'(0) (x - 0) = 1 + ix; 

es decir, 


Vl + 


+ kx. 


(7) 


IMPORTANTE La aproximacion lineal de la ecuacion (7) es precisa solo si x es 
cercana a cero. Por ejemplo, las aproximaciones 

VTT~ 1 + $(0.1) = 1.05 y VT03 « 1 + $(0.03) = 1.015, 
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con jc = 0.1 y jc = 0.03, son precisas hasta dos y tres cifras decimales (redondeadas), 
respectivamente. Pero 

V3 - 1 + { ■ 2 = 2, 

con x = 2, es una aprox imacio n pobre de V~3"= 1.732. 

La aproximacion V 1 + x =1 + j x es un caso particular de la aproximacion 

(1 + *)* « 1 + kx (8) 

(k constante, x cerca de cero), una aproximacion con varias aplicaciones. La 
obtencion de la ecuacion (8) es similar al ejemplo 1 (vease problema 39). 


EJEMPLO 2 Usaremos la formula de la aproximacion lineal para aproximar 
(122) 2/3 . Observemos que 

(125) 2/3 = [(125) l/3 ] 2 = 5 2 = 25. 

Solution Necesitamos aproximar un valor particular de x 2 ' 3 , por lo que nuestra 
estrategia sera aplicar la ecuacion (6) con /(x) = x 2/3 . Observamos primero que 
/' (x) = f x’ 1/3 . Elegimos a = 125, pues conocemos los valores exactos 

/(125) = (125) 2/3 = 25 y /'(125) = f(125)“'/ 3 = £ 

y 125 esta relativamente cerca de 122. Entonces, la aproximacion lineal en (6) a 
f (x) = x m cerca de a = 125 tiene la forma 


f(x) - /(125) + /'(125)(x - 125); 


es decir, 

Con jc = 122 obtenemos 


* 2/3 - 25 + ±(x ~ 125). 


(122) 2/3 - 25 + £(—3) = 24.6. 

Asi (1 22) m es aproximadamente 24.6. El valor real de {\22) in es aproximadamente 
24.5984, por lo que la formula de la ecuacion (6) da una aproximacion relativa¬ 
mente buena en este caso. 



Figura 4.2.4 El tazon del 
ejemplo 3 


EJEMPLO 3 Un tazon semiesferico con un radio de 10 pulgadas se llena con 
agua hasta una profundidad de x pulgadas. El volumen V del agua en el tazon (en 
pulgadas cubicas) esta dado por la formula 

V = |(30x 2 - X 3 ) (9) 

(figura 4.2.4). (Usted podra obtener esta formula despues de estudiar el capitulo 
6.) Suponga que mide la profundidad del agua en el tazon y es de 5 pulgadas, con 
un error maximo de medicion de ± de pulgada. Estime el error maximo en el 
volumen calculado del agua en el tazon. 


Solution El error en el volumen calculado V(5) es la diferencia 

AV = V(x) - V(5) 

entre el volumen real V{x) y el volumen calculado. No conocemos la profundidad 
x del agua en el tazon. Solo tenemos que la diferencia 

Ax = x - 5 
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entre las profimdidades real y medida es numericamente menor que^ de pulgada, 
I Ax | ^ Como la ecuacion (9) implica 

V'(x ) = ^(60x - 3x 2 ) = 7t(20x - x 2 ), 

la aproximacion lineal 

A V ~ dV = V'(5) Ax 

en x = 5 es 

AV - tt( 20 • 5 - 5 2 ) Ax = 75 ttAx. 

Con la practica comun en las ciencias de escribir Ax = ± jz para indicar que 
-16 = Ax ^ i6, esto da 

AV » (757r)(±^) » ±14.73 (pulg 3 ) 

La formula de la ecuacion (9) da el volumen calculado V(5) = 654.50 pulg 3 , pero 
ahora vemos que esto puede tener un error de casi 15 pulgadas cubicas en ambas 
direcciones. 


El error absoluto en un valor medido o aproximado se define como la 
diferencia entre el valor aproximado y el valor real. El error relativo es la razon 
entre el error absoluto y el valor real. Asi, en el ejemplo 3, un error relativo en la 
profundidad medida x de 

— = ■?■ = 0.0125 = 1.25% 
x 5 

conduce a un error relativo en el volumen estimado de 


dV 

V 


14.73 

654.50 


« 0.0225 = 2.25% 


La relation entre estos dos errores relativos es de cierto interes. Las formulas para 
dV y V en el ejemplo 3 implican 

dV _ 7r(20x - x 2 ) Ax _ 3(20 - x) Ax 
V j7r(30x 2 - x 3 ) 30 - x x 

Si x = 5, esto es 


dV 

V 



Por consiguiente, para aproximar el volumen de agua en el tazon con un error 
relativo maximo de 0.5%, por ejemplo, necesitariamos medir la profundidad 
con un error relativo maximo de (0.5%)/l .8, es decir, con un error relativo 
maximo de 0.3%. 


EL ERROR EN LA APROXIMACION LINEAL 

Consideremos ahora brevemente la cuestion de la cercania con que la diferencial 
dy aproxima el incremento Ay. De la figura 4.2.2 podemos ver que conforme Ax 
es mas pequeno, mas cerca estaran los puntos correspondientes de la curva y=f 
(x) y de la recta tangente. Como la diferencia entre las alturas de ambos puntos es 
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Figura 4.2.5 El error e • Ax 
en la aproximacion lineal 
Ay ~ f'(x) Ax 


el valor de A y-dy determinado mediante una eleccion particular de Ax, conclui- 
mos que Ay - dy tiende a cero cuando Ax -> 0. 

Pero algo mas es cierto: cuando Ax —> 0, la diferencia Ay — dy es pequena 
incluso en comparacion con Ax, ya que 

Ay - dy = fix + Ax) - fix ) - f(x) Ax _ fix + Ax) - f(x) N 

Ax Ax f W 


Es decir, 


Ay - dy 

Ax 


( 10 ) 


donde, por la definicion de la derivada f'(x), vemos que e = e (Ax) es una fimcion 
de Ax que tiende a cero cuando Ax —»0. Si Ax es “muy pequeno”, de modo que e 
tambien sea “muy pequeno”, podriamos describir el producto e ■ Ax = Ay - dy 
como “muy muy pequeno”. Estos conceptos y cantidades se ilustran en la figura 
4.2.5. 


EJEMPLO 4 Suponga que y = x 3 . Verifique que e= (Ay - dy)/Ax tiende a cero 
cuando Ax 0. 


Solution Unos calculos sencillos dan 

Ay = (x + Ax) 3 - x 3 = 3x 2 Ax + 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 
y dy = 3x 2 Ax. Por tanto, 


Ay - dy = 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 

Ax Ax 


= 3x Ax + (Ax) 2 , 


que si tiende a cero cuando Ax 0. 


DIFERENCIALES 

La formula de la aproximacion lineal en (3) se escribe con frecuencia con dx en 
vez de Ax: 



Figura 4.2.6 La pendiente de la 
recta tangente como la razon 
entre los infinitesimales dx y dy 


fix + dx) *= fix) + fix) dx. (11) 

En este caso, dx es una variable independiente, llamada la ’iferencwl de x, y x 
esta fijo. Asi, las diferenciales de x y dey se definen como 


dx = Ax y dy = fix) Ax = fix) dx. (12) 

De esta definicion se sigue de inmediato que 


dy _ fjx) dx 
dx dx 


fix), 


de acuerdo con la notacion que hemos venido utilizando. En realidad, Leibniz 
origino la notacion diferencial visualizando incrementos “infinitesimales” dxydy 
(figura 4.2.6), donde su razon dy/dx es la pendiente de la recta tangente. La clave 
para el descubrimiento independiente del calculo diferencial por parte de Leibniz 
en la decada de 1670 fue ver que si dx y dy son suficientemente pequenos, entonces 
el segmento de la curva y =/(x) y el segmento de recta que une (x, y) con (x + dx, 
y + dy) son virtualmente indistinguibles. Esta vision se ilustra mediante las 
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Figura 4.2.7 dx = 1 Figura 4.2.8 dx = \ Figura 4.2.9 dx = ^ 

ampliaciones sucesivas en las figuras 4.2.7 a 4.2.9 de la curva y = x 2 cerca del 
punto ( 1 , 1 ). 

La notacion diferencial nos proporciona una forma conveniente para escribir 
las formulas de las derivadas. Suponga que 2 = g(u), de modo que dz = g'(u) du. 
Para los siguientes casos particulars de la funcion g, obtenemos las formulas 


d(u n ) = nu n 1 du, (13) 

J(senw) = (cos u) du , (14) 

etcetera. Asi, podemos escribir las reglas de derivacion en forma diferencial sin 
tener que identificar a la variable independiente. Las reglas de la suma, el producto 
y el cociente toman la forma 


d(u + v) = du + dv , 

(15) 

d(uv) = u dv + v du, y 

(16) 

,{u\ v du — u dv 

(17) 

• 


Si u =/(x) y z =g(w), podemos sustituir du =f\x) dx en la formula dz = g\u)du, 
para obtener 

dz = g’(f(x)) -f(x) dx. (18) 

Esta es la forma diferencial de la regia de la cadena 

D x g(f(x)) - g'(f(x)) -fix). 

Asi, la regia de la cadena aparece aqui como si fuera el resultado del manejo 
mecanico de la notacion diferencial. Esta compatibilidad con la regia de la cadena 
es una razon de la extraordinaria utilidad de la notacion diferencial en el calculo. 


4.2 Problemas 

En los problemas 1 a 16, escriba dy en terminos de xy dx. 
1 - > = 3* 2 - p 2. y = 2\Tx - E 


r 


3. y = x - V4 - JC 3 4 . y = -—^ 

x - Vjt 

5. v = 3x 2 (x - 3) 3/2 6. v = —-— 

jc 2 - 4 
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7. y = x(x 2 + 25) ,/4 

9. y = cos Vjt 
11 . y = sen 2x cos 2jc 
sen 2jc 


13. y = 


15. y = 


3jc 


1 


1 - jc sen jc 


1 


8 ' y (x 2 - 1 ) 4/3 
10 . y = x 2 sen jc 
12. y = cos 3 3 jc 
cos * 

16. y = (1 + cos 2jc) 3/2 


En los problemas 17 a 24, determine, como en el ejemplo 1, 
la aproximacion lineal a la funcion dada cerca del punto 


a = Q. 


n./W~ 

19. f(x) = (1 + xf 
21 . f{x) = (1 - 2x) in 
23. fix) = sen x 


1 


18 ' /w = vm 

20 . fix) = (\ ~ x) } 

1 


22,/W (1 + 3 *) 2/3 

24. /(jc) = cos jc 


En los problemas 25 a 34, use, como en el ejemplo 2, una 
aproximacion lineal a una funcion adecuada, con un valor 
adecuado de a, para estimar el numero dado. 

25. V25 26. VIM 27. VT5 

28. V80 29. 65 _2/3 30. 80 3/4 

31. cos 43° 32. sen 32° 33. sen 88° 

34. cos 62° 

En los problemas 35 a 38, calcule la diferencial de cada lado 
de la ecuacion dada, considerando axyay como variables 
dependientes (como si ambasfueran funciones de una tercera 
variable no especificada). Despeje despues dyldx. 

35. jc 2 + y 2 — 1 36. jc 2/3 + y 2/3 = 4 

37. jc 3 + y 3 = 3 xy 38. Jcseny = 1 

39. Suponga que D*jc* = fct * -1 para cualquier constante real k 
(hecho que estableceremos en el capitulo 7) y obtenga la 
formula de la aproximacion lineal (1 + x) k ~ 1 + kx para 
cercano a cero. 

En los problemas 40 a 47, use las aproximaciones lineales 
para estimar el cambio en la cantidad dada. 

40. La circunferencia de un circulo, si su radio aumenta de 
10 a 10.5 pulgadas. 

41. El area de un cuadrado, si la longitud de su lado dismi- 
nuye de 1 0 a 9.8 pulgadas. 

42. El area de la superficie de una esfera, si su radio aumenta 
de 5 a 5.2 pulgadas (figura 4.2.10). 

43. El volumen de un cilindro, si su altura y su radio decrecen 
de 15 a 14.7 centimetros (figura 4.2.11). 



Figura 4.2.10 La esfera 
del problema 42: Area 
A= inr 2 , volumen 



Figura 4.2.11 El cilindro 
del problema 43: Volumen 
V=7X?h 


44. El volumen de la pila de arena conica de la figura 4.2.12, 
si su radio es de 14 pulgadas y su altura aumenta de 7 a 7.1 
pulgadas. 

45. El alcance R- n v 1 sen 20de un obus disparado con un 
angulo de inclinacion 0= 45°, si su velocidad inicial v au¬ 
menta de 80 a 81 pies/seg. 

46. El alcance R = ts V 1 sen 20de un proyectil disparado con 
velocidad inicial v = 80 pies/seg, si su angulo 0 de inclinacion 
inicial aumenta de 45° a 46°. 

47. El voltaje W = RI 2 de un foco con resistencia R igual 
a 10 ohms, cuando la corriente/aumenta de 3 a 3.1 amperios. 

48. El radio ecuatorial de la Tierra es aproximadamente de 
3960 millas. Suponga que se enrolla de manerajusta un cable 
alrededor de la Tierra, por el ecuador. ^Aproximadamente 
cuanto aumenta la longitud del cable si se levanta en todos los 
puntos sobre postes a 10 pies de altura? jUse la formula de 
aproximacion lineal! 

49. El radio de una bola esferica se mide en 10 pulgadas, con 
un error maximo de A de pulgada. ^Cual es el error maximo 
resultante en el volumen calculado? 

50. ^Con que precision debemos medir el radio de la bola del 
problema 49 para garantizar un error maximo de 1 pulgada 
cubica en el volumen calculado? 




Figura 4.2.12 La pila 
conica de arena del 
problema 44 : volumen 

V = 7 n^h 


Figura 4.2.13 La semi- 
esfera del problema 51: 
el area de la superficie 
curvaes/4 = 2nf 


51. Ft radio de un domo semiesferico se mide en 100 m, 
con un error maximo de 1 cm (figura 4.2.13). ^Cual es el 
maximo error resultante en el area calculada de su super¬ 
ficie? 

52. ^Con que precision debemos medir el radio de un domo 
semiesferico para garantizar un error maximo de 0.01 % en el 
area calculada de su superficie? 
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4.3 

Funciones crecientes 
y decrecientes y el 
teorema del valor 
medio 



/decreciente 



Figura 4.3.1 (a) Una fiinci6n 
creciente y (b) una funcion 
decreciente 



(a) Grafica ascendente en* 



(b) Grafica descendente en x 
Figura 4.3.2 Una grafica 
ascendente en x y (b) una grafica 
descendente en x 
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El significado del signo de la derivada de una funcion es simple pero crucial: 

/(a-) es creciente en un intervalo donde f'(x ) > 0; 
f{x) es decreciente en un intervalo donde f\x) < (0). 

Geometricamente, esto significa que donde f'{x) > 0, la grafica d ey= f{x) asciende 
cuando la recorremos de izquierda a derecha, mientras que si f'(x) < 0, la grafica 
desciende. Podemos aclarar los terminos creciente y decreciente como sigue. 


Definicion Funciones crecientesy decrecientes 
La funcion/es creciente en el intervalo /= (a, b) si 

/(*.) <m 

para todo par de numeros y x 2 en / tales que x { < x 2 . La funcion/es 
decreciente en / si 

/(*,) >/(* 2 ) 

para todo par de numeros yx 2 en I tales que x x < x 2 . 


La figura 4.3.1 ilustra esta definicion. En resumen, la funcion/es creciente 
en /= (a, b) si los valores de/(jr) aumentan cuando x aumenta [figura 4.3.1 (a)]; 
/es decreciente en / si los valores de/(jr) disminuyen cuando x aumenta [figura 
4.3.1 (b)]. 

Decimos que una funcion es creciente o decreciente en un intervalo , no en un 
punto. Sin embargo, si consideramos el signo de/', la derivada de/ en un solo 
punto, obtenemos una util imagen intuitiva del significado del signo de la derivada. 
Esto se debe a que la derivada f\x) es la pendiente de la recta tangente en el punto 
(x,f(x)) de la grafica de/ Si /'(a - ) > 0, entonces la recta tangente tiene pendiente 
positiva. Por tanto, asciende cuando se le recorre de izquierda a derecha. Intuiti- 
vamente, una tangente ascendente pareceria corresponder a una grafica ascendente 
y por tanto a una funcion creciente. De manera analoga, esperariamos ver una 
grafica descendente cuando f'(x) fuera negativa (figura 4.3.2). Cuidado: para 
determinar si una funcion/es creciente o decreciente, debemos analizar el signo 
de/' en todo un intervalo, no solo en un punto (vease el problema 55). 


EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Aunque las imagenes de las graficas ascendentes y descendentes son sugerentes, 
no proporcionan una demostracion real del significado del signo de la derivada. 
Para establecer rigurosamente la conexion entre el ascenso y descenso de una 
grafica y el signo de la derivada de la funcion graficada, necesitamos el teorema 
del valor medio, que enunciaremos posteriormente en esta section. Este teorema 
es la principal herramienta teorica del calculo diferencial, y veremos que tiene 
muchas aplicaciones importantes. 

Como introduccion al teorema del valor medio, plantearemos la siguiente 
cuestion. Suponga que P y Q son dos puntos sobre la superficie del mar, con Q 
ligeramente al este de P (figura 4.3.3). ^Es posible llevar un bote de P a Q, 
navegando casi hacia el este, sin nunca (ni siquiera por un instante) navegar en la 
direccion exacta de P a Qf Es decir, ^podemos navegar de P a Q sin que nuestra 
linea de movimiento instantaneo sea paralela a la recta PQR 
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Figura 4.3.3 ^Podemos navegar Figura 4.3.4 El problema del 

de P a Q sin que jamds (ni bote en terminologia matemdtica 

siquiera por un instante) 
naveguemos en la direccidn PQ 
(la direccidn de la flecha)? 

El teorema del valor medio responde esta pregunta: no. Siempre existe al 
menos un instante en el que navegamos de manera paralela a la recta PQ , sin 
importar la trayectoria que elijamos. 

Parafraseamos esto como sigue: consideremos que la trayectoria del bote es 
la grafica de una funcion diferenciabley =/(*) con extremos P{a y f{a)) y Q(b y f{b)). 
Entonces decimos que debe existirun punto en esta grafica tal que su recta tangente 
(correspondiente a la linea de movimiento instantaneo del bote) a la curva es 
paralela a la recta PQ que une los extremos de la curva. Esta es una interpretation 
geometrica del teorema del valor medio. 

Pero la pendiente de la recta tangente en el punto (c,/(<r)) (figura 4.3.4) 
es f'(c ), mientras que la pendiente de la recta PQ es 

m - f(q) 

b — a 

Podemos pensar este ultimo cociente como el valor promedio (o medio) de la 
pendiente de la curva y - f{x) en el intervalo [a , b]. El teorema del valor medio 
garantiza que existe un punto c en (a, b) para el que la recta tangente en (c,/(c)) 
es paralela a la recta PQ. En el lenguaje del algebra, existe un numero c en (a, b) 
tal que 


f(c) 


f(b) - f(a) 

b - a 


( 1 ) 


Primero daremos un resultado preliminar, un lema para facilitar la demostra- 
cion del teorema del valor medio. Este teorema se llama el teorema de Rolle , en 
honor de Michel Rolle (1652-1719), quien lo descubrio en 1690. En su juventud, 
Rolle estudio el tema emergente del calculo, pero posteriormente renuncio a el. 
Argumentaba que el tema se basaba en falacias logicas; es recordado solamente 
por el unico teorema que lleva su nombre. Es ironico que su teorema juegue un 
papel importante en la demostracion rigurosa de varios teoremas del calculo. 


Teoreina de Rolle 

Suponga que la funcion/es continua en el intervalo cerrado [a, b] y es 
derivable en su interior (a, b). Si f{a) = 0 -f(b) y entonces existe un numero 
c en ( a , b) tal que f\c) = 0. 
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y 



a c b x 


Flgura 4.3.5 La idea de la 
demostracion del teorema de Rolle 



Figura 4.3.6 La existencia de la 
recta tangente horizontal es una 
consecuencia del teorema de 
Rolle 


La figura 4.3.5 ilustra el primer caso en la siguiente demostracion del teorema 
de Rolle. La idea de la demostracion es esta: suponga que la grafica suave 
y “/(*) comienza en (x = a) la altura cero y termina en (x = b) la altura cero. 
Entonces, si sube, tiene que bajar. Pero cuando se detiene y comienza a bajar, su 
recta tangente debe ser horizontal. Por tanto, la derivada se anula en ese punto. 

Demostracion del teorema de Rolle Como/es continua en [a, b], debe alcanzar 
sus valores maximo y minimo en [a, b] (por la propiedad del valor maximo de la 
seccion 3.5). Si/tiene valores positivos, consideremos su valor maximo,/(c). 
Ahora, c no es un extremo de [a, b], pues f(a) = 0yf(b) = 0. Por tanto, cesun 
punto de (a, b ). Pero sabemos que/es diferenciable en c. Por el teorema 2 de la 
seccion 3 .5,/'(c) = 0 . 

De manera analoga, si/tiene valores negativos, podemos considerar su valor 
minimo /(c) y concluir que f'(c ) = 0 . 

Si/no tiene valores positivos ni negativos, entonces/se anula identicamente 
en [a, b], por lo que/'(c) = 0 para todo c en (a, b). 

Asi, vemos que la conclusion del teorema de Rolle se justifica en todos los 
casos. □ 


Una consecuencia importante del teorema de Rolle es que entre cada pareja 
de raices de una funcion diferenciable existe al menos un punto donde la recta 
tangente es horizontal. Algunas imagenes posibles de esta situacion aparecen en 
la figura 4.3.6. 

EJEMPLO 1 Suponga que/ (x) = x m - x Jf2 en [0, 1 ]. Determine un numero c 
que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle. 


Solucion Observe que/es continua en [0, 1 ] y derivable en (0, 1). Como esta 
presente el termino x m Jno es derivable en x = 0, pero esto no importa. Ademas, 
/(0) = 0 =/( 1), de modo que se satisfacen todas las hipotesis del teorema de Rolle. 


Por ultimo, 


fix) = 


kx 


■ 1/2 _ 3 1/2 _ 

2 X ~ 


= \x~' /2 {\ - 3xl 


de modo que/'(c) - 0 para c = En la figura 4.3.7 aparece una grafica precisa de 
/en [ 0 , 1 ], incluyendo c y la recta tangente horizontal. 



Figura 4.3.7 El numero c del ejemplo 1 


200 


Capitulo 4 / Aplicaciones adicionales de la derivada 




















1.5 



EJEMPLO 2 Suponga que f(x) = 1 - x 273 en [-1, 1]. Entonces/satisface las 
hipotesis del teorema de Rolle excepto por el hecho de que/'(0) no existe. La 
grafica de/muestra claramente que no existe un punto donde la recta tangente sea 
horizontal (vease figura 4.3.8). De hecho, 


/'(*) = - 


3 ^’ 


oo cuando x —> 0. Por 


de modo que f'(x) * 0 para x*0y vemos que | f'(x) 
tanto, la grafica de/tiene una recta tangente vertical (en vez de una horizontal) en 
el punto (0, 1). 


Figura 4.3.8 La funcion 

f(x) = 1 -jc 273 del ejemplo 2 Ahora estamos listos para establecer formalmente y demostrar el teorema del 

valor medio. 


El teorema del valor medio 


Suponga que la funcion /es continua en el intervalo cerrado [a, b ] y 

derivable en el intervalo abierto (a, b). Entonces 


m-m =f'(c)(b - a) 

(2) 

para algirn niimero c en {a, b). 



COMENTARIO Como la ecuacion (2) es equivalente a la ecuacion (1), la 
conclusion del teorema del valor medio es que debe existir al menos un punto 
sobre la curva y =f(x) en el que la recta tangente sea paralela a la recta que une 
sus extremos P(a,f(a)) y Q(b,f(b)). 


Motivacion de la demostracion del teorema del valor medio Consideremos la 
funcion auxiliar ^sugerida por la figura 4.3.9. El valor de <p(x) es, por definicion, 
la diferencia de altura sobre x del punto (x, / (*)) sobre la curva y el punto 
correspondiente de la recta PQ. Parece que un punto sobre la curva y =f(x) donde 
la recta tangente es paralela a PQ corresponde a un maximo o un minimo de <p. 
Tambien es claro que <p (a) = 0 = (p{b ), por lo que podemos aplicar el teorema de 
Rolle a la funcion 0 en [a, b]. Asi, nuestro plan para demostrar el teorema del valor 
medio es este: en primer lugar, obtenemos una formula para la funcion (p . En 
segundo lugar, localizamos el punto c tal que (p'(c) = 0. Por ultimo, mostramos 
que estenumero c es exactamente el niimero necesario para satisfacer la conclusion 
del teorema en la ecuacion (2). 


y 



_L 

a 
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de la funcion auxiliar (j> 
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Demostracidn del teorema del valor medio Como la recta PQ pasa por P(a, f {a)) 
y tiene pendiente 

_ m - f(a) 

m b - a ' 

la formula punto-pendiente para la ecuacion de una linea recta nos da la siguiente 
ecuacidn para PQ\ 

. y =y r tc* =/(«) + m(x- a). 


Asi, 

<P (*) =^cu™ - 7 reci»=/W - f(a) - m(x - a). 

Usted debe verificar mediante una sustitucion directa que <p(a) = 0 = <p{b). Como 
es continua en [a, b ] y derivable en (a, b), podemos aplicarle el teorema de Rolle. 
Asi, existe un punto c en alguna parte del intervalo abierto (a, b) en el que <j> '(c) = 0. 
Pero 

</>'« = fix) -m = f’(x) - f(b) - /(g) . 

b — a 

Como <p\c) = 0, concluimos que 


Es decir, 


0 = f(c) 


fib) ~ f(a) 
b - a 


fib) ~ fia) = fic)ib - a). 


□ 


La demostracion del teorema del valor medio es una aplicacion del teorema 
de Rolle, mientras que el teorema de Rolle es un caso particular del teorema del 
valor medio, en el que f(a) = 0 =f(b). 


EJEMPLO 3 Suponga que manejamos un automovil desde Kristiansand, No- 
ruega, hasta Oslo (una distancia casi exacta de 350 km) en un tiempo exacto de 
4 horas, desde el instante t - 0 hasta el instante t = 4. Sea f(t) la distancia recorrida 
al tiempo t , y supongamos que/es una funcion derivable. Entonces, el teorema 
del valor medio implica que 

350 = /(4) - /(0) = f’(c)(4 -0) = 4f(c) 

y entonces 

fie) = f » 87.5 

en algun instante c en (0, 4). Pero f\c) es nuestra velocidad instantanea en el 
instante t = cyS1.5 km/h es nuestra velocidad promedio en el viaje. Asi, el teorema 
del valor medio implica que debemos tener una velocidad instantanea exactamente 
de 87.5 km/h al menos una vez durante el viaje. 


El argumento del ejemplo 3 es mas bien general; durante un viaje, la velocidad 
instantanea debe ser igual, en algun instante, a la velocidad promedio de todo el 
viaje. Por ejemplo, esto implica que si dos casetas de cuota se encuentran a una 
distancia de 60 millas entre si y usted recorre la distancia entre ambas en 
exactamente una hora, en algun instante tuvo que rebasar el limite de velocidad 
de 55 mi/h. (Asi, el teorema del valor medio evita que ciertos casos sean defendi- 
bles en un juzgado.) 
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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


La primera de estas consecuencias es el reciproco no trivial del hecho trivial de 
que la derivada de una funcion constante es identicamente nula. Es decir, demos- 
traremos que no puede existir una funcion exotica no constante pero con derivada 
nula en todo punto. En los corolarios 1 a 3 supondremos quefy g son continuas 
en el intervalo cerrado [cl, b] y derivables en (a, b). 


Corolario 1 Funciones con derivada nula 

Sif (x) = Oen (a, b) [es decir,j'(x) = Opara todax en (a, b) ], entoncesf 
es una funcion constante en [a, b]. En otras palabras, existe una constante 
Ctal quef(x) s C. 


Demostracion Apliquemos el teorema del valor medio a la funcion f en el 
intervalo [a, x], donde x es un punto arbitrario pero fijo del intervalo (a, b]. 
Tenemos que 


f(x) - fed) =f(c)(x - a) 

para algun numero c entre ay x. Perof (x) se anula en todo el intervalo (a, b), por 
lo quef'(c) = 0. Asi,j(x) - fea) =0, por lo quef(x) =fea). 

Pero esta ultima ecuacion es valida para toda x en (a, b]. Por consiguientej(x) 
=fea) para todax en (a, b], y de hecho, para todax en [a, b]. Es decir,j(x) tiene 
el valor fijo C =fea). Esto establece el corolario 1. O 

El corolario 1 se aplica por lo general en una forma diferente pero equivalente, 
que establecemos y demostramos a continuacion. 


Corolario 2 Funciones con derivadas iguales 

Suponga quef(x) = g'(x) para todax en el intervalo (a, b). Entoncesfy 
g difieren en una constante en [a, b] . Es decir, existe una constante K tal 
que 

f(x) = g(x) + K 

para toda x en [a, b]. 


Demostracion Dadas las hipotesis, sea h(x) =f(x) ~ g(x). Entonces 

h’(x) = f(x) - g’(x) = O 

para toda x en (a, b). Entonces, por el corolario 1, h(x) es una constante K en [a, b]. 
Es decir,j(x) - g(x) = K para toda x en [a, b]; por tanto, 

f(x) = g(x) +K 

para toda x en [a, b] . Esto demuestra el corolario 2. O 

EJEMPLO 4 Sif'(x) = 2 cos x y feO) = 5, ^cual es la funcionf(x)? 

Solucion Por nuestro conocimiento de las derivadas de las funciones trigono- 
metricas, sabemos que una funcion explicita con derivada 2 cos x es 
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g(x) = 2 sen x. 

Debido a eso, el corolario 2 implica que existe una constante K tal que 
fix ) = g(x) + K = 2 sen x + K 

en cualquier intervalo dado [a, b] que contenga al cero. Pero podemos determinar 
el valor de K si sustituimos x = 0: 

/(0) = 2 sen 0 + K\ 

5 = 2-0 + K\ 

de modo que K = 5. Asi, la funcion/es 

f(x) = 2 sen x + 5. 


La Siguiente consecuencia del teorema del valor medio verifica las observa- 
ciones acerca de las funciones crecientes y decrecientes con que iniciamos esta 
seccion. 


Corolario 3 Funciones crecientesy decrecientes 

Si f'(x) > 0 para toda x en (a, b\ entonces/es una funcion creciente en [a, b\ 

Si f (x) < 0 para toda x en (a, b\ entonces/es una funcion decreciente en [a, b \. 


Demostracion Supongamos, por ejemplo, que f'{x) > 0 para toda x en (a, b). 
Necesitamosmostrar losiguiente: si u y v son puntos de [a, b\ tales que u < v, 
entonces f(u) <f(v). Aplicamosel teorema del valor medio a/ pero en el intervalo 
cerrado [u, v]. Esto es valido, pues [u, t>] esta contenido en [a, b], de modo que/ 
satisface las hipotesis del teorema del valor medio en [u, v] al igual que en [a, b\. 
El resultado es que 

f(v) - f(u) = f{c){V - u) 

para algiin numero c en (u, u). Como v> uy, por hipotesis,/'^) > 0, tenemos que 

f(v) - f(u ) > 0; es decir /(w) < f(v), 

como queriamos demostrar. La demostracion es analoga en el caso en que f'(x) es 
negativa en (a, b). □ 

El significado del corolario 3 se resume en la figura 4.3.10. La figura 4.3.11 
muestra una graficay =/(x) con etiquetas de acuerdo con esta correspondencia 



fix) 

fix) ■ 

Negativa 

Positiva 

Decreciente 

Creciente 


Figura 4.3.10 Corolario 3 Figura 4.3.11 El significado del 

signo de f'(x) 
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Figura 4.3.12 La parabola del 
ejemplo 5 



Figura 4.3.13 La funcion 
creciente del ejemplo 6 


entre el signo de la derivada f'(x) y el comportamiento creciente y decreciente de 
la funcion /(x). 

EJEMPLO 5 ^Donde es creciente la funcion f{x) = x 2 - Ax + 5, y donde es 
decreciente? 

Solution La derivada de ft s f\x) = 2x- 4. Es claro que/'(x) > 0 si x > 2, mien- 
tras que /'(x) < 0 si x < 2. Por tanto,/es decreciente en (-oo, 2) y creciente en (2, 
+oo), como vemos en la figura 4.3.12. 

EJEMPLO 6 Muestre que la ecuacion x 3 + x - 1 = 0 tiene exactamente una 
solucion (real). 

Solution Necesitamos una funcion para aplicar las herramientas de esta seccion, 
por lo que hacemos/(x) = r* + x- 1. Como/(0) = -1 < 0, /(1) = +l > 0 y/es 
continua (en todo punto), la propiedad del valor intermedio garantiza que / (x) 
tiene almenos una raiz real en [0, 1] (figura 4.3.13). Pero podria tener mas; como 
no podemos graficary =/(x) en todo su dominio (-°°, °°), no sabemos si la ecuacion 
f(x) = 0 tiene mas soluciones reales. Necesitamos una evidencia concluyente de 
que esto es cierto. 

Pero 


/'(x) = 3x 2 + 1, 

y es evidente que f'(x) > 0 para toda x. Asi, el corolario 3 implica que la grafica 
de y =f (x) es creciente en toda la recta real. Por tanto, la ecuacion/(x) = 0 solo 
puede tener a lo mas una solucion. (fPor que?) 

En resumen, la ecuacion/(x) = 0 tiene al menos una solucion y a lo mas una 
solucion. Por tanto, debe tener exactamente una solucion (real). 


EJEMPLO 7 Determine los intervalos abiertos del eje x donde la funcion 

/(x) = 3x 4 - 4x 3 - 12x 2 + 5 
es creciente y aquellos donde es decreciente. 


x = — 1 A' = 0 .V = 1 JT = 2 



f_L_ 





A + 1 < 0 

x - 2 < 0 

1 x+[>0 

x - 2 < 0 

A + 1 > 0 

A' - 2 > 0 


Solution La derivada de t es 

f(x) = 12x 3 — 12x 2 - 24x 

= 12x(x 2 - x - 2) = 12x(x + l)(x - 2). 


(3) 


Figura 4.3.14 Los signos de 
x + 1 yx - 2 (ejemplo 7) 


Los puntos criticos x = - 1,0, 2 separan el eje x en los cuatro intervalos abiertos 
(—°°, -1), (-1, 0), (0, 2) y (2, +oo) (figura 4.3.14). La derivada f\x) nocambia de 
signodentrodeestosintervalos,pues 


□ El factorx + 1 de la ecuacion (3) solo cambia de signo enx = -1, 

□ El factor 12x solo cambia de signo en x = 0 y 

□ El factor x - 2 solo cambia de signo en x = 2. 


llustraremos dos metodos para determinar el signo de f'(x ) en cada uno de los 
cuatrointervalos(figura4.3.14). 


METODO l La segunda, tercera y cuarta columnas de la siguiente tabla registran 
los signos de los factores de la ecuacion (3) en cada uno de los cuatro intervalos 


Seccion 4.3 / Funciones crecientes y decrecienles y el teorema del valor medio 


205 


























enumerados en la primera columna. Los signos de f'(x ) que aparecen en la quinta 
columna se obtienen entonces mediante su producto. La sexta columna enumera 
el comportamiento resultante (creciente o decreciente) de /en los cuatro intervalos. 


Intervalo 

X + 1 

12x 

x - 2 

fix) 

/ 

(-00, -1) 

Neg. 

Neg. 

Neg. 

Neg. 

Decreciente 

(-1,0) 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Pos. 

Creciente 

(0, 2) 

Pos. 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Decreciente 

(2, +00) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Creciente 



X 


METODO2 Como la derivada f'(x) no cambia de signo dentro de cualquiera de 
los cuatro intervalos, necesitamos calcular su valor unicamente en un punto de cada 
intervalo. El signo que tenga la derivada en ese punto sera el signo de f'(x) en todo 
ese intervalo. 


En (- °°, -1) 
En (-1,0) 
En (0, 2) 
En (2, -hx>), 


f'(~ 2) = - 96 < 0; 
/'(- 0.5) = 7.5 >0; 

f\ 1) 24<0; 

/'(3)=144>0; 


ft s decreciente. 
ft s creciente. 
ft s decreciente. 
ft s creciente. 


El segundo metodo es particularmente conveniente si la derivada es complicada, 
pero se dispone de una calculadora adecuada para el calculo de sus valores. 


Figura 4.3.15 Los puntos criticos 
del polinomio del ejemplo 7 


Por ultimo, observemos que los resultados obtenidos en cada metodo son 
consistentes con la grafica dzy=f(x) que aparece en la figura 4.3.15. 



X 


Figura 4.3.16 xystnx 
(ejemplo 8) 


EJEMPLO 8 Las graficas de la figura 4.3.16 sugieren que sen* <x parax> 0. 
Para mostrar que esto es cierto, consideremos la funcion 

f(x) = x - sen x. 

Como | sen x | ^ 1 para toda x, sen x < x si x > 1, por lo que solo debemos mostrar 
que sen x < x para x en el intervalo (0, 1]. Pero, 

fix) = 1 - cos x > 0 

para tales x, pues cos x < 1 si 0 < x < 2/ry entonces cos x < 1 para 0 < x ^ 1. Por 
tanto,/(x) es una funcion creciente en (0, 1]. Pero/(0) = 0, de lo que se sigue 

f(x) = x - sen x > 0 

para toda x en (0, 1], En consecuencia, sen x <x para x en (0, 1]. Por nuestras 
observaciones anteriores, esto implica que sen x < x para toda x > 0. 


4.3 Problemas a 


Para las funciones de los problemas 1 a 6, determine primero 
(como en el ejemplo 7) los intervalos abiertos en el eje x en 
los que cada funcion es creciente y aquellos donde es decre¬ 
ciente. Utilice entonces esta informacion para relacionar la 
funcion con su grafica, una de las seis que aparecen en 
la figura 4.3.1 7. 


1. f(x) = 4 - x 2 2. fix) = x 2 - 2x - 1 

3. fix) = x 2 + 4x + 1 4. fix) = ^x 3 - 3x 

5. fix) = ^x 3 - ^x 2 - 2x + 1 

6. /(x) = 2x —ix 2 — ^x 3 
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Figura 4.3.17 Problemas 1 al 6 

En los problemas 7 a 10, se da la derivada f'{x)y el valor 
/(0). Use el metodo del ejemplo 4 para determinar la funcion 

yw- 

7. f f (x) = 4x ; /(0) = 5 

8. f{x) = 3V^; f(0) = 4 

9 . f(x) = p ; /( 1)=1 

10. /'W = ^=; /(0) = 3 

En los problemas 11 a 24, determine (como en el ejemplo 7) 
los intervalos abiertos en el eje x para los que la funcion es 
creciente, asi como aquellos donde la funcion es decrecienie. 
Si tiene una calculadora grafica o una computadora, trace la 
grafica dey =/(;t )para ver si coincide con sus resultados. 

11. f(x) = 3x + 2 12. f(x) = 4 - 5jc 

13. f(x) = 8 - 2x 2 14. f(x) = 4jc 2 + 8jc + 13 

15. f(x) - 6x - 2x 2 16. /( x) = x 3 - \2x + 17 

17. f(x) = x 4 - 2x 2 + 1 


18. f(x) = —-— [Nota: f\x) puede carabiar de signo en 

x + 1 

x = -\. or que?] 

19. f(x) = 3jc 4 + 4x 3 - \2x 2 

20. f(x) = xVS~+l 

21. fix) = 8^ 1/3 - x^ 

22. fix) = 2x 3 + 3^ 2 - 12x + 5 

. (x — l) 2 

23- fw - x 2 _ ^ Crease la nota del problema 18.) 

24. /( x) = x 2 + — (Vease la nota del problema 18.) 

En los problemas 25 a 28, muestre que la funcion dada 
satisface las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo 
indicado [a, b] y determine todos los numeros c en (a, b) que 
satisfacen la conclusion del teorema. 

25. /( x) = x 2 - 2jc; [0, 2] 

26. f(x) = 9x 2 - x 4 \ [-3,3] 

27. /W = [^ ; [-U] 

28. fix) = 5* 2/3 - * 5 ' 3 ; [0, 5] 

En los problemas 29 a 31, muestre que la funcion dada f no 
satisface la conclusion del teorema de Rolle en el intervalo 
indicado. ICuales hipotesis dejan de cumplirse? 

29. fix) = 1 — | jc |; [-1,1] 

30. fix) = 1 - (2 - jc) 2/3 ; [1,3] 

31. fix) = x* + jc 2 ; [0,1] 

En los problemas 32 a 36, muestre que la funcion dada f 
satisface las hipotesis del teorema del valor medio en el 
intervalo indicado, y determine todos los numeros c en (a, b) 
que satisfacen la conclusion de dicho teorema. 

32. fix) = x 3 \ [-1,1] 

33. fix) = 3jc 2 + 6jc — 5; [—2, 1] 

34. fix) = Vx - 1; [2, 5] 

35. fix) = ix- l) 2 ' 3 ; [1,2] 

36. fix) = jc + ^; [1,2] 

En los problemas 37 a 40, muestre que la funcion dada fno 
satisface las hipotesis ni la conclusion del teorema del valor 
medio en el intervalo indicado. 

37. fix) = | jc - 21; [1,4] 

38. fix) = 1 + \x - 1|; [0,3] 

39. fix) = [jc] (la fimci6n maximo entero); [-1, 1] 

40. fix) = 3jc 2/3 ; [-1,1] 
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En losproblemas 41 a 43, muestre que la ecuacion dada tiene 
exactamente una solution en el intervalo indicado. 

41. jc 5 -h 2 jc — 3 = 0; [0, 1] 

42. jc 10 = 1000; [1, 2] 

43. jc 4 — 3jc = 20; [2, 3] 

44. Muestre que la funcion /(jc) = x m no satisface las hipo- 
tesis del teorema del valor medio en [-1, 27] pero aun asi 
existe un numero c en (-1, 27) tal que 


f'(c) 


/(27) - /(-l) 
27 - (-1) 


54. Sea / (jc) = jc 4 - jc 3 + lx 1 + 3jc - 11. Demuestre que la 
grafica de/tiene al menos una recta tangente horizontal. 

55. Sea g la funcion definida como sigue: 

g(x) = - + * 2 sen- 
2 jc 

para jc * 0; g(0) = 0. (a) Muestre que g'(0) = \ > 0. (b) Trace 
la prafica deg cerca de jc = 0. ^Es g creciente en algun intervalo 
abierto que contenga ajc = 0? [Respuesta: No.] 

56. Suponga que/es creciente en cada intervalo cerrado 

[a, b ] siempre que 2 <b. Demuestre que/es creciente en 

el intervalo abierto no acotado (2, +°°). Observe que el prin- 
cipio descubierto se uso de manera implicita en el ejemplo 5 
de esta seccion. 


45. Demuestre que la funcion 

/(jc) = (1 + jc) 3 / 2 - \x - 1 

es creciente en (0, +«>). Explique con cuidado como podria 
concluir que 


Aproximaciones 

Los problemas 57 a 59 ilustran el uso del teorema del valor 
medio para aproximar los valores numericos de las funcio - 
nes. 


(1 + jc) 3/2 > 1 + | JC 

para todajc > 0. 

46. Suponga que/' es una funcion constante en el intervalo 
[a, b\. Demuestre que /debe ser una funcion lineal (una 
funcion cuya grafica es una Hnea recta). 

47. Suponga que /'(jc) es un polinomio de grado n - 1 en el 
intervalo [a, b]. Demuestre que /(jc) debe ser un polinomio de 
grado n en [a, b\. 

48. Suponga que existen k puntos diferentes en [a, b] en los 
que la funcion diferenciable /se anula. Demuestre que /'debe 
anularseenal menos/:- 1 puntos de [a, b\. 

49. (a) Aplique el teorema del valor medio a/(jc) = yf~x en 
[100, 101] para mostrar que 

Viol = 10 + -L= 

2Vc 

para algun numero c en (100, 101). (b) Muestre que si 
100 < c < 101, entonces 10 < VT< 10.5 y use este hecho para 
concluir de la parte (a) que 10.0475 < V 101 < 10.0500. 

50. Demuestre que la ecuacion jc 7 + jc 5 + jc 3 + 1 =0 tiene 
exactamente una solution real. 

51. (a) Muestre que D tan 2 jc = D sec 2 jc en el intervalo abierto 
(-/r/2, nil), (b) Concluya que existe una constante C tal que 
tan 2 jc = sec 2 jc + C para toda jc en (—/r/2, nil), Evalue C a 
continuation. 

52. Explique por que el teorema del valor medio no se aplica 
a la funcion f(x) = | jc | en el intervalo [-1,2]. 

53. Suponga que la funcion/es derivable en el intervalo 
[- 1,2], con/(- 1) = - 1 y/(2) = 5. Demuestre que existe un 
punto sobre la grafica de / en el que la recta tangente es 
paralela a la recta con ecuacion y = lx. 


57. Use el metodo del ejemplo 8, con /(jc) = cos jc y g(jc) = 1 
— j jc 2 para mostrar que 

cos jc > 1 - {x 2 
para todajc > 0 (figura 4.3.18). 



X 


Figura 4.3.18 cos x y Figura 4.3.19 jc, sen jc y 

g(x) =x-ix 2 g(x)=x-z jc 3 

(problema 57) (problema 58) 

58. (a) Use el metodo del ejemplo 8 y el resultado del 
problema 57 para mostrar que 

sen jc > jc - £jc 3 

para toda jc > 0 (figura 4.3.19). (b) Use los resultados del 
ejemplo 8 y la parte (a) para calcular el seno de un angulo de 
5° con una precision de tres cifras decimales. 

59. (a) Use el resultado del problema 58(a) para mostrar que 

COS JC < 1 - \x 2 + ^JC 4 

para toda jc > 0. (b) Use los resultados del problema 57 y la 
parte (a) para calcular el coseno de un angulo de 10° con una 
precision de tres cifras decimales. 
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4.4 

El criterio de la 
primera derivada 
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Figura 4.4.2 La gr&fica 
de f(x) = x 2 + 3. El valor 
mi'nimo local/(0) = 3 es 
tambien el valor mini mo 
global de/(x) 


En la seccion 3.5 analizamos los valores maximos y minimos absolutos de una funcion 
definida en un intervalo cerrado y acotado [a, b\. Consideremos ahora los valores 
extremos de las funciones definidas en dominios mas generates, incluyendo intervalos 
abiertos o no acotados, asi como intervalos cerrados y acotados. 

Recuerde que si c es un punto del dominio D de la funcion/tal que f{c) ^ /(x) 
para toda x en Z), entonces/( c) es el valor maximo absoluto de f{x) en D. 
Si f{c) s/( x) para toda x en Z), entonces/(c) es el valor minimo absoluto de 
/(x) en D. Si el dominio de definition de/es claro (como cuando/esta definida 
en toda la recta real) podemos decir simplemente que f(c) es el valor maximo 
(o minimo) absoluto de/(x). 

En este contexto, la palabra global se usa con frecuencia en vez de la palabra 
absoluto . La distincion entre los valores extremos globales y locales es importante. 
Recuerde de la seccion 3.5 que f(c) es un valor maximo local de/(x) si f{c) es 
el valor maximo global de/(x) en algun intervalo abierto que contenga a c; de 
manera analoga, un valor minimo local f{c) es un valor minimo global de/x) en 
algun intervalo abierto que contenga a c . La figura 4.4.1 muestra un ejemplo tipico 
de una funcion que no tiene un maximo ni un minimo globales. Pero cada uno de 
los dos extremos locales que se muestran ahi es un valor extremo global en un 
intervalo abierto suficientemente pequeno. 


Maximo 



Figura 4.4.1 Los extremos 
locales son extremos absolutos en 
intervalos suficientemente 
pequenos 


El teorema 2 de la seccion 3.5 nos dice que cualquier extremo de la funcion 
derivable fen un intervalo abierto I debe aparecer en un punto critico, donde la 
derivada se anule: 


rw=o. 


Pero el simple hecho de que/'(c) = 0 no imp lica, por si solo, que el valor critico 
/(c) sea un valor extremo de f. Las figuras 4.4.2 a 4.4.5 ilustran las diversas 
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Figura 4.4.3 La gr&fica 
de/(jc) = 4 - (x- l) 2 . El 
valor m&ximo local /(1) = 4 
es tambien el valor maximo 
global de/(x). 



-4 0 4 


x 

Figura 4.4.4 La grafica 
de f(x) = x 3 - 3x 2 - 9x. Es 
claro que el valor minimo 
local/(3)= -27 noesel 
valor minimo global. De 
manera analoga, el valor 
maximo local/(-l) = 5 no 
es el valor maximo global 



-2 0 2 


x 

Figura 4.4.5 La grafica 
de/(x) =x 3 + 2. El valor 
critico/(0) = 2 no es un 
valor extremo global ni 
local de/(x) 
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Figura 4.4.6 El criterio 

de la primera derivada posibilidades para/(c); si es un valor maximo o minimo local o global, o ninguno 

de estos casos. 

Lo que necesitamos es un criterio para decidir si, en el punto critico x = c, el 
valor/(c) es realmente un valor maximo o minimo de/(x), ya sea local o global. 
La figura 4.4.6 muestra como desarrollar este criterio. Suponga que la funcion/ 
es continua en c y que c es un punto interior del dominio de/; es decir,/esta 
definida en cierto intervalo abierto que contiene a c. Si/es decreciente inmedia- 
tamente a la izquierda de c y creciente inmediatamente a la derecha de c, entonces 
/(c) debe ser un valor minimo local de f(x). Pero si/es creciente inmediatamente 
a la izquierda de c y decreciente inmediatamente a su derecha, entonces/(c) debe 
ser un maximo local. Si/es creciente a ambos lados o decreciente a ambos lados, 
entonces/(c) no es un valor maximo ni un valor minimo de fix). 

Ademas, sabemos por el corolario 3 de la section 4.3 que el signo de la 
derivada/'(x) determina los puntos donde/(x) es decreciente y los puntos donde 
es creciente: 


□ fix) es decreciente si f\x) < 0; 

□ f{x) es creciente si f\x ) > 0. 

En el siguiente criterio para extremos locales, decimos que 

□ fix) < 0 a la izquierda de c si f'(x) < 0 en algun intervalo (a, c) de numeros 
inmediatamente a la izquierda de c y que 

« ■ ( ' * * h 

A la izquierda A la derecha 
de c de c 

Figura 4.4.7 Los intervalos 
abiertos a la izquierda y a la 
derecha del punto c 


Teorema 1 El criterio de la primera derivada para extremos locales 
Suponga que la funcion/es continua en el intervalo / y que tambien es 
derivable ahi, excepto posiblemente en el punto interior c de /. 

1. Si f\x) < 0 a la izquierda de c y f\x) > 0 a la derecha de c, entonces 
/(c) es un valor minimo local de/(x) en I. 

2. Si/'(*) > 0 a la izquierda de c y f'(x) < 0 a la derecha de c, entonces 
/(c) es un valor maximo local de/(x) en I. 


□ f'(x) > 0 a la derecha de c si f\x) > 0 en algun intervalo ( c , b) de numeros 
inmediatamente a la derecha de c, 

etcetera (vease la figura 4.4.7). El teorema 1 nos dice como usar los signos de f\x) a 
la izquierda y a la derecha del punto c para determinar si f(x ) tiene un valor maximo 
local o un minimo local en x = c. 
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3. Si /'(*) > 0 a la izquierda y a la derecha de c\ o bien si f\x) < 0 a la 
izquierda y a la derecha de c, entonces/(c) no es un valor minirno ni 
maximo de/(x). 


/ dec / crec 

\ / 



/crec /dec 

/ \ 


c 

(b) 


/ dec / dec 

\ \ 


(C) 

Figura 4.4.8 Los tres casos en 
el criterio de la primera derivada 


comentario Entonces /(c) es un extremo local si la primera derivada/'(x) 
cambia designo cuando x pasa por c y la direccion del cambio de signo determina 
si f(c) es un maximo o un minirno local. Una buena forma de recordar el criterio 
de la primera derivada es visualizar la figura 4.4.6. 

Demostracion del teorema 1 Solo demostraremos la parte 1; las otras dos partes 
tienen demostraciones similares. Suponga que las hipotesis del teorema 1 son 
validas; que/es continua en el intervalo /, que c es un punto interior de / y que/ 
es derivable en /, excepto posiblemente en x = c. Suponga tambien que /'(x) < 0 
a la izquierda de c y /'(x) > 0 a la derecha de c. Entonces existen dos intervalos 
(a, c) y (c, b), cada uno totalmente contenido en /, tales que/'(x) < 0 en (a, c) 
yf(x) > 0 en (c, b). 

Suponga que x esta en (a, b). Entonces debemos considerar tres casos. El 
primero, si x < c, entonces x esta en (a, c) y/es decreciente en {a, c] , de modo que 
/(x) >f(c). El segundo, si x > c, entonces x esta en ( c, b) y/es creciente en [c, b), 
por lo que nuevamente/(x) > /(c). Por ultimo, si x = c, entonces/(x) a/(c). Asi, 
para cada x en (a, b),f(x) a /(c). En consecuencia, por definition,/(c) es un 
valor minirno local de/(x). □ 

La idea de esta demostracion se ilustra en la figura 4.4.8. La parte (a) muestra 
a/decreciente a la izquierda de c y creciente a la derecha, por lo que debe existir 
un minirno local en x = c. La parte (b) muestra a/creciente a la izquierda de c y 
decreciente a la derecha, por lo que/(c) es un valor maximo local de/(x). En la 
parte (c), la derivada tiene el mismo signo a ambos lados de c, por lo que no existe 
un extremo de cualquier tipo en x = c. 

t 

observacion Las figuras 4.4.9 a 4.4.13 ilustra los casos en que se aplica el 
teorema 1, donde el intervalo / es la recta real completa R En las figuras 4.4.9 a 
4.4.11, el origen c = 0 es un punto critico pues/'(0) = 0. En las figuras 4.4.12 
a 4.4.13, c = 0 es un punto critico pues/'(0) no existe. 



Figura 4.4.9 /(/) = x 2 , 
f\x) = 2x: un minirno 
local en x = 0 


Figura 4.4.10 f(x) =-jc 2 , 
f\x) = — 2jc: un maximo 
local en x = 0 


Figura 4.4.11 /(x) = -x 3 , 
/'(x) =-3x 2 : no existe 
un extremo en x = 0 
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-1 -0.5 0 0.5 1 


x 

Figura 4.4.12 f(x)=x 2B ,f'(x) = 
} *~ 1/3 : un mlnimo local en a: = 0 



Figura 4.4.13 /(*) = x' n ,f'(x) = 
j x~ 2/3 \ no existe un extremo en x = 0 


CLASIFICACION DE PUNTOS CRITICOS 


Suponga que hemos encontrado los puntos crlticos de una ftmcion. Entonces, 
podemos intentar clasificarlos (como maximos locales, mlnimos locales, o ningu- 
no de estos casos) aplicando el criterio de la primera derivada a cada punto. El 
ejemplo 1 ilustra un procedimiento que puede ser util. 

EJEMPLO 1 Determine y clasifique los puntos criticos de la ftmcion 
/(*) = 2x 3 - 3* 2 - 36x + 7. 

Solution La derivada es 

f(x) = 6x 2 - 6x - 36 = 6(x + 2)(x - 3), (1) 

de modo que los puntos criticos [donde f'(x) = 0] son * = - 2 y * = 3. Estos dos 
puntos separan el eje x en los tres intervalos abiertos (-=», -2), (-2, 3) y (3, +oo). 
La derivada / '(x) no puede cambiar de signo dentro de cualquiera de estos 
intervalos. Una razon para esto es que el factor* + 2 de la ecuacion (1) cambia de 
signo solo en - 2, mientras que el factor x - 3 cambia de signo solo en 3 (figura 
4.4.14). Como en el ejemplo 7 de la seccion 4.3, ilustramos dos metodos para 
determinar los signos de/'(*) en los intervalos (-°o, -2), (-2, 3) y (3, +<»). 


Figura 4.4.14 Los signos de * + 2 
y*-3 (ejemplo 1) 


.V = -2 
,v + 2 < 0 

_| _ 


J_L 

,v-3<0 


x + 2 > 0 

J_I_l_ , . 1 

a - 3 > 0 

a = 3 


METODO l La segunda y tercer columnas de la siguiente tabla registran (de la 
figura 4.4.14) los signos de los factores * + 2y*-3dela ecuacion (1) en los tres 
intervalos enumerados en la primera columna. Los signos de/'(*) en la cuarta 
columna se obtienen entonces por multiplicacion. 


Intervalo 

JC + 2 

jc - 3 

fix) 

(-00, -2) 

Neg. 

Neg. 

Pos. 

(-2, 3) 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

(3, +oo) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 
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80 - . 

- y = f(x) 



-4 -2 0 2 4 


x 

Figure 4.4.16 y = f(x) 
(ejemplo 1) 


Seccion 4.4 / El criterio de la primen 


/'(*)> 0 

fix) < 0 

f\x)> 0 


_ _JL_ l_ —_3_L 

l 

/ creciente 

/ decreciente 

1 / creciente 


x = -2 x = 3 

Figure 4.4.15 Lostres 
intervalos del ejemplo 1 


METODO 2 Como la derivada f'(x) no cambia signo dentro de cualquiera de los 
tres intervalos, solo necesitamos calcular su valor en un punto de cada intervalo: 

En (--00,-2): /'(- 3)= 36 >0; positivo; 

En (-2, 3): /'(0) = - 36 < 0; negativo; 

En (3, +oo); /'(4) = 36 > 0; positivo. 


La figure 4.4.15 resume nuestra informacion acerca de los signos de /'(a). 
Como /'(a) es positiva a la izquierda y negctiva a la derecha del punto critico 
a- = - 2, el criterio de la primera derivada implica que/(- 2) = 51 es un valor 
maximo local. Como f'(x ) es negativa a la izquierda y positiva a la derecha de a 
= 3, se sigue que/(3) = - 74 es un valor minimo local. La grafica de y =f (a) de 
la figure 4.4.16 confirma esta clasificacion de los puntos criticos -2 y 3. 


PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS 
EN INTERVALOS ABIERTOS 

En la seccion 3.6 analizamos problemas de aplicacion de maximos y minimos 
donde los valores de la variable dependiente estan dados mediante una funcion 
definida en un intervalo cerrado y acotado. Sin embargo, a veces la funcion/que 
describe a la variable por maximizar esta definida en un intervalo abierto {a, b\ 
posiblemente no acotado , como (1, +°o) o (-®o, +oo) y no podemos “cerrar” el 
intervalo agregandole los extremos. Por lo general, la razon es que | /(a) | —> oo 
cuando a tiende aaoab. Pero si/tiene un unico punto critico en (a, b\ entonces 
el criterio de la primera derivada nos dice que/(c) es el extremo deseado e incluso 
puede determinar si es un valor maximo o minimo de/ (a). 


EJEMPLO 2 Determinar el valor minimo (absoluto) de 

4 

f(x) = x + - para 0 < a < +oo. 
Soiucion La derivada es 


/'(*) 

Las raices de la ecuacion 



fix) 



= 0 


( 2 ) 


son a — — 2 y a — 2. Pero a = - 2 no esta en el intervalo abierto (0, +oo), por lo que 
solo debemos considerar al punto critico a = 2. 


derivada 


213 






















y 



De la ecuacion (2) vemos inmediatamente que 

□ f'{x) < 0 a la izquierda de x = 2 (pues x 2 < 4 ahi), mientras que 

□ f'( x ) > 0 a la derecha de x = 2 (pues x 2 > 4 ahi). 

Por tanto, el criterio de la primera derivada implica que f(2) - 4 es un valor minimo 
local. Tambien observamos que f(x) —> +°o cuando x —> 0 + o x —>+°o. En 
consecuencia, la grafica de/se parece a la figura 4.4.17, y vemos que/(2) = 4 es 
el valor minimo absoluto de f(x) en todo el intervalo (0, +°°). 


! EJEMPLO 3 Debemos fabricar una lata cilindrica con un volumen de 125 

-£- x pulgadas cubicas (cerca de dos litros) cortando la tapa y el fondo de piezas 

cuadradas de metal y formando su lado curvo al doblar una hoja rectangular de 
Figura 4.4.17 La grafica de la metal que coincida con los extremos. ^Que radio r y altura h de la lata minimizaran 

fiincion del ejemplo 2 e l costo tota j material necesario para el rectangulo y los dos cuadrados? 


Solution Suponemos que las esquinas que se cortan de los dos cuadrados, que 
se muestran en la figura 4.4.18, se desperdician pero que no hay otro desperdicio. 
Como muestra la figura, el area de la cantidad total de hoja metalica necesaria es 


-- 2m- - 

T 




Lado 

h 

Attr jf 





A = 8r 2 + 2irrh . 

El volumen de la lata resultante es 

V = irr 2 h = 125, 

de modo que h = ^/(/zr 2 ). Por tanto, A esta dada como funcion de r por 

A(r) = 8r 2 + 2irr ■ = 8r 2 + 0 < r < +°°. 

irr r 



Figura 4.4.18 Las partes para 
formar la lata cilindrica del 
ejemplo 3 


El dominio de^ es el intervalo abierto no acotado (0, +<*>), pues r puede tener 
cualquier valor positivo, de modo que A(r) esta definida para cada numero r en 
(0, +oo). Pero A(r) -> +oo cuando r -> 0 + y cuando r -> +°o . Asi, no podemos 
■usar el metodo del maximo y el minimo en un intervalo cerrado. Pero si podemos 
'usar el criterio de la primera derivada. 

La derivada de A(r) es 


dA 


250 


= 16 r - — 
dr r 




Asi, el unico punto critico en (0, +oo) esta donde r 3 = ~r; es decir, 


(3) 


r = 



2.5. 


De la ecuacion (3) vemos inmediatamente que 



□ dAJdr < 0 a la izquierda de r - f, pues r 3 < ahi, mientras que 

□ dAJdr > 0 a la derecha, donde r 3 > x ■ 

Por tanto, el criterio de la primera derivada implica que un valor minimo local de 
A(r) en (0, +°o) es 

A(2.5) = 8 • (2.5) 2 + = 150. 


Figura 4.4.19 La grafica de la Considerando que A(r) -> +°° cuando x -» 0 + y cuando x -» +°o, vemos que la 

funcion del ejemplo 3 grafica de A(r) en (0, +°o) se ve como la figura 4.4.19. Esto reafirma el hecho de 
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Figura 4.4.20 Cargando una 
varilla a] doblar una esquina 
(ejemplo 4) 



Figura 4.4.21 y = tan* 
(ejemplo 4) 



0.90 k 6 

2 


Figura 4.4.22 La grafica de L(9) 
(ejemplo 4) 


que >4(2.5) = 150 es el valor minimo absoluto de A(r). Por tanto, minimizamos la 
cantidad de material necesario para fabricar una lata con radio r =2.5 pulgadas y altura 


h = 


125 

7t(2.5) 2 



7 T 


(pulg). 


La cantidad total de material utilizado es 150 pulgadas cuadradas. 


EJEMPLO 4 Determine la longitud de la varilla mas larga que se puede cargar 
horizontalmente dando la vuelta a la esquina de un pasillo de 2 metros de ancho 
hacia otro con un ancho de 4 metros. 


Solucidn La longitud deseada es la longitud minima L - L { + L 2 de la varilla 
cargada al doblar la esquina de la figura 4.4.20. Los triangulos semejantes de la 
figura implican que 

4 „ 2 

— = sen 9 y — = cos 9 , 

L i L 2 

de modo que 

L x = 4 esc 9 y L 2 = 2 sec 9. 

Por consiguiente, la longitud L = L } + L 2 de la varilla esta dada como una funcion 
de 9 por 

L(6) = 4 esc 0 + 2 sec 6 

en el intervalo abierto (0, nil). Observe que Z, —> +oo cuando 0—> 0 + o 9—> {nl2)~. 
(^Por que?) 

La derivada de L{9) es 

dL 

— = -4 esc 6 cot 6 + 2 sec 6 tan 6 
dd 

4 cos 9 2 sen 0 _ 2 sen 3 9 - 4 cos 3 9 

sen 2 9 cos 2 9 sen 2 9 cos 2 9 

(2 cos 0)(tan 3 9-2 ) 
sen 9 

Por tanto, dUdd= 0 exactamente cuando 

tan 9 = ^^2, de modo que 9 ~ 0.90 (rad). 

Ahora, vemos de la ecuacion (4) y de la grafica de la funcion tangente (figura 
4.4.21) que 

□ dL/dd < 0 a la izquierda de 9= 0.90, donde tan 9< "\T2, de modo que tan 3 9 < 2, y 

□ dLJd9 > 0 a la derecha, donde tan 3 9 > 2. 


En consecuencia, la grafica de L se parece a la figura 4.4.22. Esto significa que el 
valor minimo absoluto de L (y por tanto, la longitud maxima de la varilla en 
cuestion) es 

L(0.90) = 4 csc(0.90) + 2 sec(0.90), 
o aproximadamente 8.32 metros. 
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El metodo que usamos en los ejemplos 2 a 4 para establecer los extremos 
absolutos ilustra la siguiente version global del criterio de la primera derivada. 

Teorema 2 El criterio de la primera derivada para extremos globales 
Suponga que/esta definida en un intervalo abierto /, acotado o no, y que 
/es derivable en todo punto de /, excepto posiblemente en el punto critico 
c donde/es continua. 

1. Si f\x) < 0 para toda x en / tal que x <c y f'{x ) > 0 para toda x en l 
tal que x > c, entonces f(c) es el valor minimo absoluto de f (x) en /. 

2. Si f\x) > 0 para toda x en / tal que x <c y f'(x) < 0 para toda x en I, 
tal que x > c, entonces f(c) es el valor maximo absoluto de/(x) en /. 

La demostracion de este teorema es esencialmente la misma que la del teorema 1. 

OBSERVACi6n Cuando la funcion /(x) solo tieneun punto critico cenun intervalo 
abierto, podemos aplicar el teorema 2 para saber si f(c) es el minimo absoluto o si es 
el maximo absoluto de f(x) en /. Pero siempre es una buena practica verificar sus 
conclusiones trazando la grafica, como lo hicimos en los ejemplos 2 a 4. 


4.4 Problemas m 

Aplique el criterio de la primera derivada para clasificar 
cada uno de los puntos criiicos de las funciones en los 
problemas l a 16 (local o global, maximo o minimo, o que no 
sea extreme). Si tiene una calculadoragrafica o una computa- 
dora , trace y =f(x) para ver si la apariencia de la grafica 
coincide con su clasificacion de los puntos criticos. 

1. f(x) = X 1 - 4* + 5 2. f(x) = 6* - * 2 

3 . f(x) = * 3 - 3* 2 + 5 4 . f(x) = * 3 - 3* + 5 

5 . f(x) ~ x 3 - 3x 2 + 3* + 5 

6 . f(x) — 2x 3 + 3 jc 2 - 36 jc + 17 

7 . f(x) = 10 + 60 jc + 9x 2 - 2x 3 

8 . f(x) = 21 - x 3 9 . f(x) = x 4 - 2x 2 

10 . f(x) = 3 jc 5 - 5x 3 11. f(x) = x + - 

X 

12 . f(x) = ^ + - 13 . fix) = x 2 + - 

X x 

14 . fix) = X 2 + * 15. fix) = 3 - x 2/3 

16 . f(x) = 4 + jc 1/3 

En los problemas 17 a 26, determine y clasifique los puntos 
criticos de las funciones dadas en el intervalo abierto indica- 
do. Tal vez le sea util construir una tabla de signos, como en 
el ejemplo 1. 


17. /(*) = sen 2 *; (0, 3) 

18. /(*) = cos 2 *; (-1,3) 

19. f(x) = sen 3 *; (-3, 3) 

20. /(*) = cos 4 *; (0, 4) 

21. f(x) = tan 2 *; (-1,1) 

22. /(*) = tan 3 *; (-1, 1) 

23. /(*) =sen* - * cos*; (-5, 5) 

24. /(*) = cos* + *sen*; (-3, 3) 

25. f(x) = 2 tan* - tan 2 *; (0, 1) 

26. /(*) = (1 - 2 sen*) 2 ; (0, 2) 

En los problemas 27 a 50, los cuales son problemas de 
aplicacion de maximosy minimos , use el criterio de la prime¬ 
ra derivada para verificar sus respuestas. 

27. Determine dos numeros reales cuya diferencia sea 20 y 
su producto el minimo posible. 

28. Una larga hoja rectangular de metal servira para hacer un 
canal para desagiie del agua de lluvia, doblando dos extremos 
en Angulos rectos hacia la banda central restante (figura 
4.4.23). La seccion transversal rectangular del canal debe 
tener un area de 18 pulgadas cuadradas. Determine el minimo 
ancho posible de la banda. 


Figura 4.4.23 La seccion 
transversal rectangular del 
problema 28 
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29. Determine el punto (jc, y) de la recta 2x +y =3 mas cercano 
al punto (3, 2). 

30. Usted debe construir una caja rectangular cerrada con 
volumen 576 pulgadas cubicas y cuyo fondo sea el doble de 
largo que de ancho (figura 4.4.24). Determine las dimensiones 
de la caja que minimizaran el area total de su superficie. 



Figura 4.4.24 La caja del problema 30 

31. Repita el problema 30, pero use una caja sin tapa con un 
volumen de 972 pulgadas cubicas. 

32. Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen 
de 125 pulgadas cubicas. ^Que dimensiones minimizaran la 
cantidad total de material utilizado al hacer el recipiente 
(figura 4.4.25)7 Desprecie el espesor del material y el posible 
desperdicio. 



Figura 4.4.25 El cilindro de los problemas 32, 33,38 y 39 

33. Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen 
de 250 cm 3 (figura 4.4.25). El material del fondo del recipiente 
cuesta 4 centavos el centimetro cuadrado; el del lado cur- 
vo cuesta 2 centavos el centimetro cuadrado. ^Que dimensio¬ 
nes minimizaran el costo total del recipiente? 

34. Determine el punto (jc, y) de la parabola y = 4 -x 2 que 
este mas cerca del punto (3, 4). [ Sugerencia : La ecuacion 
cubica que obtendra tien$ un entero pequeno como una de sus 
raices. Sugerencia : Minimice el cuadrado de la distancia.] 

35. Muestre que el rectangulo con area 100 y perimetro 
minimo es un cuadrado. 

36. Muestre que el solido rectangular con base cuadrada, 
volumen 1000 y que minimiza el area total de la superficie es 
un cubo. 

37. Una caja con base cuadrada y sin tapa debe tener un 
volumen de 6.25 pulgadas cubicas. Desprecie el espesor del 
material utilizado para crear la caja, y determine las dimen¬ 
siones que minimizaran la cantidad de material utilizado. 

38. Usted necesita una lata de aluminio con la forma de un 
cilindro circular recto de volumen 16/r cm 3 (figura 4.4.25). 


^Que radio r y altura h minimizarian el area total de su 
superficie (incluyendo el fondo y la tapa)? 

39. El metal utilizado para formar la tapa y el fondo de una 
lata cilindrica (figura 4.4.25) cuesta 4 centavos por pulgada 
cuadrada; el metal utilizado para el lado cuesta 2 centavos la 
pulgada cuadrada, El volumen de la lata debe ser exactamente 
100 pulgadas cubicas. ^Que dimensiones de la lata minimizan 
su costo total? 

40. Cada pagina de un libro contiene 30 pulgadas cuadradas 
de impresion, y cada pagina debe tener un margen de dos 
pulgadas en la parte superior e inferior y margenes de una pul¬ 
gada a cada lado. ^Cual es el area minima posible en dicha 
pagina? 

41. ^Cual(es) punto(s) de la curva y=x 2 estan m£s cerca del 
punto (0, 2)? [ Sugerencia : El cuadrado de una distancia se 
minimiza exactamente cuando la misma distancia se mi¬ 
nimiza.] 

42. ^Cual es la longitud del segmento de recta mas corto 
completamente contenido en el primer cuadrante, con extre- 
mos en los ejes de coordenadas y tangente a la grafica de 
y = 1/jc? 

43. Un rectangulo tiene area 64 cm 2 . Se desea trazar una linea 
recta de una esquina del rectangulo al punto medio de uno de 
los dos lados mas distantes. ^Cual es la longitud minima 
posible de dicha recta? 

44. Una lata de aceite debe tener un volumen de 1000 pulga¬ 
das cubicas y la forma de un cilindro con fondo piano pero 
cubierto por una semiesfera (figura 4.4.26). Desprecie el 
espesor del material de la lata y determine las dimensiones 
que minimizaran la cantidad de material necesario para fabri- 
carla. 

A = 2 nr 2 



Figura 4.4.26 La lata de aceite del problema 44 

45. Determine la longitud L de la varilla m£s larga que puede 
pasar horizontalmente una esquina en un corredor de 2 metros 
de ancho, hacia otro de 4 metros de ancho. Hagalo minimi- 
zando la longitud de la varilla de la figura 4.4.27, minimizan- 
do el cuadrado de esa longitud como funcion de jc. 



Figura 4.4.27 Cargando una varilla al doblar la esquina 
(problema 45) 
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46. Determine la longitud de la escalera mas corta que llega 
desde el piso, sobre un muro de 8 pies de altura, hasta una pared 
de un edificio, a un pie de distancia del muro. Es decir, minimice 
la longitud L=L y +L 2 que aparece en la figura 4.4.28. 



Figura 4.4.28 La escalera del problema 46 


el volumen de la esfera. [Sugerencia: Use los dos tri£ngulos 
rectangulos en la figura 4.4.29 para mostrar que el volumen 
de la piramide es 


V = V(y) 


4 a 2 y 2 
3(;y - 2a)' 


Esto se puede hacer facilmente con la ayuda del angulo 0 y 
sin la formula para tan(0/2).] No olvide determinar el domi- 
nio de V(y). 

48. Dos ruidosas discotecas, una de ellas cuatro veces mas 
ruidosa que la otra, estan situadas en lados opuestos de una 
calle de 1000 pies de largo. ^Cual es el punto mas tranquilo 
de la calle entre las dos discotecas? La intensidad del ruido 
en un punto a cierta distancia de la fuente es proporcional al 
ruido e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
a la fuente. 

49. Suponga que desea fabricar una tienda de campana con 
un volumen fijo V con la forma de una piramide con base 
cuadrada y lados congruentes (figura 4.4.30). ^Cual altura y 
y lado 2 jc minimizarian el area total de su superficie (inclu- 
yendo el piso)? 



Figura 4.4.29 La section transversal por el centro de la 
esfera y la piramide del problema 47 

47. Una esfera con radio fijo a esta inscrita en una piramide 
con base cuadrada, de modo que la esfera toca la base de la 
piramide y a cada uno de sus cuatro lados. Muestre que el 
volumen minimo posible de la piramide es 8//r veces 


* 

, \ 



Figura 4.4.30 La tienda del problema 49 

50. Suponga que la distancia del edificio a la pared del 
problema 46 es a y que la altura de la pared es b. Muestre que 
la longitud minima de la escalera es 

Z^n = (,^ 2/3 + 


4.4 Proyecto 



Figura 4.4.31 Una caja con 
base cuadrada 


Los problemas en este proyecto requieren el uso de una calculadora grafica o una 
computadora con una utileria de graficacion. 

La figura 4.4.31 muestra una caja rectangular con base cuadrada. Suponga que 
su volumen V=x 2 y debe ser 1000 pulgadas cubicas. Queremos fabricar esta caja con 
un costo minimo. Cada una de las seis caras cuesta a centavos por pulgada cuadrada 
y el pegado de cada una de las 12 aristas cuesta b centavos por pulgada. 


1. Muestre primero que el costo total C esta dado como una funcion de x mediante 


C(jc) = lax 2 + 8 bx + 


4000a 


4000 b 

'i 


(5) 
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2. Suponga que a = b= 1. Determine las dimensiones de la caja de costo minirno 
haciendo una aproximacion a la solucion adecuada de C(x) = 0. 

3. Repita el problema 2, con ay b como los ultimos dos digitos distintos de cero 
en su clave de alumno. 

4. Despues de hacer los problemas 2 y 3, le parecera que algo huele mal. <,Es 
posible que la forma de la caja optima no dependa de los valores de a y bl Muestre 
que la ecuacion C{x) = 0 conduce a la ecuacion de cuarto grado 

ax A + 2 bx 3 — lOOOax — 2000 b = 0. (6) 

Despeje x de esta ecuacion usando un sistema de algebra simbolica, como Derive , 
Maple o Mathematica , si puede utilizar alguno de estos. En caso contrario, podra 
resolver la ecuacion (6) a mano; si comienza factorizando x 3 de los dos primeros 
terminos y 1000 de los ultimos dos. 

5. Suponga que el fondo y la tapa de la caja de la figura 4.4.31 cuestan p centavos 
por pulgada cuadrada y que los cuatro lados cuestan q centavos por pulgada 
cuadrada (las 12 aristas siguen costando b centavos por pulgada). Por ejemplo, 
sean p, q y b los ultimos tres digitos distintos de cero en su clave de alumno. 
Determine entonces graficamente las dimensiones de la caja con volumen 1000 
pulgadas cubicas y costo minimo. 


4.5 

Graficacion sencilla 
de curvas 


Podemos construir una grafica con una precision razonable de la funcion polino- 
mial 


f(x) = a n x n + a n ~ ijc" 1 + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a\X + ao (1) 

reuniendo la siguiente informacion. 

1. Los puntos criticos de/; es decir, los puntos de la grafica donde la recta 
tangente es horizontal, de modo que f'(x) = 0. 

2. El comportamiento creciente/decreciente de /; es decir, los intervalos en 
donde/es creciente y aquellos donde/es decreciente. 

3. El comportamiento de/“en” infinito (es decir, el comportamiento de f(x) 
cuando x —> +oo y cuando x —> 


La misma informacion es con ffecuencia la clave para comprender la estructura 
de una grafica que ha sido graficada mediante una calculadora o una computadora. 
Para realizar la tarea del punto 3, escribimos/(x) en la forma 


r/ \ n [ , Q n~\ . 

f{x) = x"[a n + — 


Asi, concluimos que el comportamiento de/(x) cuando x —> ± oo es casi el mismo 
que el de su termino principal apf, pues todos los terminos que tienen potencias 
de x en el denominador tienden a cero cuando x —> ± . En particular, si a n > 0, 
entonces 


lim/(x) = +oo, (2) 

jr—>«> 


lo que significa que/(x) aumenta sin limite cuando x —> Ademas, 


lim /(x) = 



si n es par; 
si n es impar. 


(3) 


Si a„ < 0, solo invierta los signos de los lados derechos en las ecuaciones (2) y (3). 
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Todo polinomio, como/ (x) en la ecuacion (1), es derivable en todo punto. 
Asi, los puntos criticos de/(x) son las raices de la ecuacion polinomial /'(x) = 0; 
es decir, soluciones de 


X )i )i —x-x 


c, c 2 


c k-\ c k 


Figura 4.5.1 Las raices de f'(x) 
separan el ejex en intervalo 
donde f'(x) no cambia de signo 


na„x"-' + (n - 1 )a„-,x"" 2 + • • • + 2 a 2 x + a, = 0. (4) 

A veces podemos determinartodas las soluciones (reales) de tal ecuacion mediante 
factorizacion, pero otras veces debemos recurrir a metodos numericos con el apoyo 
de una calculadora o una computadora. 

Pero supongamos que hemos determinado de alguna forma todas las solucio¬ 
nes (reales) c h c 2) . . . , c k de la ecuacion (4). Entonces, estas soluciones son los 
puntos criticos de/ Si losordenamos en forma creciente, como en la figura 4.5.1, 
estos dividen el ejex en el numero finito de intervalos abiertos 

(- 00 , ci), (c b c 2 ), (c 2 , c 3 ), . . . , (c*-i, c k ), ( c k , + 00 ) 


que tambien aparecen en la figura. La propiedad del valor intermedio aplicada 
a f\x) nos dice que f\x) solo puede cambiar de signo en los puntos criticos de/ 
por lo que/'(*) solo tiene un signo en cada uno de estos intervalos abiertos. Es 
tipico que f\x) sea negativa en algunos intervalos y positiva en otros. Ademas, es 
mas facil determinar el signo de f\x) en cualquiera de estos intervalos /: solo 
necesitamos sustituir cualquier numero conveniente de / en/'(x). 

Una vez que conocemos el signo de f\x) en cada uno de estos intervalos, 
sabemos donde es creciente / y donde es decreciente. Aplicamos entonces el 
criterio de la primera derivada para determinar cuales de los valores criticos son 
maximos locales, cuales son minimos locales y cuales no son ni unos ni otros 
(puntos donde la recta tangente es horizontal). Con esta informacion, el conoci- 
miento del comportamiento de/cuando x —> ±<*> y el hecho de que/sea continua, 
podemos trazar su grafica. Localizamos los puntos criticos (c h /(c,)) y los unimos 
mediante una curva suave que sea consistente con nuestros demas datos. 

Tambien puede ser util localizar la interseccion con el ej ey (0,/(0)) y las 
intersecciones con el eje x que sean faciles de determinar. Pero le recomendamos 
(hasta ver los puntos de inflexion que presentamos en la seccion 4.6) que solo 
localice estos puntos (puntos criticos e intersecciones con los ejes) y se base en el 
comportamiento creciente y decreciente de/ 


EJEMPLO 1 Trace la grafica de/(x) = x 3 - 21 x. 


Solution Como el termino principal es x 3 , vemos que 

lim f(x) = + 00 y lim f(x) = 


Ademas, como 


f(x) = 3x 2 - 27 = 3(x + 3)U - 3), 


(5) 


vemos que los puntos criticos donde f\x) = 0 son x = -3 y x - 3. Los puntos 
correspondientes sobre la grafica de/son (-3, 54) y (3, -54). Los puntos criticos 
separan al ejex en los tres intervalos abiertos (-<*>, -3), (-3, 3) y (3, +©o) (figura 


rer)>0 

f\x)< 0 

f\x) > 0 

_ • 

• 


, 

f{x) creciente 

■ 

f{x) decreciente 1 

f{x) creciente 


/(-3) = 54 /(3) = -54 

Figura 4.5.2 Los tres intervalos abiertos del ejemplo 1 
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Figura 4.5.3 Grafica de la 
funcion del ejemplo 1 



4.5.2). Para determinar el comportamiento creciente o decreciente de / en estos 
intervalos, sustituimos un numero de cada intervalo en la derivada de la ecuacion (5): 

En (- 00 , -3): /'(-4) = (3)(—1)(—7) = 21 > 0; /es creciente; 

En (-3, 3): /'(0) = (3)(3)(—3) = -27 < 0; /es decreciente; 

En (3, +oo): /'(4) = (3)(7)(1) = +21 > 0; /es creciente. 

Localizamos los puntos criticos y las intersecciones con los ejes (0, 0), (3~T3, 0) 
y (-3^3, 0). Utilizamos despues la information del comportamiento creciente o 
decreciente de/para unirlos mediante una curva suave. Recordemos que existen 
tangentes horizontales en los dos puntos criticos para obtener la grafica que se 
muestra en la figura 4.5.3. 

En la figura usamos los signos mas y menos para indicar el signo de f'(x) en 
cada intervalo. Esto permite ver claramente que (-3, 54) es un maximo local y que 
(3, -54) es un minimo local. Los limites que determinamos al principio muestran 
que ninguno de ellos es global. 

EJEMPLO 2 Trace la grafica de/(x) = 8x 5 - 5x 4 -2Qx*. 

Solution Como 

f'(x) = 40x 4 — 20x 3 — 60x 2 = 20x 2 (x + \)(2x — 3), (6) 

lospuntocriticosdonde f{x) = 0 sonjc = -l,jc = 0yjc = 2 . Estos tres puntos criticos 
separan el ejex en los cuatro intervalos abiertos que se muestran en la figura 4.5.4. 
Esta vez, vamos a determinar el comportamiento creciente o decreciente de / 

A’ = 1 A' = 0 = 

fix) > 0 f\x) < 0 f(x) < 0 f\x) > 0 

f(x) creciente f{x) decreciente f{x) decreciente f{x) creciente 

/H) = 7 /(0) = 0 /(|) - -32.06 

Figura 4.5.4 Los cuatro 
intervalos abiertos del ejemplo 2 
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Figura 4.5.5 La grafica de la 
funcion del ejemplo 2 



registrando los signos de los factores en la ecuacion (6) en cada uno de los 
subintervalos que se muestran en la figura 4.5.4. De esta forma, obtenemos la 
siguiente tabla: 


Intervalo 

x + 1 

20* 2 

2x — 3 

fix) 

/ 

(-°°. -i) 

Neg. 

Pos. 

Neg. 

Pos. 

Creciente 

(-1.0) 

Pos. 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Decreciente 

(0, i) 

Pos. 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Decreciente 

(i, +») 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Creciente 


Los puntos de la grafica que corresponden a los puntos criticos son (-1,7), 
(0, 0)y (1.5, -32.0625). 

Escribimos f(x) en la forma 

f(x) = x\Sx 2 — 5x — 20) 

para usar la formula cuadratica y determinar las intersecciones con el eje x; estas 
son (-1.30, 0), (1.92, 0) (las abscisas solo son aproximaciones) y el origen (0, 0). 
Este ultimo es tambien la interseccion con el ejey. Aplicamos el criterio de la 
primera derivada para el comportamiento creciente o decreciente que se muestra 
en la tabla. Se sigue que (-1,7) es un maximo local (1.5, -32.0625) es un minirno 
local y (0, 0) no es maximo ni minirno. La grafica se parece a la que se muestra 
en la figura 4.5.5. 


En el ejemplo 3, la funcion no es un polinomio. Sin embargo, los metodos de 
esta seccion son suficientes para obtener la grafica. 
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Figura 4.5.6 Los cuatro 
intervalos abiertos del ejemplo 3 


EJEMPLO 3 Trace la grafica de 

f(x) = x 2/3 (x 2 — 2x — 6) = x m - 2 x 5/3 - 6x 2/3 . 
Solucidn La derivada de/es 


fix) = |x 5/3 - y* 2/3 - yx- 1/3 = ^x~ l/3 (4x 2 - 5* - 6) 

_ 2(4* + 3)(jc - 2) 

3x 1/3 


( 7 ) 


La recta tangente es horizontal en los dos puntos criticos x~-\yx = 2 y donde el 
numerador de la ultima fraction de la ecuacion (7) se anula (y el denominador no). 
Ademas, debidoa la presenciadel termino;c 1/3 enel denominador, | f'(x) \ — 
cuando* —> 0. Asi,* = 0 (un punto critico pues/no es derivable en el) es un punto 
donde la recta tangente es vertical. Estos tres puntos criticos separan al eje * en 
los cuatro intervalos abiertos que se muestran en la figura 4.5.6. Deterrninamos el 
comportamiento creciente o decreciente de / sustituyendo un numero de cada 
intervalo en la ecuacion (7). 


jr = 0 x-2 


f'(x)< 0 

f{x) > 0 

f(x) < 0 

fix') > 0 







; 


fix) decreciente 

m 

creciente 

fix) decreciente 

fix) creciente 


/(-^)«-3.25 /(0) = 0 /(2) » -9.52 


En (-oo, — |): 

/'(-l) 

En (-1,0): 


En (0, 2): 

/'(l) 

En (2, +oo): 

/'(3) 


2-(-IK-3) 
3 (-1) 

2 •(+!)(-!) 
3-(-i) I/3 
2 • (+7)(- 1) 
3 ■(+!) 


< 0 ; 


> 0 ; 


< 0; 


2 - (+15)(+1) _ 

3 • (+3) 1/3 U 


/es decreciente; 
/es creciente; 

/es decreciente; 
/es creciente. 


Los tres puntos criticos jc = - j, jc = 0, y x = 2 dan los puntos (-0.75, -3.25), 
(0, 0) y (2, -9.52) sobre la grafica (usando aproximaciones en los casos adecua- 
dos). 

El criterio de la primera derivada nos muestra ahora minimos locales en 
(-0.75, -3.25) y (2, -9.52), asi como un maximo local en (0, 0). Aunque/'(0)no 
existe,/es continua en x = 0, por lo que es continua en todo punto. 

Usamos la formula cuadratica para determinar las intersecciones con el eje x. 
Ademas del origen, estos aparecen cuando x 1 - 2x - 6 = 0, por lo que estan 
localizados en (1 - V"T, 0) y en (1 + V"/ 0). Despues localizamos las aproxima¬ 
ciones (-1.65, 0) y (3.65, 0). Por ultimo, observamos que f(x) —> +°o cuando x —> 
± oo. Asi, la grafica tiene la forma que se muestra en la figura 4.5.7. 
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Figura 4.5.7 La tecnica es 
eficaz para las funciones no 
polinomiales, como en el 
ejemplo 3 



x 


Figura 4.5.8 

y = x 3 - 3x + 1 



x 


Figura 4.5.9 

y = : t 3 - 3 jc + 2 



x 


Figura 4.5.10 

y = x*-3x +3 



TRAZO DE CURVAS Y SOLUCION DE ECUACIONES 


Una aplicacion importante de las tecnicas para el trazo de curvas es la solucion de 
una ecuacion de la forma 


/(*) = 0 . 


( 8 ) 


Las soluciones reales (en contraposition a las soluciones complejas) de esta 
ecuacion son simplemente las intersecciones de la grafica dey=f(x) con el ejex. 
Por tanto, al trazar esta grafica con una precision razonable (ya sea “a mano” o 
con una calculadora o una computadora) podemos extraer la information acerca 
del numero de soluciones reales de la ecuacion (8) asi como de su position 
aproximada. 

Por ejemplo, las figuras 4.5.8 a 4,5.10 que aparecen en el lado izquierdo 
muestran las graficas de los polinomios cubicos de las ecuaciones 


* 3 - 3* + 1 = 0, (9) 

x 3 - 3* + 2 = 0, (10) 

x 3 - 3x + 3 = 0. (11) 


Observe que los polinomios solo difieren en sus terminos constantes. 

Es evidente en la figura 4.5.8 que la ecuacion (9) tiene tres soluciones reales, 
una en cada uno de los intervalos [-2, -1], [0, 1] y [1, 2], Estas soluciones se 
podrian aproximar graficamente mediante una aproximacion sucesiva o de manera 
analitica mediante el metodo de Newton. (Incluso existen formulas, las formulas 
de Cardan , para obtener la solucion exacta de una ecuacion cubica arbitraria, pero 
son muy complicadas y rara vez se utilizan.) 

En la figura 4.5.9 se aprecia que la ecuacion (10) tiene dos soluciones reales, 
x = 1 y x = -2, Una vez que verificamos que x = 1 es una solucion, el teorema del 
factor de algebra implica que x - 1 es un factor de x 3 - 3x + 2, El otro factor se 
puede determinar mediante una division: 




x 2 _ + x - 2 

1 Jx 3 - 3x + 2 

x 3 ~ x 2 

x 2 - 3x 

x 2 - x 

-2x + 2 
— 2x + 2 
0 
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Asi, vemos que 

X 3 - 3x + 2 = (x - 1)(a 2 + * - 2) = (jc - 1) 2 (* + 2). 

En consecuencia, jc = 1 es una “raiz doble” y jc = - 2 es una “raiz simple” de la 
ecuacion (10), obteniendo entonces las tres soluciones que una ecuacion cubica 
“deberia tener”. 

En la figura 4.5.10 vemos que la ecuacion (11) solo tiene una solution real, 
dada aproximadamente por jc~ -2.1038. En el problema 45 le pedimos que divida 
jc 3 — 3jc + 3 entrejc + 2.1038 para obteneruna factorization de la forma 

JC 3 - 3jc + 3 - (jc + 2.1038)(jc 2 + bx + c). (12) 

La ecuacion cuadratica jc 2 + bx + c = 0 tiene dos soluciones complejas conjugadas, 
que son las otras dos soluciones de la ecuacion (11). 


4.5 Problemas 


En losproblemas 1 a 4, use el comportamiento “al infinito "para 
relacionar la funeion dada con su grafica en la figura 4.5.11. 

1. /(jc) = jc 3 - 5jc + 2 

2. /(jc) = jc 4 — 3jc 2 + jc — 2 

3. /(jc) = -±jc 5 - 3jc 2 + 3jc + 2 

4. /(jc) = --jjc 6 + 2jc 5 - 3jc 4 + ^jc + 5 



-4 -2 0 2 4 



-4 -2 0 2 4 

(c) x 



-4 -2 0 2 4 

(b) x 



(d) x 


Figura 4.5.11 Problemas 1 a 4 

En los problemas 5 a 38, determine los intervalos en 
donde la funeion f es creciente y aquellos donde es 
decreciente. Trace la grafica dey =f(x)y etiquete los 
maxim os y minimos locales. 


5. /(jc) = 3jc 2 - 6jc + 5 

6. /(jc) = 5 - 8jc - 2jc 2 

7. /(jc) = jc 3 - 12jc 


8 . /(jc) = 2jc 3 + 3jc 2 - 12jc 

9. /(jc) = jc 3 - 6jc 2 + 9jc 

10. /(jc) = jc 3 + 6jc 2 + 9jc 

11. /(jc) = jc 3 + 3jc 2 + 9jc 

12. /(jc) = jc 3 - 27jc 

13. /(jc) = (jc - 1) 2 (jc + 2) 2 

14. /(jc) = (jc - 2) 2 (2jc + 3) 2 

15. f{x) = 3VGc - xVx 

16. fix) = ;t 2/3 (5 - x) 

17. fix) = 3a: 5 - 5* 3 

18. fix) = a 4 + 4a 3 

19. fix) = a 4 - 8a 2 + 7 

20. fix) = \ 

21. fix) = 2a 2 - 3a - 9 

22. fix) = 6 — 5x — 6a 2 

23. fix) = 2x } + 3a 2 - 12a 

24. fix) = a 3 + 4a 

25. fix) = 50a 3 - 105a 2 + 72a 

26. fix) = a 3 - 3a 2 + 3a - 1 

27. fix) = 3a 4 - 4a 3 - 12a 2 + 8 

28. fix) = a 4 - 2a 2 + l 

29. fix) = 3x 5 - 20a 3 

30. fix) = 3x 5 — 25a 3 + 60a 

31. fix) = 2a 3 + 3a 2 + 6a 

32. fix) = a 4 - 4a 3 

33. fix) = 8a 4 — a 8 

34. fix) = 1 - a 1/3 

35. fix) = a i/3 (4 - a) 
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36. /(*) = x 2 *(x 2 - 16) 

37. fix) = x(x - 1) 2 ' 3 

38. f{x) = x l/3 (2 - x) 2 * 3 

En losproblemas 39 a 44, se dan los valores de la funcion 
f{x) en sus puntos criticos, junto con la grdfica y =/'(x) de 
su derivada. Use esta informacion para construir la grdfi¬ 
ca y —fix) de la funcion. 

39. /(—3) = 78,/(2) = -47; Fig. 4.5.12 

40. fi-2) = 106,/(4) = -110; Fig. 4.5.13 



Figura 4.5.16 y =f\x) Figura 4.5.17 y = f\x) 
del problema 43 del problema 44 



X 


Figura 4.5.12 y -f\x) 
del problema 39 



X 


Figura 4.5.13 y =/' (x) 
del problema 40 


41. /(—3) = -66,/(2) = 59; Fig. 4.5.14 

42. /(-3) = -130,/(0) = 5,/(l) = -2; Fig. 4.5.15 




Figura 4.5.14 y —f\x) Figura 4.5.15 y = /' (jc) 
del problema 41 del problema 42 


43. fi-2) = -107,/(l) - 82./(3) = 18; Fig. 4.5.16 

44. /(-3) = 5336,/(0) = 17,/(2) = 961,/(4) = -495; 
Fig. 4.5.17 


45. (a) Verifique la solucion aproximada jc = -2.1038 de la 
ecuacion (11). (b) Divida jc 3 - 3jc + 3 entre jc + 2.1038 para 
obtener la factorization de la ecuacion (12). (c) Use el cocien- 
te de la parte (b) para determinar (aproximadamente) la pareja 
de complejos conjugados de soluciones de la ecuacion (11). 

46. Explique por que las figuras 4.5.8 y 4.5.9 implican que la 
ecuacion cubica x 3 - 3jc + q - 0 tiene exactamente una solucion 
real si \q \ > 2 pero tiene tres soluciones reales distintas si 
I q I < 2. ^Que ocurre si q - - 22 

47. La grafica generada por computadora de la figura 4.5.18 
muestralaaparienciade lacurvay = [x(x- 1X2 jc- l)] 2 en alguna 
escala “razonable” con unidades enteras de medida en el 
ejey. Use los metodos de esta seccion para mostrar que, en 
realidad, la grafica tiene la apariencia de la figura 4.5.19 (los 
valores en el ejey estan en milesimos), con puntos criticos en 
0, ii(3 ± V3) y 1. 



-10 12 


Figura 4.5.18 La grafica 

y = [ x ( x — 0(2x -1)] 2 

en una escala “razonable” 
(problema 47) 



X 


Figura 4.5.19 La grafica 
y=[x(x- l)(2x- l)] 2 
en una escala mas fin a: 
-0.005 gy ^0.015 
(problema 47) 


4.5 Proyectos 


Estos proyectos requieren el uso de una calculadora grafica o una computadora con una 
utilcria de graficacion. 

PROYECTO A Muestre primero que, en una escala “razonable” con unidades 
enteras de medida en el ejey, la grafica del polinomio 
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f(x) = lzx(9x - 5)(x - l)] 4 

se parece mucho a la figura 4.5.18, con una seccion aparentemente plana. Obtenga 
despues una imagen que revele la verdadera estructura de la grafica, como en la 
figura 4.5.19. Por ultimo, determine (de manera grafica u otra) las coordenadas 
aproximadas de los puntos maximos y minimos locales de la grafica y =/(*). 

PROYECTO B Las ecuaciones cuarticas (de cuarto grado) 

fix) = x* - 55x 3 + 500* 2 + 11,000* - 110,000 = 0 (13) 

y 

g(x) = x 4 - 55* 3 + 550* 2 + 11,000* - 110,000 = 0 (14) 

solo difieren en un digito en el coeficiente de x 2 . Sin embargo, por mas pequena 
que parezca esta diferencia, muestre de manera grafica que la ecuacion (13) tiene 
cuatro soluciones reales distintas, pero que la ecuacion (14) solo tiene dos. 
Determine (de manera aproximada) los puntos maximos y minimos locales de cada 
grafica. 


4.6 

Derivadas de orden 
superior y concavidad 


En la seccion 4.3 vimos que el signo de la primera derivada /' indica si la grafica 
de la funcion/ asciende o desciende. Aqui veremos que el signo de la segunda 
derivada de/ la derivada de/', indica de que forma se dobla la curva y =/(*), 
hacia arriba o hacia abajo. 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

La segunda derivada de/se denota con f" y su valor en * es 
/"(*) = Difix)) = DiDfix)) = D 2 fix). 

(El superindice 2 no es un exponente, sino solo una indicacion de que la derivada 
es la segunda.) La derivada de f" es la tercera derivada/'" de/ con 

/"'(*) = Dif'ix)) = D(D 2 /(*)) = D 3 /(*). 

La tercera derivada tambien se denota con/ (3) . De manera general, el resultado 
de comenzar con la funcion/y derivar n veces sucesivas es la n - esima derivada 
/ (n) de/ con/ w (x) = D"f (x). 

Si y =f (*), entonces las primeras n derivadas se escriben en notacion de 
operadores como 

D x y, D x 2 y, D x 3 y, . . . , D x "y , 

en notacion de variables dependientes e independientes como 

o en notacion diferencial como 

dy <£y_ <Py_ dfy_ 
dx’ dx 2 ’ dx 3 ’ ' ' ' ’ dx n 

La historia del curioso uso de los superindices en la notacion diferencial para las 
derivadas de orden superior esta relacionada con la metamorfosis 

d_ (dy\ d_ dy Wy cPy 
dx \dxj dx dx idx) 2 dx 2 ' 
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EJEMPLO 1 Determinar las primeras cuatro derivadas de 


fix) = 2x 3 + - 2 + I6x 1/2 . 
x 


Solution Escribimos 

fix) = 2* 3 + *‘ 2 + 16* 7/2 . Entonces 
fix) = 6* 2 - 2*~ 3 + 56* 5/2 = 6x 2 - 56* s/2 , 

X 3 

fix) = 12* + 6*~ 4 + 140* 3/2 = 12* + - A + 140* 3/2 , 

X 

/"'(*) = 12 - 24* -5 + 210* 1/2 = 12 - ^ + 210V* y 
/ (4) (*) = 120*- 6 + 105*-> /2 = 1^ + 105 


El ejemplo 2 muestra la forma de determinar las derivadas de orden superior 
de las fiinciones definidas de manera implicita. 


EJEMPLO 2 Determinar la segunda derivada y"(x) de la funcion y = y(x) 
defmida de manera implicita por la ecuacion 


* 2 - xy + y 2 = 9. 

Solution Una primera derivation implicita de la ecuacion dada con respecto dex 
da como resultado 




de modo que 

dy _ y - 2x 
dx 2 y — x’ 

Obtenemos d 2 y/dx 2 derivando de manera implicita, de nuevo con respecto de x, 
usando la regia del cociente. Despues de esto, sustituimos la expresion recien 
determinada para dy/dx : 


d 2i = D 

dx 2 


y - 2* 
2 y - x 


dy 


g-2j(2 y -*)-( y -2*)[2^-l 


dy 


dx 


i2y - x) 2 


3* - hy 

dx = 2 y - x 

(2 y ~ x) 2 (2 y - x) 2 


3 xXCLh _ 3 , 


Asi 


d 2 y _ 6(* 2 - xy + y 2 ) 

d? ~ (2 y - *) 3 
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Ahora sustituimos la ecuacion original, x 2, — xy + y 2 = 9, para muestra simplifica- 
cion final: 


<Py_ = 54 

dx 2 (2 y - a) 3 

EL CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 

Ahora estudiaremos el significado del signo de la segunda derivada. Sif"(x) > 0 
en el intervalo /, entonces la primera derivada/' es una fimcion creciente en 7, 
porque su derivada /"(a) es positiva. Asi, al recorrer la graficay = /(a) de izquierda 
a derecha, vemos que la recta tangente gira en sentido contrario a las manecillas 
del reloj (figura 4.6.1). Describimos esta situacion diciendo que la curva >> =/(a) 
se dobla hacia arriba. Observe que una curva se puede doblar hacia arriba sin 
ascender, como en la figura 4.6.2. 




Figura 4.6.1 La grafica se dobla Figura 4.6.2 Otra grafica que se 

hacia arriba (concava hacia arriba) dobla hacia arriba (concava hacia 

arriba) 


Si /"(a) <0 en el intervalo /, entonces la primera derivada/'esdecrecienteen/, 
entonces la recta tangente gira en el sentido de las manecillas del reloj conforme 
A' crece. En este caso, decimos que la curva y =f (a) se dobla hacia abajo. Las 
figuras 4.6.3 y 4.6.4 muestran dos formas en que esto ocurre. 


fix) 

Vi 

tl 

Negativo 

Positivo 

Se dobla hacia abajo 

Se dobla hacia arriba 


Figura 4.6.5 Significado del 
signo de/ "{x) en un intervalo 



Figura 4.6.3 Una grafica que se 
dobla hacia abajo (concava hacia 
abajo) 



Figura 4.6.4 Otra grafica que se 
dobla hacia abajo (concava hacia 
abajo) 


Los dos casos se resumen en la tabla de la figura 4.6.5. 
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-4 -2 0 2 4 


x 

Figura 4.6.6 La grafica de 
y = x 3 - 3X 2 + 3 (ejemplo 3) 



Figura 4.6.7 Aunque /'(0) = 0, 
/(0) no es un extremo 


EJEMPLO 3 La figura 4.6.6 muestra la grafica de la funcion 



fix) = 

x 3 - 3x 1 2 

+ 3. 


Como 





fix) = 3x 2 

6X y 

fix) = 

6x - 6 = 6(x 

- 1 ), 

vemos que 






fix) < 

0 para x 

< 1 , 



fix) > 

0 para x 

> 1 . 


Observe en la figura que 

la curva se 

dobla hacia abajo en (- °o, 

1) pero 


hacia arriba en (1, ~>), lo que es consistente con las correspondencias en la figura 
4.6.5. 


Por la seccion 3.5, sabemos que un extremo local de una funcion diferenciable 
/puede aparecer solamente en un punto critico c, donde /'(c) = 0, de modo que la 
recta tangente en el punto (c,/ (c)) sobre la curva y =f (x) es horizontal. Pero el 
ejemplo/(x) = x 3 , para el que x = 0 es un punto critico pero no un extremo (figura 
4.6.7), muestra que la condition necesaria f\c ) = 0 no es una condicion suficiente 
para concluir que/(c) es un valor extremo de la funcion/ 

Supongamos ahora que no solo /'(c) = 0, sino que tambien la curva y ~f (x) 
se dobla hacia arriba en algun intervalo abierto que contiene al punto critico 
x = c. La figura 4.6.8 (a) sugiere que/(c) es un valor minimo local. De manera 
analoga,/(c) es un valor maximo local si /'(c) = 0 y y-f{x) se dobla hacia abajo 
en algun intervalo abierto en torno de c [Figura 4.6.8 (b)]. Pero el signo de la 
segunda derivada/"(x) nos dice si y =/ (x) se dobla hacia arriba o hacia abajo y 
por tanto nos proporciona una condicion suficiente para un extremo local. 


Teorema 1 Criterio de la segunda derivada 

Suponga que la funcion/es dos veces derivable en el intervalo abierto / 
que contiene al punto critico c en el cual/'(c) = 0. Entonces 

1. Si/"(x) >0 en /, entonces/(c) es el valor minimo de/(x) en /. 

2. Si/"(x) <0 en /, entonces/(c) es el valor maximo de/(x) en /. 




Figura 4.6.8 El criterio de la segunda derivada (teorema 1). (a) /"(x) > 0; la tangente 
gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj; la grafica es concava hacia 
arriba; un minimo local en c. (b) /"(x) < 0; la tangente gira en el sentido de las 
manecillas del reloj; la grafica es concava hacia abajo; un maximo local en c 
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Deniostraclon Solo demostraremos la parte 1. Si/"(x) >0 en /, esto implica 
que la primera derivada/' es una funcion creciente en /. Como f(c) = 0, conclui- 
mos que /'(x) < 0 para x < c en / y que /'(x) > 0 para x > c en /. En consecuencia, 
el criterio de la primera derivada de la seccion 4.4 implica que/(c) es el valor 
minimo de /(x) en /. □ 


/"« 

/(c) 

Positivo 

Negativo 

Minimo 

Maximo 


OBSERVACI6N l En vez de memorizar textualmente las condiciones en las partes 
1 y 2 del teorema 1 (resumidas en la figura 4.6.9), es mas facil y confiable recordar 
el criterio de la segunda derivada visualizando las rectas tangentes que giran de 
manera continua (figura 4.6.8). 


Figura 4.6.9 Significado del 
signo de f"(x) en un intervalo que 
contiene al punto critico c 


OBSERVACI6N 2 El teorema 1 implica que la funcion/tiene un minimo local en 
el punto critico c si /"(x) > 0 en algiin intervalo abierto en tomo de c y un maximo 
local si/"(x) < 0 cerca de c. Pero la hipotesis sobre /"(x) en el teorema 1 es global , 
en el sentido de que se supone que/"(x) tiene el mismo signo en todo punto del 
intervalo abierto / que contiene al punto critico c. Existe una version estrictamente 
local del criterio de la segunda derivada que utiliza solamente el signo de/"(c) 
en el punto critico c (en vez de todo el intervalo abierto). Segun el problema 80, 
si/'(c) = 0, entonces/(c) es un valor minimo local de/si/"(c) > 0, y un maximo 
local si/"(c) < 0. 


f f(x) = x 4 


V 

/"(0) = 0 - un minimo local 


OBSERVACi6n 3 El criterio de la segunda derivada no dice nada de lo que ocurre 
si/"(c) = 0 en el punto critico c. Consideremos las tres funciones/(x) = x 4 , /(x) = - x 4 
y /(x) = x 3 . Para cada una,/'(0) = 0 y/"(0) = 0. Pero sus graficas, que se muestran 
en la figura 4.6.10, demuestran que puede ocurrir cualquier cosa en tal punto. 



Figura 4.6.10 No existe una 
conclusion si/' (c) = 0 = /"(c) 


OBSERVAC16N 4 Supongamos que queremos maximizar o minimizar la funcion 
/en el intervalo abierto / y que/solo tiene un punto critico en /, un numero c en 
el que/'(c) = 0. Si/"(x) tiene el mismo signo en todos los puntos de /, entonces el 
teorema 1 implica que/(c) es un extremo absoluto de/en I: un minimo si 
/"(x) > 0 y un maximo si/"(*) < 0. Esta interpretacion absoluta del criterio de la 
segunda derivada es util en los problemas de aplicacion de maximos y minimos 
en un intervalo abierto. 


EJEMPLO 3 continuation Consideremos de nuevo la funcion/(x) = x 3 - 3x 2 
+ 3 para la cual 


f'(x) = 7>x{x - 2) y /"(*) = 6(x - 1). 


Entonces/tiene dos puntos criticos, x = 0 y x = 2, como se indica en la figura 
4.6.6. Dado que/"(x) < 0 para x cercano a 0, el criterio de la segunda derivada 
implica que/(0) = 3 es un valor maximo local de/y como/"(x) > 0 para x cercano 
a 2, esto implica que/(2) = -1 es un valor minimo local. 


EJEMPLO 4 Una caja rectangular sin tapa con base cuadrada tiene un volumen 
de 500 cm 3 . Determine las dimensiones que minimizan el area total A de su base 
y sus cuatro lados. 
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Figura 4.6.11 La caja sin tapa 
del ejemplo 4 


Solucidn Sea x la longitud del lado de la base cuadrada y y la altura de la caja 
(figura 4.6.11). El volumen de la caja es 

V = x 2 y = 500, (1) 

y el area total de su base y sus cuatro lados es 


A = x 2 + 4 xy. 


(2) 


Cuando despejamos en la ecuacion (l)y = 500/x 2 y sustituimos esto en la ecuacion 
(2), obtenemos la funcion area 


A(x) = x 2 + 


2000 


0 < x < + <*>. 


El dominio de A es el intervalo abierto no acotado (0, +°o) pues x puede asumir 
cualquier valor positivo; para que la caja tenga volumen 500, simplemente 
elegimos y = 500/x 2 . Pero x no puede ser negativo o 0. 

La primera derivada de A(x) es 


A'(x) = 2x 


2000 



(3) 


La ecuacion A\x) = 0 implica que x 3 = 1000, por lo que el unico punto critico de 
A en (0,+°°) es x = 10. Para estudiar este punto critico, calculamos la segunda 
derivada, 


A"(x) = 2 + 


4000 


(4) 


Como es claro que A"(x) > 0 en (0, +°°), el criterio de la segunda derivada y la 
observacion 4 implican que A(10) = 300 es el valor minimo absoluto de A(x) en (0, 
+°°). Por ultimo, comoy = 500/x 2 , y = 5 cuando x = 10. Por tanto, este minimo absoluto 
corresponde a una caja con una base de 10 por 10 cm y una altura de 5 cm. 


CONCAVIDAD Y TRAZO DE CURVAS 




Una comparacion de la figura 4.6.1 con la figura 4.6.3 sugiere que la cuestidn de 
si la curva y = f (x) se dobla hacia arriba o hacia abajo esta estrechamente 
relacionada con la cuestion de si esta arriba o abajo de su recta tangente. Esta 
ultima cuestion se refiere a la importante propiedad de concavidad. 


Definition Concavidad 

Suponga que la funcion / es derivable en el punto a y que L es la recta 
tangente a la grafica y =/(x) en el punto (a, f{a)). Entonces la funcion/ 
(o su grafica) es 

1. Concava hacia arriba en a si, en algun intervalo abierto que contiene 
a a , la grafica de/esta arriba de L ; 

2. Concava hacia abajo en a si, en algun intervalo abierto que contiene 
a a , la grafica de/esta abajo de L . 


Figura 4.6.12 (a) En x = a,f es 
concava hacia arriba. (b) Enx = a, 
/es concava hacia abajo 


La figura 4.6.12 (a) muestra una grafica que es concava hacia arriba en (a, f(aj). La 
figura 4.6.12 (b) muestra una grafica que es concava hacia abajo en (a, f(aj). 
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Figura 4.6.13 /'( x) > 0,/ 
creciente; f"(x) > 0,/concava 
hacia arriba 



Figura 4.6.14 f'(x)>Q,f 
creciente; f”{x) < 0,/concava 
hacia abajo 



Figura 4.6.15 f\x) < 0,/ 
decreciente; f”{x) > 0,/concava 
hacia arriba 



Figura 4.6.16 f\x) < 0,/ 
decreciente; f”{x) < 0,/c6ncava 
hacia abajo 


El teorema 2 establece la conexion entre la concavidad y el signo de la segunda 
derivada. Esa conexion es la sugerida por nuestro analisis del doblamiento. 


Teoreina 2 Criterio de concavidad 

Supongase que la funcion ft s dos veces derivable en el intervalo abierto /. 

1. Si f"(x) >0 en /, entonces/es concava hacia arriba en cada punto de /. 

2. Si /"(■*) <0 en /, entonces/es concava hacia abajo en cada punto de /. 


A1 final de esta seccion daremos una demostracion del teorema 2 con base en el 
criterio de la segunda derivada. 

NOTA: El significado del signo de la primera derivada no debe confundirse con 
el significado del signo de la segunda derivada. Las posibilidades que se ilustran 
en las figuras 4.6.13 a 4.6.16 muestran que los signos de/' y /" son independientes 
entre si. 

EJEMPLO 3 continuation nuevamente Para la funcion f{x) = x 3 - 3JC 2 + 3, la 
segunda derivada 

/"to = 6(x - 1) 

cambia de signo, de positiva a negativa, en el punto x = 1. Observe en la figura 
4.6.6 que el punto correspondiente (1,1) sobre la grafica de/es donde la curva 
cambia de doblarse hacia abajo a doblarse hacia arriba. 


Observe que el criterio de concavidad en el teorema 2 no dice nada del caso 
f"(x) = 0. Un punto donde la segunda derivada se anula puede o no ser un punto 
donde la funcion cambia, de concava hacia arriba, en un lado, a concava hacia 
abajo en el otro. Pero un punto como (1, 1) en la figura 4.6.6, donde la concavidad 
si cambia de esta forma, es un punto de inflexion de la grafica de f Mas 
precisamente, el punto x = a donde/es continua, es un punto de inflexi6n de la 
funcion/ si/es concava hacia arriba en un lado de x = a y concava hacia abajo 
en el otro lado. Tambien decimos que (a, f(a)) es un punto de inflexion sobre la 
grafica de/ 


Teoreina 3 Criterio del punto de inflexion 

Suponga que la funcion ft s continua en un intervalo abierto que contiene 
al punto a . Entonces, a es un punto de inflexion de/si/"(*) < 0 en un 
lado de a y f”(x) > 0 del otro lado. 


El hecho de que un punto donde la segunda derivada cambia de signo sea un 
punto de inflexion es consecuencia del teorema 2 y de la definicion de un punto 
de inflexion. 

observaci6n En el propio punto de inflexion, 

□ /» = Q,o 

□ f”{a) no existe 
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de inflexion 

Asi, determinants los puntos de inflexion de /analizando los puntos criticos de /'. 
Algunas de las posibilidades aparecen en la figura 4.6.17. Marcamos los intervalos 
de concavidad hacia arriba y concavidad hacia abajo mediante pequenas figuras 
que se abren hacia arriba y hacia abajo, respectivamente. 



EJEMPLO 5 La figura 4.6.18 muestra la grafica de f{x) = sen 2 x en [0, 
Senalamos dos puntos de inflexion evidentes. Determine sus coordenadas. 


Solucion Calculamos 


y 


Entonces 


f'(x) = 2 senx cosx 

/"(x) = 2 cos 2 x - 2sen 2 x = 2 cos2x. 


Figura 4.6.18 

(ejemplo 5) 




fix) 

= 

2 cos 2x = 0 





= tt/4 

y en 

x = 3tt/4 

en 

el intervalo [0, 

& 

i 

o 

3 









7 T 


0 < 2x < 

TT 

fix) 

= 2 

cos2x > 

0 

si 

0 < x < 

4’ 

asi 

2’ 

f"(x) 

= 2 

cos2x < 

0 

si 

IT 

— < X < 

4 

377 

4 ’ 

asi 

^ < 2x < 
2 

377. 

T’ 

f"(x) 

= 2 

cos2x > 

0 

si 

37r 

— < X < TT, 

4 

asi 

377 

— < 2x < 2tt. 
2 


7tl 


Esto implica que f{x) = sen 2 (x) tiene puntos de inflexion en x = id4 y x = 3^/4. 
Los puntos correspondientes marcados en la grafica de la figura 4.6.18 son (k!4, j ) 
y (3^/4, i). 


Sea/una funcion dos veces derivable para todax. Asi como los puntos criticos 
donde f'(x) = 0 separan el eje x en intervalos abiertos donde f'(x) no cambia de 
signo, los posibles puntos de inflexion donde f\x) - 0 separan el ejex en intervalos 
abiertos donde f"{x) no cambia de signo. En cada uno de estos intervalos, la curva 
y =/(x) se dobla hacia abajo \f"(x) < 0] o se dobla hacia arriba \f”(x) > 0]. Pode- 
mos determinar el signo de f (x) en cualquiera de estos intervalos de dos formas: 
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1. Evaluamos fix) en un punto tipico de cada intervalo. El signo de f"(x) en ese 

punto particular es el signo de/"(*) en todo ese intervalo. 

2. Construimos una tabla de signos de los factores de fix). Entonces el signo de 
f"(x) en cada intervalo se puede deducir de la tabla. 

Estos son los mismos dos metodos que usamos en las secciones 4.4. y 4.5 para 
determinar el signo de/'(*). Usamos el primer metodo en el ejemplo 6 y el segundo 
en el ejemplo 7. 

EJEMPLO 6 Trazar la grafica de f(x ) = Sx 5 - 5x 4 - 20.x 3 , indicando los extremos 
locales, los puntos de inflexion y la concavidad. 

Solution Trazamos esta curva en el ejemplo 2 de la seccion 4.5; vease la figura 
4.5.5. En ese ejemplo, determinamos que la primera derivada era 

/'(x) = 40x 4 - 20x 3 - 60x 2 = 20x 2 (x + 1)(2jc - 3), 
de modo que los puntos criticos son jc = —1, jc = 0 y x = La segunda derivada es 
f{x) = 1 60jc 3 - 60x 2 - 120x = 20x(8x 2 - 3x - 6). 

Cuando calculamos fix) en cada punto critico, tenemos que 

/"(-l) = -100 < 0, /"(0) = 0 y f{\) = 225 > 0. 

La continuidad de/" garantiza que fix) < 0 cerca del punto critico x= -\ y que 
fix) > 0 cerca del punto critico x = j. Por tanto, el criterio de la segunda derivada 
nos dice que/tiene un maximo local en x = -1 y un minimo local en x = El 
criterio de la segunda derivada no nos permite determinar el comportamiento de 
f en A' — 0. 

Como fix) existe para todo punto, los posibles puntos de inflexion son las 
soluciones de la ecuacion 

fix) = 0; es decir, 20x(8x 2 - 2>x — 6) = 0. 

Es claro que una solucion es * = 0. Para determinar las otras dos, usamos la formula 
cuadratica para resolver la ecuacion 

8x 2 - 3x - 6 = 0. 

Esto implica 

x = £ (3 ± V20l), 

de modo que x~ \ .01 y x~ -0.70 son los posibles puntos de inflexion, junto con 
a- = 0. 

Estos tres posibles puntos de inflexion separan el eje x en los intervalos 
indicados en la figura 4.6.19. Verificamos el signo de/"(*) en cada uno. 


En (-oo, -0.70): 
En (-0.70, 0): 
En (0, 1.07): 

En (1.07, +oo) : 


/"(- 1 ) = -100 < 0 ; 
r(-i) = 25 > 0; 
/"(l) = -20 < 0; 
/"(2) = 800 > 0; 


/es concava hacia abajo; 
/es concava hacia arriba; 
/es concava hacia abajo; 
/es concava hacia arriba. 


Figura 4.6.19 Intervalos de 
concavidad del ejemplo 6 


V = -0.70 .v = 0 .v=1.07 


fw < o 

rw>o 

fix) < 0 

/'%*)> o 

i 


_i_ 


Se dobla 
hacia abajo 

Se dobla 
hacia arriba 

Se dobla 
hacia abajo 

Se dobla 
hacia arriba 
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Figura 4.6.20 La grafica de la 
funcion del ejemplo 6 

Asi, vemos que la direccion de concavidad de/cambia en cada uno de los 
puntos x ~ -0.70, x = 0 y x ~ 1.07. Estos tres puntos son, en realidad, puntos de 
inflexion. Esta informacion aparece en la grafica de/de la figura 4.6.20. 

EJEMPLO 7 Trazar la grafica de/(x) = 4x 1/3 + x 4/3 . Indique los extremos locales, 
los puntos de inflexion y la concavidad. 


Solution En primer lugar, 


f'(x) = -x 2/3 + -x 


1/3 = 


4{x + 1) 
3x 2/i 


de modo que los puntos criticos son x = -1 (donde la recta tangente es horizontal) 
y x = 0 (donde es vertical). A continuacion, 


fix) 



+ = 


4U ~ 2) 

9x 5/3 


de modo que los posibles puntos de inflexion son x = 2 (donde f"(x) = 0)yx = 0 
(donde f"(x) no existe). 

Para determinar donde es creciente/y donde es decreciente, construimos la 
siguiente tabla. 


Intervalo 

X + 1 

x 2/3 

fix) 

/ 

(-°°. -i) 

Neg. 

Pos. 

Neg. 

Decreciente 

(-1,0) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Creciente 

(0, +c°) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Creciente 
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Jr = -1 


x = 0 


f(x) < 0 

_ 


rw> o 


f(x)>0 


/decreciente 


/creciente 


/creciente 


Figura 4.6.21 Intervalos donde 
la funcion del ejemplo 7 es 
creciente y decreciente 


x = 0 jc = 2 


/"(•>■) > 0 

/"(.v) < 0 

/“(•V) > 0 

_ 

1_1_ 

Se dobla hacia arriba 

Se dobla hacia abajo 

Se dobla hacia arriba 


Figura 4.6.22 Intervalos de concavidad del ejemplo 7 


Asi,/es decreciente cuando x < -1 y creciente cuando x>-\ (figura 4.6.21). 

Para determinar la concavidad de/ construimos una tabla para determinar el 
signo de f"(x) en cada uno de los intervalos, separados por sus raices. 


Intervalo 

*5/3 

x - 2 

/'to 

/ 

(- 00 , 0) 

Neg. 

Neg. 

Pos. 

Concava hacia aniba 

(0, 2) 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Concava hacia abajo 

(2, +») 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Concava hacia arriba 


La tabla muestra que/es concava hacia abajo en (0, 2) y concava hacia arriba para 
A' < 0 yx > 2 (figura 4.6.22). 

Observamos que f(x) —> +°° como x —> ± °o y marcamos con signos mas los 
intervalos sobre el eje x donde/es creciente, con signos menos donde es decre¬ 
ciente, con copas que se abren hacia arriba donde/es concava hacia arriba y con 
copas que se abren hacia abajo donde /es concava hacia abajo. Localizamos 
(aproximadamente) los puntos de la grafica de/correspondientes a las raices y las 
discontinuidades de/' y /"; estas son (-1,-3), (0,0) y (2, 6V~2). Por ultimo, usamos 
toda esta informacion para trazar la curva suave que se muestra en la figura 4.6.23. 


Figura 4.6.23 La grafica de la 
funcion del ejemplo 7 



Demostracidn del teorema 2 Solamente demostraremos la parte 1; la demos- 
tracion de la parte 2 es similar. Dado un punto fijo a del intervalo abierto I 
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donde f"(x) > 0 , queremos mostrar que la grafica y=f(x) esta por arriba de la 
recta tangente en ( a,f(a )). La recta tangente en cuestion tiene la ecuacion 

y = T(x) = f(a) + f'(a)(x - a). (5) 

Consideremos la funcion auxiliar 

gU) = f(x) - T(x) (6) 

que se ilustra en la figura 4.6.24. Observe primero que g(a) = g\a ) = 0, de modo que 
x = a es un punto critico de g. Ademas, la ecuacion (5) implica que T'(x) = 
f'{a) y que T'\x) = 0, de modo que 

Figura 4.6.24 Ilustracion de la g"{x) = f"(x) - T"{x) = f"{x) > 0 

demostracidn del teorema 2 

en cada punto de I. Por tanto, el criterio de la segunda derivada implica que 
g(a ) = 0 es el valor minimo de g(x) =f(x) - T{x) en I. Esto implica que la curva 
y =/ (x).esta por arriba de la recta tangente y = T{x). □ 

4.6 Problemas 



Calcule las primeras tres derivadas de las funciones dadas 
en losproblemas 1 a 15. 


1. f{x) = 2x 4 - 3* 3 + 6x - 17 

2. f{x) = 2* 5 + *v* - i- 

2x 

3 ‘ = (2x - l) 2 4> 8W = * 2 + V/ + 1 

5. git) = (3 1 - 2 ) 4/3 6. f(x) = xVTTl 


7. hiy) 
9. g(t) 



11. f(x) - sen3jc 


13. f{x) = senjc cos jc 


15. fix) 


sen* 

* 


8. fix) = (1 + VI) 3 



12. fix) = cos 2 2x 
14. fix) = x 2 cos jc 


En los problemas 16 a 22, calcule dy/dx y d 2 y/dx 1 } 
suponiendo que y se define de manera implicita como 
una funcion de x mediante la ecuacion dada. 

16. x 2 + y 2 = 4 17. jc 2 + jcj + y 2 = 3 

18. jc 1/3 + y ^ =1 19. j 3 + jc 2 + jc = 5 

20. I = 1 21. seny = jcj 

jc y 

22. sen 2 jc + cos 2 y = 1 

En los problemas 23 a 30, determine las coordenadas exactas 
de los puntos de inflexion y los puntos criticos senalados en 
la grafica dada . 



X 


Figura 4.6.25 La grafica de Figura 4.6.26 La grafica de 
fix)=J- 3X 2 — 45jc fix) = 2x 3 -9x 2 - 108x + 200 

(problema 23) (problenw 24) 

23. La grafica de fix) = x 3 - 3x 2 - 45x (Fig. 4.6.25) 

24. La grafica de /(*) = 2a: 3 - 9a 2 - 108a + 200 
(Fig. 4.6.26) 

25. La grafica de /(jc) = 4jc 3 - 6jc 2 - 189jc + 137 
(Fig. 4.6.27) 

26. La grafica de /(jc) = -40jc 3 - 171 jc 2 + 2550jc 
+ 4150 (Fig. 4.6.28) 


x 10 4 



-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 


x x 

Figura 4.6.27 La grafica de Figura 4.6.28 La grafica de 
fix) = 4a 3 - 6a 2 - 1 89a + 137 /(a) = 40a 3 - 17 1a 2 + 2550a 
(problema 25) +4150 (problema 26) 
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27. Lagraficade /(*) = x 4 — 54* 2 + 237 
(Fig. 4.6.29) 

28. Lagraficade f(x) = * 4 - IOjc 3 - 250 
(Fig. 4.6.30) 

29. Lagraficade f(x) = 3* 5 - 20x 4 + 1000 
(Fig. 4.6.31) 

30. Lagraficade /(*) = 3* 5 - 160* 3 (Fig. 4.6.32) 



-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 4.6.29 La grafica de 
/(*) = * 4 -54* 2 + 237 
(problema 27) 



-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 4.6.31 La grafica de 
/ (x) = 3X 5 — 20* 4 + 1000 
(problema 29) 



-5 0 5 10 15 


x 

Figura 4.6.30 La grafica de 
f(x) = * 4 — 1 Ox 3 — 250 
(problema 28) 



X 


Figura 4.6.32 La grafica de 
f(x) = 3 x 5 -\ 60* 3 
(problema 30) 


Aplique el criterio de la segunda derivada para determinar 
los mdximos y mininws locales de las funciones dadas en los 
problemas 31 a 50 y aplique el criterio del pun to de inflexion 
para determinar todos los puntos de inflexion. 


48. /( x) = cos* - sen* en (0, 27r) 

49. f(x) = sen* + 2cos* en (0, 2tt) 

50. /(*) = 3 sen* - 4 cos* en (0, 2tt) 


En los problemas 51 a 62, vuelva a resolver el problema 
indicado de la seccion 4.4, utilizando ahora el criterio de la 
segunda derivada para verificar que ha encontrado el valor 
maximo o minimo absoluto deseado. 


51. Problema 27 
53. Problema 29 
55. Problema 31 
57. Problema 33 
59. Problema 37 
61. Problema 39 


52. Problema 28 
54. Problema 30 
56. Problema 32 
58. Problema 36 
60. Problema 38 
62. Problema 40 


= * 2/3 (5 - 2*) 
= * l/3 (6 - *) 2/3 


Trace las grdficas de las funciones en los problemas 63 a 76, 
indieando todos los puntos criticos y los puntos de inflexion. 
Aplique el criterio de la segunda derivada en cada punto 
critico. Muestre la concavidad cor recta en sus grdficas e 
indique el comportamiento de /(*) cuando x —» ±°o. 

63. /(*) = 2* 3 - 3* 2 - 12* + 3 

64. /(*) = 3* 4 - 4* 3 - 5 

65. /(*) = 6 + 8* 2 - * 4 

66. /(*) = 3* 5 - 5* 3 

67. /(*) = 3* 4 - 4* 3 - 12* 2 - 1 

68. /(*) = 3* 5 - 25* 3 + 60* 

69. /(*) = * 3 (1 - *) 4 

70. /(*) = (* - 1) 2 (* + 2) 3 

71. /(*) - 1 + * I/3 

72. /(*) = 2 - (* - 3) 1/3 

73. f(x) = (x + 3)Vx 74. fix) 

75. fix) = (4 - x) Vx 76. fix) 


31. fix) 

= x 2 - 

4* + 3 

32. fix) = 

5 - 6x - x 2 

33. fix) 

= * 3 - 

3* + 1 

34. fix) = 

x 3 - 3jc 2 

35. fix) 

= * 3 


36. fix) = 


37. fix) 

= * 5 + 

2* 

38. fix) = 

x 4 - 8x 2 

39. fix) 

= * 2 (* 

- D 2 

40. fix) = 

x\x + If 

41. fix) 

= sen * 

en (0, 27r) 



42. fix) 

= cos* 

en (- 77 / 2 , 

377/2) 


43. fix) 

= tan* 

en (- 77 / 2 ,' 

77 / 2 ) 


44. fix) 

= sec* 

en (- 77 / 2 , 1 

77 / 2 ) 


45. fix) 

= cos 2 * 

; en (- 77 / 2 , 

377/2) 


46. fix) 

= sen 3 * 

en (- 77 , 77 ) 



47. fix) 

= sen* 

+ cos*en 

(0, 277 ) 



En los problemas 77 a 82, se muestra la grafica de una 
funcion /(*). Relacione esta con la grafica de su segunda 
derivada f'{x) en la figura 4.6.33. 

77. Vease la figura 4.6.34 

78. Vease la figura 4.6.35 

79. Vease la figura 4.6.36 

80. Vease la figura 4.6.37 

81. Vease la figura 4.6.38 

82. Vease la figura 4.6.39 

83. (a) Primero, muestre que la n - esima derivada de/(*) = 

*"es/ (n) (*) = «! ■ (n -1) ■ (n-2) ■ ■ - 3 ■ 2 ■ 1. (b)Concluya 

que si/(*) es un polinomio de grado n , entonces/W (*)= 
0 si k > n. 
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-10 -5 0 5 10 

(c) x 



-10 -5 0 5 10 

(e) x 

Figura 4.6.33 



(d) x 



-10 -5 0 5 10 

(f) x 


Figura 4.6.38 


Figura 4.6.39 


84. (a) Calcule las primeras cuatro derivadas de f(x) = sen(jt). 
(b) Si n es un entero positivo, coricluya que D n+4 sen x = 
D n sen x. 

85. Suponga que z = g(y) y que y =/(jc). Muestre que 

d 2 z _ d 2 z(dyV dz d 2 y 
dx 2 dy 2 \dx) + dy dx 2 ' 

86. Demuestre que la grafica de un polinomio cuadratico no 
tiene puntos de inflexion. 

87. Demuestre que la grafica de un polinomio cubico tiene 
exactamente un punto de inflexion. 

88. Demuestre que la grafica de una fiincion polinomial de 
grado 4 no tiene puntos de inflexion o tiene exactamente dos 
puntos de inflexion. 

89. Suponga que la presion p (en atmosferas), el volumen V 
(en centimetros cubicos) y la temperatura T (en grados Kel¬ 
vin) de n moles de bioxido de carbono (C0 2 ) satisfacen la 
ecuacion de van der Waals 



Figura 4.6.34 



-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 4.6.36 



Figura 4.6.35 



Figura 4.6.37 


(p + - nb) = nRT, 

donde a, b y R son constantes empiricas. Realizamos el 
siguiente experimento para determinar los valores de estas 
constantes. 

Comprimimos una mole de C0 2 a la temperatura cons- 
tante T = 304 K. Los datos medidos de presion y volumen 
(pV) se localizaron en el piano, como en la figura 4.6.40, 
donde la curva pV muestra un punto de inflexion horizontal 
en V= 128.1,/? = 72.8. Useestainformacionparacalculara,6 
y R . [Sugerencia: Despeje p en la ecuacion de van der Waals 
y calcule entonces dp/dV y cPp/dV 2 .] 


Figura 4.6.40 Un problema 

p 

128^72.8) 

relacionado con la 

v 

ecuacion de 1 


van der Waals 
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90. Suponga que la funcion/es diferenciable en un intervalo 
abierto que contiene al punto c para el que f'(c) = 0 y que la 
segunda derivada 


f"(c) = lim 

J h —»0 


r(c + $- f(c) 


lim 

o 


f(c + h) 
h 


existe. (a) Suponga primero que f”{c) > 0. Argumente que si 
h * 0 es suficientemente pequena,/ '(c + h) y h tienen el mis- 
mo signo. Aplique el criterio de la primera derivada para 
mostiar en este caso que f(c) es un valor mmimo local de f 
(b) De manera analoga, muestre que si f”{c) < 0 ,/(c) es un 
valor maximo local de f 


4.6 Proyectos 


Los proyectos A y B requieren el uso de una calculadora grafica o una computadora 
con una utileria de graficacion. Para cada proyecto, elija de antemano un entero n 
entre 0 y 9. Por ejemplo, n podria ser el ultimo numero de su clave de estudiante. 
El proyecto C requiere tambien una computadora con un sistema de algebra 
simbolica. 

PROYECTO A Si los coeficientes a, b y c se definen como 

a = 30,011 + 2 n, 
b = 30,022 + 4 n y 

c = 10,010 + 2 n, 

entonces la curva 

y = 10,000x 3 — ax 2 + bx + c 

tiene dos bonitas “ondulaciones”, como cualquier cubica deberia tener. Determi- 
nelas. En particular, determine los puntos maximo y minimo locales y el (los) 
punto(s) de inflexion en esta curva. De las coordenadas de cada unodeestos puntos 
con una precision de cinco cifras decimales. Puede usar la tecla [ SOLVE] 

N [ Solve [ f [x] — 0 , x ] ] 

para la solucion numerica de una ecuacion. Produzca una grafica que exhiba estos 
puntos (puede marcar los puntos a mano). Al ampliar la figura, necesitara controlar 
con cuidado las sucesivas ventanas de vision. 


PROYECTO B Su tarea es analizar la estructura de la curva 



Figura 4.6.41 La grafica de 
y =f (x) del proyecto C 


y = x 1 + 5x 6 — llx 5 — 2lx 4 + 3lx 3 — 51x 2 

- (101 + 2 n)x + (89 - 3 n). 

Proporcione la misma informacion dada en el proyecto A. Es probable que necesite 
producir graficas separadas con diferentes escalas, mostrando diferentes partes de 
la curva. Al final, use toda la informacion acumulada para producir una grafica 
cuidadosamente hecha a mano (no a escala), exhibiendo todos los puntos maximos, 
minimos y de inflexion sobre la curva, con sus coordenadas (aproximadas). 

PROYECTO C Sea 

f(x) = |>(1 - x)(2x - 1)(4 - 9x )] 2 . 

La grafica de/se muestra en la figura 4.6.41. Aseguramos que/tiene al menos 
cuatro minimos locales, tres maximos locales y seis puntos de inflexion en [0,1]. 
Determine las coordenadas aproximadas de los 13 puntos, y muestre la grafica de 
/a una escala que muestre todos esos puntos. 
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4.7 

Trazo de curvas y 
asintotas 


Ahora queremos extender el concepto de limite para incluir los Hmites infinitos y 
los Hmites en infinito. Esta extension anadira un arma poderosa a nuestro arsenal 
de tecnicas para el trazo de curvas, el concepto de asintota a una curva, una linea 
recta a la que la curva tiende a acercarse, en un sentido que precisaremos mas 
adelante. 

Recuerde de la section 2.3 que/(x) crece sin limite, o sehace infinita, cuando 
x tiende a a, y lo escribimos 

lim/U) = +oo, (!) 

x—*xi 

si f(x) se puede hacer arbitrariamente grande eligiendo x suficientemente cerca 
(pero no igual) a a. La afirmacion de que / (x) decrece sin cota, o se hace 
infinitamente negativa, cuando x —> a, lo que escribimos 

lim/to = -oo, (2) 

x —>a 

tiene una definition analoga. 


EJEMPLO 1 Es evidente que 


lim 


= +00 


— 2 {x + 2) 2 

puesto que, cuando x —> -2, (x + 2) 2 es positivo y tiende a cero. En contraste, 


lim 


= —oo 


*—'—2 (x + 2) 2 

ya que, cuando x —» - 2, el denominador (x + 2) 2 sigue siendo positivo y tiende a 
cero, pero el numerador x es negativo. Asi, cuando x esta muy cerca de -2, 
tenemos en x/(x + 2) 2 un numero negativo cercano a - 2 dividido entre un numero 
positivo muy pequeno. Por tanto, el cociente se convierte en un numero negativo 
de magnitud grande. 


Las versiones laterales de las ecuaciones (1) y (2) tambien son validas. Por 
ejemplo, si n es un entero positivo impar , entonces se ve que 


lim t-— 

x—*2~ (x - 2) n 


y q ue 


lim 

x—>2 + 


1 


(x ~ 2 )" 


= + 00 , 


pues (x - 2)" es negativo cuando x esta a la izquierda de 2 y positivo cuando esta 
a la derecha de 2. 


ASINTOTAS VERTICALES 

La recta x = a es una asintota vertical de la curva y=f(x ) si 

lim f(x) = ±oo (3a) 

x—*a 

o 

lim f(x) = ±oo (3b) 

x—►d + 

o ambos. Por lo general, ambos Hmites laterales, no solamente uno, son infinitos. 
En tal caso, escribimos 


lim/(x) = ±oo. (3 C ) 

x—>a 
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Figura 4.7.1 Lagr&ficade Figura 4.7.2 La grafica de Figura 4.7.3 Una asintota 

y = 1 / ( x ~ 1) y = 1 / ( x ~ 1 ) 2 vertical de un solo lado, el derecho 


La geometria de una asintota vertical se ilustra mediante las graficas de y - 
\/(x - 1) yy = M{x - 1 ) 2 (figures 4.7.1 y 4.7.2). En ambos casos, cuando* -> 1 y 
f(x) -> ±oo 9 el punto (*, /(*)) sobre la curva tiende a la asintota vertical x= 1 y la 
forma y la direccion de la curva son cada vez mejor aproximadas por la asintota. 

La figura 4.7.3 muestra la grafica de una funcion cuyo limite por la izquierda 
se anula en * = 1. Pero el limite por la derecha es +°°, lo que explica por que 
la linea * = 1 es tambien una asintota vertical para esta grafica. El limite por la 
derecha en la figura 4.7.4 ni siquiera existe, pero debido a que el limite por 
la izquierda en * = 1 es -<», la recta vertical en * = 1 es de nuevo una asintota 
vertical. 

Por lo general, una asintota vertical aparece en el caso de una funcion racional 
/(*) = p(x)/q(x) en un punto x = a donde q(a) = 0 pero p(a ) * 0. (Veanse los 
ejemplos 4, 5 y 6.) 

Figura 4.7.4 El comportamiento 
de la grafica a su izquierda 

produce la asintota vertical LIMITES EN INFINITO 

En la seccion 4.5 mencionamos los limites infinitos en infinito en conexion con 
el comportamiento de un polinomio cuando x —> ±oo. Tambien existe algo como 
un limite fmito en infinito. Decimos que f(x) tiende al numero L cuando x 
aumenta sin limite y escribimos 

lim f{x) = L (4) 

si I /(a*) - L | se puede hacer arbitrariamente pequeno (cercano a cero) simple- 
mente eligiendo.v suficientemente grande; es decir, dado £> 0 existe M > 0 tal 
que 

x> A/implicaque \ f(x) - l \ < £. (5) 

La afirmacion 

lim f(x) = L 

tiene una definicion de forma similar; solo hay que reemplazar la condicion 
.v > M por la condicion .v < - M. 

Todos los analogos de las propiedades de los limites de la seccion 2.2 para el 
caso de los limites en infinito son validos, incluyendo en particular las propiedades 
de la suma, producto y cociente. Ademas, no es dificil mostrar que si 
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entonces 


lim f(x) = L y lim g(x) = ±°o, 

X —> + 00 J x —»+co 


lim 

JC-> + 00 


fix) 

g(x) 


= 0. 


De este resultado se sigue que 


X 


lim —r = 0 

^ + « X 


( 6 ) 


para cualquier election del numero racional positivo k. 

Podemos usar la ecuacion (6) y las propiedades de los limites para evaluar 
con facilidad limites en infinito de las funciones racionales. El metodo general es 
este: primero dividimos cada termino en el numerador y el denominador entre la 
maxima potencia de x que aparezca en cualquiera de los terminos. Despues 
aplicamos las propiedades de los limites. 

EJEMPLO 2 Determine lim /(x) s i f(x) =— r~ -:r-■ 

2x + lx 1 - 4 

Solution Comenzamos dividiendo cada termino en el numerador y el denomi¬ 
nador entre x 3 : 


lim 

J-^ + CO 


3x 3 - x 
2x 3 + 7x 2 - 4 


lim 

*-> + <» 


2 


3 


1 



4 


lim | 3-j 

* 


lim | 2 + - - 4: 

X X 


3-0 
2 + 0-0 


El mismo calculo, pero con x -+tambien da el resultado 

lim fix) = ^. 


3 

2 ' 


EJEMPLO 3 Determine lim iVx~+~a - Vx). 

*—► + «> 

Solution Usamos la tecnica familiar de “multiplicar y dividir”: 


lim (Vx + a 

x—>+cc 


- Vx) - lim (Vx + a 

X—> + cc 


- Vx) ■ 


Vx + a + Vx 
Vx + a + Vx 


= lim . -P = 0. 

Vx + a + Vx 


ASINTOTAS HORIZONTALES 

En terminos geometricos, la afirmacion 

lim fix) = L 

J-^+CO 
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Figura 4.7.5 Geometria de la definicidn de asintota horizontal 

significa que el punto (jc,/(*)) sobre la curva y = f(x) tiende a la recta horizontal 
y - L cuandox —> +<». En particular, con los numerosMy £de la condition de la 
ecuacion (5), la parte de la curva para la que x > M esta entre las rectas 
horizontales y = L-eyy = L + £ (figura 4.7.5). Por tanto, decimos que la recta 
y = Le s una asintota horizontal de la curva y =f(x) si 

lim f(x) = L o lim f(x) = L. 


EJEMPLO 4 Trace la grafica de f(x) = x/(x - 2). Indique cualquier asintota 
horizontal o vertical. 



Solution Observemos primero que* = 2 esuna asintota vertical pues |/(x) | —> -H>o 
cuando x ^>2. Ademas, 

1 1 


lim 


x — 2 


= lim 


i-i 

x 


1 - 0 


= 1 . 


Asi, la rectay = 1 es una asintota horizontal. Las primeras dos derivadas 
de / son 


Asintota vertical 

x = 2 


fix) = - 


Figura 4.7.6 

ejemplo 4 


(* - 2) 2 


y /"(*) = 


(* - 2) 3 


f'(x) y f f '\x) no se anulan, de modo que la funcion/no tiene puntos criticos ni 
La grafica del puntos de inflexion. Como f'(x) < 0 para x ^ 2, vemos que/ (x) es decreciente en 

los intervalos abiertos (-*», 2) y (2, +oo). Y como f"{x) < 0 para x < 2, mientras 
que/ x ) > 0 para * > 2, la grafica de/es concava hacia abajo en (-°°, 2) y conca- 
va hacia arriba en (2, +<»). La grafica de/aparece en la figura 4.7.6. 


Las tecnicas para el trazo de curvas de las secciones 4.5 y 4.6, junto con las 
de esta seccion, se pueden resumir mediante una serie de pasos. Si sigue estas 
instrucciones de manera relajada, no rigida, obtendra un esquema cualitativamente 
preciso de la grafica de una fiincion f 
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1. Resuelva la ecuacion f'{x) = 0 y determine tambien los puntos donde f\x) no 
exista. Esto nos da los puntos criticos de f Observe si la recta tangente es 
vertical, horizontal, o no existe en cada punto critico. 

2. Determine los intervalos en los que/es creciente y aquellos donde es decre- 
ciente. 

3. Resuelva la ecuacion f"{x) = 0 y determine tambien los puntos donde/"(*) no 
existe. Estos son los posibles puntos de inflexion de la grafica. 

4. Determine los intervalos en los que la grafica de/es concava hacia arriba y 
aquellos en donde es concava hacia abajo. 

5. Determine (si existen) las intersecciones de la grafica con los ejes. 

6. Localice y etiquete los puntos criticos, los posibles puntos de inflexion y las 
intersecciones con los ejes. 

7. Determine las asintotas (si existen), las discontinuidades (si existen) y parti- 
cularmente el comportamiento de f(x) y f'(x) cerca de las discontinuidades de 
f Determine tambien el comportamiento de/(x) cuandox —» +o° y * —» -oo. 

8. Por ultimo, una los puntos localizados, mediante una curva que sea consistente 
con la information recolectada. Recuerde que las esquinas son raras y que las 
secciones rectas de una grafica son aim mas raras. 

Puede seguir estos pasos con un orden conveniente y omitir todos los que 

presenten dificultades de calculo. Muchos problemas requieren menos de los ocho 

pasos; vease el ejemplo 4. Pero el ejemplo 5 requiere de todos los pasos. 

EJEMPLO 5 Trace la grafica de 


fix) = 


2 + x - x 2 

(x- l) 2 


Solution Observamos de inmediato que 

lim/M = +oo, 

pues el numerador tiende a 2 cuando x —» 1, mientras que el denominador tiende 
a cero con valores positivos. Asi, la recta x = 1 es una asintota vertical. Ademas, 


lim 

*—►±00 


2 + * - * 2 
(x- l) 2 



= - 1 , 


de modo que la recta y = - 1 es una asintota horizontal. 

A continuation, aplicamos la regia del cociente y simplificamos para deter- 
minar que 


Asi, el unico punto critico en el dominio de/es x = 5, y localizamos el punto 
(5, /(5)) = (5, -1.125) en un piano de coordenadas adecuado y senalamos ahi la 
tangente horizontal. Para determinar el comportamiento creciente o decreciente 
de/ usamos el punto critico x = 5 y el punto x = 1 (donde/' no esta definida) para 
separarelejex en intervalos abiertos. He aqui los resultados. 
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Figura 4.7.7 Graficacion de la 
funcion del ejemplo 5 


Intervalo 

(x - l) 3 

x - 5 

fix) 

/ 

(- 00 , 1) 

Neg. 

Neg. 

Pos. 

Creciente 

(1,5) 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Decreciente 

(5, + 00 ) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Creciente 


Despues de algunas simplificaciones, determinamos la segunda derivada 


/"(*) 


2(7 - x) 
(x- l) 4 


El unico punto de inflexion posible esta en x = 7, correspondiente al punto 
(7, -j ) en la grafica. Usamos x=lyx=\ (donde/" no esta definida) para separar 
el ejex en intervalos abiertos. La estructura de concavidad de la grafica se puede 
deducir con la ayuda de la siguiente tabla. 


Intervalo 

(X - l) 4 

1 - X 

fix) 

/ 

(-00, 1) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Concava hacia arriba 

(1,7) 

Pos. 

Pos. 

Pos. 

Concava hacia arriba 

(7, =c) 

Pos. 

Neg. 

Neg. 

Concava hacia abajo 


La intersection de/con el ejey es (0,2) y la ecuacion 2 + x - x 2 = 0 proporciona 
las intersecciones con el ejex (-1, 0) y (2, 0). Localizamos estas intersecciones, 
trazamos las asintotas y por ultimo graficamos con la ayuda de ambas tablas; su 
information aparece ahora en el ejex de la figura 4.7.7. 



Algunas asintotas estan inclinadas: no todas las asintotas son horizontales o 
verticales. La recta no vertical y = mx + b es una asintota para la curvay =f(x) si 
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(7a) 


lim [f(x) - (mx + b)] = 0 

*—» + co 

o 

lim [/(jc) - (mx + b)] = 0 (7b) 

(o ambos). Estascondiciones significanquecuando x—>+°°ox— »- (o ambos), 
la distancia vertical entre el punto (*,/(*)) sobre la curva y el punto (jc, mx + b) 
sobre la recta tiende a cero. 

Supongamos que/(jc) =p(x)lq(x) es una funcion racional para la que el grado 
de p es mayor en una unidad que el grado de q. Entonces, al dividir p(x) entre q(x), 
obtenemos que/( jc) tiene la forma 

fix) = mx + b + g(x), 

donde 


lim g(x ) = 0. 

Asi, la recta no vertical y - mx + b es una asintota de la grafica de y =f (jc). Tal 
asintota es una asintota oblicua. 


EJEMPLO 6 Trace la grafica de 

fix) = 


X 2 + X - 1 
* - 1 


Solucidn La division sugerida antes toma la forma 

x + 2 


x - ljjc 5 



Asi, 


* - 1 
x 

2x - 1 
2x - 2 

1 


f(x) = x + 2 + 


1 


jc — 1 

Por tanto, y = x + 2 es una asintota de la curva. Ademas, 

lim | f(x) | = +<», 

x-*\ 

de modo que* = 1 es una asintota vertical. Las dos primeras derivadas de/ 

1 x(x - 2) 


son 


Figura 4.7.8 Una funcion con 
asintotay = x + 2 (ejemplo 6) 


fix) = 1 - 


rw = 


(x - l) 2 (X - l) 2 


(x- l) 3 ’ 

Esto implica que / tiene puntos criticos en* = 0yen* = 2 pero no tiene puntos de 
inflexion. El signo de/' nos indica que/es creciente en (-°o, 0) y en (2, +oo) ? e s 
decreciente en (0, 1) y en (1, 2). El analisis de/"(*) revela que/es concava hacia 
abajo en (-oo, 1) y concava hacia arriba en (1, +«>). En particular,/(0) = 1 es un 
valor maximo local, y/(2) = 5 es un valor minimo local. La grafica de/se parece 
a la de la figura 4.7.8. 
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4.7 Problemas 


Analice los limites de losproblemas 1 a 16. 


1. lim 

x—► + 

3. lim 

X —»1 

5. lim 

X-»+0 

7. lim 

x—* — 

9. lim 

x —*4 

11. lim 


x + 1 

X 2 + X - 2 

l‘ X - 1 

2x 2 - 1 
x 2 - 3jc 
X 2 + 2x + 1 
-1 (jc + l) 2 


x — 4 
Vx — 2 
8-^ 
2 + x 


13. lim 


4x 2 - x 


+» V x 2 + 9 


x 2 + 1 
x 2 — 1 

x 2 - x - 2 

***** , 

X->1 JC - 1 

JC 2 + 3jc 
x—-oo jc 3 — 5 

5jc 3 - 2jc + 1 
x->+» 7 jc 3 + 4jc 2 — 2 


2. lim 

x—► 

4. lim 

x—* 1 

6. lim 

X—*—o 

8. lim 


10. lim 


12. lim 


2jc + 1 
JC — jc Vjc 
2jc 2 - 17 


15. lim (Vjc 2 + 2jc - jc) 


-^jc 3 - 2jc + 27 

^x 3 - 8x + 1 
14. lim ---*-- 

3jc — 4 

16. lim (2x — V4x 2 — 5x) 


Aplique sus conocimientos de limites y asintotas para 
relacionar cada funcion en los problemas 17 a 28 con 
su grafica con asintotas en algunos de los doce incisos 
de la Jigura 4.7.9. 


17. fix) 
19. fix) 

21. fix) 
23. fix) 
25. fix) 
27. fix) 


1 

x - 1 

1 

(x - l) 2 

1 

X 2 - 1 
X 

x 2 - 1 

X 

X - 1 


X - 1 


18. fix) 
20. fix) 
22. fix) 


24. fix) 
26. fix) 
28. fix) 


1 

1 - x 

1 

(1 - X) 2 

1 

1 - X 2 
X 

1 - X 2 


X 2 - 1 


X 2 - 1 




(a) x <b) x 

Figura 4.7.9 Problemas del 17 al 28 
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-4 -2 024 -40 4 

(c) x (d) x 



-4 0 4 


(e) x 



(f) x 




(g) X (h) 
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Trace la grafica de cada una de las funciones en los proble- 
mas 29 a 54. Identifiquey eiiqueie todos los extremos, puntos 
de inflexion , intersecciones con los ejesy asintotas. Muestre 
la estructura de concavidad con claridad, asi como el com- 
portamiento de la grafica para \ x \ grande y para x cerca de 
las discontinuidades de la funcion. 


29. f{x) = 
31. fix) = 
33. fix) = 
35. fix) = 
37. fix) = 
39.. fix) = 


x — 3 
3 

ix + 2) 2 

1 

(2x - 3) 3 


* 2 + 1 


* 2 - 9 


x 2 + x - 6 


41. fix) = x + - 
x 


43. fix) = 
45. fix) = 


a: - 1 

1 

ix ~ l) 2 


30. fix) = 
32. fix) = 
34. fix) = 
36. fix) = 
38. fix) = 
40. fix) = 


5 - x 


(3 - x) 2 
x + 1 
a: - 1 
lx 

X 2 + 1 


2x 2 + 1 
* 2 - lx 

42. fix) = lx+ - 2 


44. fix) = 
46. fix) = 


iy_ - 5x 2 + 4x 
x 2 - lx + 1 

1 


* 2 - 4 


47. fix) = 

49. fix) = 

50. fix) = 

51. fix) = 
53. fix) = 


a: + 1 


48. fix) = 


1 


(* + D 3 


1 


ix - l)(x + l) 2 
x 2 — 4 


x 3 — 4 


55. Supongaque 

Observe que 


52. fix) = 
54. fix) = 

/« = * 2 + - . 


* 2 - 1 
x 2 + 1 
x - 1 


lim [fix) - x 2 ] = 0, 

JC -»±00 

de modo que la curva y =f(x) tiende a la parabola^= x 2 cuando 
jc ±oo. Use esta observacion para realizar un trazo preciso 
de la grafica de/ 

56. Use el metodo del problema 55 para obtener un trazo 
preciso de la grafica de 


fix) = x> 


12 

x - 1 


Capltulo 4 Repaso: dehniciones, conceptos, resultados 


Use la siguienle lista como una guiapara los conceptos 
que tal vez necesite repasar. 

1. Incremento Ay 

2. Diferencial dy 

3. La formula de la aproximacion lineal 

4. Reglas de derivacion en forma diferencial 

5. Funciones crecientes y funciones decrecientes 

6. Significado del signo de la primera derivada 

7. El teorema de Rolle 

8. El teorema del valor medio 

9. Consecuencias del teorema del valor medio 

10. Criterio de la primera derivada 

11. Problemas de maximos y minimos en intervalos 
abiertos 


12. Graficas de polinomios 

13. Calculo de derivadas de orden superior 

14. Funciones concavas hacia arriba y concavas hacia 
abajo 

15. Criterio de concavidad 

16. Criterio de la segunda derivada 

17. Puntos de inflexion 

18. Criterio del punto de inflexion 

19. Limites infinitos 

20. Asintotas verticales 

21. Limites cuando x —> ±°o 

22. Asintotas horizontales 

23. Asintotas oblicuas 

24. Tecnicas para el trazo de curvas 


Capltulo 4 Problemas diversos 


En los problemas 1 a 6, escriba dy en terminos de xy dx. 

1 . y = (4x - x 2 ) 3/2 2. y = 8x 3 Vx 2 + 9 3. y = ^ ^ | 4. y =sen:t 2 
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5. y = x 2 cos Vi 6 . y = —-— 

sen 2x 

En losproblemas 7 a 16, estime el numero dado mediante una 
aproximacion lineal. 

7. V6401 (Note que 80 2 = 6400.) 

8 1 
* 1.000007 

9. (2.0003) 10 (Observe que 2 10 = 1024.) 

10. ^999 (Observe que 10 3 = 1000.) 

11. Vl005 12. ^62 13. 26 3/2 

14. >^30 15. Wi 16. V'lOOO 

En los problemas 17 a 22, estime el cambio en la cantidad 
indicada mediante una aproximacion lineal. 

17. El volumen V= s } de un cubo, si la Iongitud de su arista 
s aumenta de 5 a 5.1 puJgadas. 

18. El area A = nr 1 de un circulo, si su radio r disminuye de 
10 a 9.8 cm. 

19. El volumen V = ^ 7tr l de una esfera, si su radio r aumenta 
de 5 a 5.1 cm. 

20. El volumen V= 1000//? pulgadas cubicas de un gas, si la 
presion desciende de 100 a 99 libras/pulgada cuadrada. 

21. El periodo de oscilacion r= 2/rVZ/32 de un pendulo, si 
su Iongitud L aumenta de 2 pies a 25 pulgadas. (El tiempo T 
esta en segundos.) 

22. El tiempo de vida L = 1 0 }0 /E l} horas de una lampara con 
un voltaje aplicado de E voltios (V), si el voltaje aumenta de 
110 V a 111 V. Compare su resultado con el descenso real del 
tiempo de vida. 


Si el teorema del valor medio se aplica a la funcion fen el 
intervalo [a, b /, esto garantiza la existencia de una solucion 
c en el intervalo (a, b) de la ecuacion 


f'(c) 


m - f(a) 

b — a 


En los problemas 23 a 28, se dan una funcion fy un intervalo 
[a, b]. Verifique que f satisface las hipotesis del teorema del 
valor medio en [a, b]. Use entonces la ecuacion dada para 
determinar el valor del numero c. 


23. /( x) = x - [1,3] 

X 

24. fix) = x 3 + x - 4; [-2, 3] 
25 ./« = * 3 ; [-1,2] 

26. f(x) = x 3 \ [-2,1] 

27. f(x) — yx 5 ; [-1,2] 

28. f{x) = [0, 4] 


Trace las grdficas de las funciones en los problemas 29 a 33. 
Indique el maximo y el minimo local de cada funcion y los 


intervalos en donde es creciente o decreciente. Muestre la 
estructura de concavidad de lagrafica e identifique todos los 
puntos de inflexion. 

29. /( x ) = jc 2 - 6jc + 4 

30. f{x) — 2jc 3 - 3jc 2 - 36jc 

31. f(x) = 3jc 5 — 5jc 3 + 60jc 

32. fix) = (3 - x)Vx 

33. fix) = (1 — x) 

34. Muestre que la ecuacion jc 5 + x = 5 tiene exactamente una 
solucion real. 

Calcule las primeras tres derivadas de las funciones en los 
problemas 35 a 44. 


35. /(jc) = jc 3 - 2jc 


37. git) = \- 


1 


t It + 1 

39. fit) = 2/ 3/2 - 3/ 4/3 40. gix) = 

t + 2 


41. hit) = 

t - 2 

43. gix) = V5 - 4x 


36. fix) = ix + l) 100 
38. hiy) = V3j - 1 
1 


x 2 + 9 


42. fiz) = V~z + -fp 


44. git) = 


8 


(3 - ty /2 


En los problemas 45 a 52, calcule dy/dx y cPy/dx 2 bajo la 
hipotesis de quey esta definida de manera implicita como una 
funcion de x mediante la ecuacion dada. 


45. jc 1/3 + y x/3 = 1 
47. y 5 - 4y + 1 = Vjc 
49. jc 2 + y 2 = 5xy + 5 
51. y 3 - y = x 2 y 


46. 2jc 2 - 3jcjy + 5y 2 — 25 
48. sen jc y = xy 
50. jc 5 +xy 4 = 1 
52. (jc 2 - y 2 ) 2 = 4jc y 


Trace las grdficas de las funciones en los problemas 53 a 72, 
indicando todos los puntos criticos, puntos de inflexion y 
asintotas. Muestre claramente la estructura de concavidad. 


59. f{x) = 
61. fix) = 


= X* - 32* 

54. fix) 

= 18* 2 - * 4 

= x 6 - 2x 4 

56. fix) 

m 

1 

* 

> 

II 

= xV4-x 

58. fix) 

JC - 1 

JC + 2 

_x 2 + \ 

60. fix) 

JC 

~ X 2 - 4 

* 2 - * - 2 

2* 2 

62. fix) 

* 3 

jc 2 - jc - 2 

JC 2 - 1 

1 

TT 

* 

m 

II 

64. fix) 

= jc 4 - 2jc 2 

* 2 

* 2 - 1 

66. fix) 

= jc 3 - 12jc 

= -10 + 6* 2 - 

* 3 
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68 . Ax) 


y que 

69. /( x) 

71. f{x) 

72. f(x) 


fix) = - 
fix) = 


observe que 

(x - 1)U + 1) 


(jc 2 + l) 2 
2 jc(jc 2 - 3) 


(jc 2 + l) 3 ' 

jc 3 - 3jc 70. f(x) = X 4 - \2x 2 

x 3 + jc 2 - 5x + .3 

1 1 
“ + ~ 

X X 


73. La funcion 


f(x) = 


1 

JC 2 + 2jc + 2 


tiene un valor maximo, y solo uno. Determinelo. 

74. Usted necesita un recipiente cilindrico, sin tapa, con un 
volumen de un pie cubico. La parte cilindrica del recipiente 
se fabrica con aluminio y el fondo de cobre. El cobre es cinco 
veces mas caro que el aluminio. ^Que dimensiones minimi- 
zarian el costo total del recipiente? 

75. Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de 
4500 cm 3 . Si su fondo es un rectangulo cuyo largo es el doble 
de su ancho, ^que dimensiones minimizarian el area total del 
fondo y los cuatro lados de la caja? 

76. Una pequena caja rectangular debe tener un volumen de 
324 pulgadas cubicas. Su fondo es cuadrado y cuesta el doble 
(por pulgada cuadrada) que la tapa y los cuatro lados. ^Que 
dimensiones minimizarian el costo total del material necesa- 
rio para hacer la caja? 

77. Usted debe fabricar una pequena caja rectangular con un 
volumen de 400 pulgadas cubicas. El fondo es un rectangulo 
cuyo largo es el doble del ancho. El fondo cuesta 7 centavos 
la pulgada cuadrada; la tapa y los cuatro lados de la caja 
cuestan 5 centavos la pulgada cuadrada. ^Que dimensiones 
minimizarian el costo de la caja? 

78. Suponga que /(jc) es un polinomio cubico con exacta- 
mente tres raices reales distintas. Demuestre que las dos raices 
de /'(jc) son reales y distintas. 

79. Suponga que cuesta 1 + (0.0003)v 3/2 dolares por milla 
operar un camion a v mi I las por hora. Si existe un costo 
adicional (como el salario del conductor) de $10/hora, ^que 
velocidad minimizaria el costo total de un viaje de 1000 
millas? 

80. Los numeros a h a 2 , . . . , a n estan fijos. Determine una 
formula sencilla para el numero jc tal que la suma de los 
cuadrados de las distancias de jc a los n numeros dados sea lo 
mas pequena posible. 

81. Trace la curva y 2 - jc(jc - 1 )(jc - 2), indicando que consta 
de dos partes, una acotada y la otra no acotada, y que tiene 
dos rectas tangentes horizontal es, tres rectas tangentes verti- 
cales y dos puntos de inflexion. [ Sugerencia : Observe que la 
curva es simetrica con respecto del ejejc y comience determi- 
nando los intervalos donde el producto x(x - l)(;c - 2) es 


positivo. Calcule dy/dx y (Py/dx 2 mediante derivation impli- 
cita.] 

82. Una granjera quiere cercar un terreno rectangular con un 
area de 2400 pies cuadrados. Tambien quiere utilizar algo de 
cerca para construir una division interna paralela a dos de las 
secciones del borde (figura 4.PD.1). ^Cual es la longitud 
minima total de cerca que requiere este proyecto? Verifique 
que su respuesta es el minimo global. 



Figura 4.PD.1 La cerca del problema 82 

83. Otro granjero desea cercar un terreno rectangular con un 
area de 1800 pies cuadrados. Tambien desea utilizar algo de 
cerca para construir dos cercas intemas de division, ambas 
paralelas a las mismas secciones exteriores del borde (figura 
4.PD.2). ^Cual es la longitud minima total de cerca que 
requiere este proyecto? Verifique que su respuesta es el 
minimo global. 



Figura 4.PD.2 La cerca del problema 83 

84. Una tercera granjera desea cercar un terreno rectangular 
de area 2250 m 2 . Ella tambien desea usar una cerca adicional 
para construir tres cercas intemas de division, todas ellas 
paralelas a las mismas secciones exteriores del borde. ^Cual 
es la longitud minima total que requiere este proyecto? Veri¬ 
fique que su respuesta es el minimo global. 

85. Un ultimo granjero desea cercar un terreno rectangular de 
area A pies cuadrados. Tambien desea usar una cerca adicio¬ 
nal para construir n (un entero fijo positivo no especificado) 
cercas intemas de division, todas ellas paralelas a las mismas 
secciones exteriores del borde. ^Cual es la longitud minima 
total que requiere este proyecto? Verifique que su respuesta 
es el minimo global. 

86. ^Cual es la longitud del segmento de recta mas corto que 
esta contenido en el primer cuadrante, con sus extremos en 
los ejes y que es tangente a la grafica dey = 1/jc 2 ? Verifique 
que su respuesta es el minimo global. 

87. Un triangulo rectangulo se forma en el primer cuadrante 
mediante un segmento de recta que es tangente a la grafica de 
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y = 1 lx 2 y cuyos extremos estan en los ejes. ^Existe un area 
maxima posible para tales triangulos? ^Existe un minimo? 
Explique sus respuestas. 

88. Se forma un triangulo rectangulo en el primer cuadrante, 
con un segmento de recta tangente a la grafica de y = 1/jc y 
cuyos extremos estan sobre los ejes. ^Existe un area maxima 
posible para dicho triangulo? ^Existe un minimo? Explique 
sus respuestas. 

89. Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen 
de 288 pulgadas cubicas y el largo de su base debe medir 
exactamente el triple de su ancho. ^Cual es el area superficial 
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es 
el minimo global. 

90. Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen 
de 800 pulgadas cubicas y el largo de su base debe medir 
exactamente cuatro veces su ancho. ^Cual es el area superfi¬ 
cial minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta 
es el minimo global. 

91. Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen 
de 225 pulgadas cubicas y el largo de su base debe medir 
exactamente cinco veces su ancho. ^Cual es el area superficial 
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es 
el minimo global. 

92. Una caja rectangular (con tapa) debe tener un volumen V 
y el largo de su base debe medir exactamente n veces su ancho 
(n es un entero positivo fijo). ^Cual es el area superficial 
minima posible de dicha caja? Verifique que su respuesta es 
el minimo global. 

93. La grafica de/(.v) = jc 1/3 (1 -jc ) 2/3 se muestra en la figura 
4.PD.3. Recuerde (seccion 4.7) que esta grafica tiene una 


asintota oblicua con la ecuacion y = mx + b si 

lim [/(jc) - (mx + b)] = 0 o bien 

jr—► + » 

lim [/(jc) - (mx + 6)] = 0. 

(Los valores de m y b pueden ser distintos en los dos casos 
jc -4 +°o y jc -4 -oo.) La grafica parece tener dicha asintota 
cuando jc -4+oo. Determine m evaluando 



Jf-^+OO JC 

Determine a continuacion b evaluando 
lim [/(jc) - mx]. 

X—» + » 

Por ultimo, determine my b para el caso jc -4 -oo 



Figura 4.PD.3 La grafica de y =f (jc) del problema 93 
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C APITULO 



La integral 


□ Arquimedes de Siracusa fue el 
mas grande matematico de la era 
antigua desde el siglo Va.C. hastael 
siglo n d.C., cuando se sembro la 
semilla de las matematicas moder- 
nas, en las comunidades griegas ubi- 
cadas principalmente a orillas del 
mar Mediterraneo. Fue famoso en su 
tiempo por sus inventos mecanicos: 

llamado tomillo arquimediano, 
^ara bombear agua, dispositivos de 
palanca y polea (“dadme un punto 
de apoyo y movere al mundo”), un 
planetario que duplico los movi- 
mientos de los cuerpos celestes de 
manera tan precisa que mostraba los 
eclipses del sol y de la luna, y las 
maquinas de guerra que aterraron a 
los soldados romanos en la batalla 
de Siracusa, durante la cual fue 
muerto Arquimedes. Pero se decia 
que para el mismo Arquimedes, es- 
tos inventos eran simplemente una 
“distraccion de la geometria enjue- 
go”; sus obras se dedicaban a las 
investigaciones matematicas. 

□ Arquimedes llevo a cabo mu- 
chos de los calculos de area y volu- 
men que ahora usan calculo integral: 
desde areas de circulos, esferas y 
segmentos de secciones conicas 
hasta volumenes de conos, esferas, 
elipsoides y paraboloides. Se habia 
demostrado con anterioridad, en los 
Elementos de Euclides, que el area 


A de un circulo es proporcional al 
cuadrado de su radio r, de modo que 
A = nr 1 para alguna constante de 
proporcionalidad n. Pero fue Arqui¬ 
medes quien aproximo con precision 
el valor numerico de n y mostrando 
que su valor esta entre el 3^ memo- 
rizado por los ninos de las escuelas 
de educacion elemental y la cota 
inferior 3^. Euclides tambien de- 
mostro que el volumen V de una 
esfera de radio r esta dado por K = 
fir 1 (//constante), pero fue Arquime¬ 
des quien descubrio (y demostro) 
que // = 47tr/3. Tambien descubrio 
las formulas de volumen ahora tan 
familiares V- m^h y V= j n^h para 
un cilindro y un cono, respectivamen- 
te, con base de radio r y altura h. 

□ Se sospecho por mucho tiempo 
que Arquimedes no habia descu- 
bierto originalmente sus formulas 
de areas y volumenes por medio de 
los argumentos basados en limites 
que empleo para establecerlos rigu- 
rosamente. En 1906 fue redescu- 
bierto, virtualmente por accidente, 
un tratado arquimediano titulado El 
Metodo , perdido desde la antigue- 
dad. En el, Arquimedes describia un 
“metodo de descubrimiento” basado 
en un empleo de los infinitesimales 
muy parecido al utilizado durante la 
invencion y exploracion del calculo 
en los siglos xvily XVIIL 


□ Como conmemoracion de sus 
formulas de la esfera y el cilindro, 
Arquimedes pidio que en su lapida 
se grabara una esfera inscrita en un 
cilindro circular. Si la altura del 
cilindro es h - 2r y ^puede verificar 
que las areas totales de la superficie 
A c y A e del cilindro y la esfera y 
sus volumenes V c y V* se relacio- 
nan mediante las formulas de Ar¬ 
quimedes 

A E = \A C y v E = \v c ? 

Asi, los volumenes y areas de las 
superficies de la esfera y el cilindro 
tienen la misma razon 2:3. 








Introduction 



X x 


Figura 5.1.1 El problema de la 
recta tangente motiva el c&lculo 
diferencial 

\y 



a b x 


Figura 5.1.2 El problema del 
area motiva el calculo integral 


5.2 

Antiderivadas o 
primitivas y 
problemas con 
condiciones iniciales 


Los capitulos 1 a 4 tratan el calculo diferencial, una de las dos partes estrecha- 
mente relacionadas del calculo. El calculo diferencial se centra en el concepto de 
derivada. Recordemos que la motivacion original para la derivada fue el problema 
de definir las rectas tangentes a las graficas de las funciones y el calculo de las 
pendientes de dichas rectas (figura 5.1.1). Sin embargo, la importancia de la 
derivada se basa en su aplicacion a diversos problemas que parecen tener poca 
conexion con las rectas tangentes a las graficas en una primera inspection. 

El calculo integral se basa en el concepto de la integral La definition de la 
integral es motivada por el problema de definir y calcular el area de la region que 
se encuentra entre la grafica de una funcion de valores positivos fy el eje x en un 
intervalo cerrado [a, b]. El area de la region R de la figura 5.1.2 esta dada por la 
integral de/de a a b y denotada por el simbolo 



Pero la integral, asi como la derivada, es importante debido a su aplicacion a 
muchos problemas que aparentan tener poca relation con dicha motivacion 
original: problemas que implican movimiento, velocidad, crecimiento de pobla- 
ciones, volumen, longitud de arco, area de una superficie y centro de gravedad, 
entre otros. 

El teorema principal de este capitulo es el teorema fundamental del calculo 
de la seccion 5.6, el cual proporciona una conexion vital entre las operaciones de 
derivation e integration, la que proporciona un metodo eficaz para calcular el 
valor de las integrales. Veremos que en vez de encontrar la derivada de la funcion 
f(x) de la ecuacion (1), necesitamos determinar una nueva funcion F(x) cuya 
derivada sea f(x): 

F'(x) = f(x). (2) 

Asi, necesitamos “derivar en orden inverso” Por consiguiente, comenzamos en la 
seccion 5.2 con el estudio de la antiderivacion. 


El lenguaje del cambio es el lenguaje natural para establecer las leyes y principios 
eientificos. Por ejemplo, la ley de enfriamiento de Newton dice que la razon de 
cambio de la temperatura Tde un cuerpo es proporcional a la diferencia entre T y 
la temperatura del medio ambiente (figura 5.2.1). Es decir, 

f - -«T - A (1) 

donde k es una constante positiva y A , que normalmente se considers constante, 
es la temperatura ambiente. De manera analoga, la razon de cambio de una 
poblacion P con tasas constantes de natalidad y mortalidad es proporcional al 
tamano de la poblacion: 



Figura 5.2.1 La ley de enfriamiento de Newton, 
ecuacidn (1), describe el enfriamiento de una roca caliente 
en agua ffia 
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= kP (k constante) 


Volumen V I 


Figura 5.2.2 La ley de 
Torricelli, ecuacibn (3), describe 
el desague de un tanque de agua 


Funci6n 

fix) 

Primitiva 

F(x) 

1 

X 

2x 

X 2 

x 3 

i* 4 

COS X 

sen x 

sen 2x 

- 5 cos 2x 


Figura 5.2.3 Algunas primitivas 




Figura 5.2.4 La derivacidn y la 
antiderivacidn son opuestas 


La ley de Torricelli (figura 5.2.2) dice que la razon de cambio del volumen Kde 
agua en un tanque que se vacia es proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad 
y del agua; es decir, 

dV r 

— = -kvy (it constante) (3) 

dt 

Los modelos matematicos de las situaciones del mundo real implican con frecuen- 
cia ecuaciones con derivadas de las funciones desconocidas. Estas ecuaciones, 
incluyendo las ecuaciones (1) a (3), son ecuaciones diferenciales. 

El tipo mas sencillo de una ecuacion diferencial tiene la forma 

fx = /W> (4) 

donde /es una funcion dada (conocida) y la funciony(x) es desconocida. El proceso 
de determinar una funcion a partir de su derivada es opuesto a la derivacion y por 
ello se llama antiderivacion. Si podemos determinar una funcion y(x) cuya 
derivada sea f{x), 

y\x) =/(*), 

entonces decimos queyfjc) es una primitiva (o antiderivada) de f{x). 

Dcfinicion Antiderivada oprimitiva 

Una antiderivada o primitiva de la funcion/es una funcion Ftal que 
F{x)=f{x) 

siempre y cuando f{x) este definida. 


La tabla de la figura 5.2.3 muestra algunos ejemplos de funciones, cada uno 
con sus primitivas. La figura 5.2.4 ilustra las operaciones de derivacion y antide¬ 
rivacion, comenzando con la misma funcion f(x) y siguiendo en direcciones 
opuestas. La figura 5.2.5 ilustra que la derivacion “anula” el resultado de la 
antiderivacion, la derivada de la primitiva de f{x) es la funcion original f(x). 



Antiderivacion 


Derivacion 



Figura 5.2.5 La derivacion 
anula el resultado de la 
antiderivacion 


EJEMPLO 1 Dada la funcion f (x) = 3X 2 , entonces F(x) = jc 3 es una primitiva 
de f(x) = 3X 2 , como tambien lo son las funciones 
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X 


Figura 5.2.6 Grificadey^ + C 
para distintos valorem de C 



X 


Figura 5.2.7 Grafica dey = x* + C 
para distintos valores de C 



-4 -2 0 2 4 


X 

Figura 5.2.8 Grafica de 
y = sen x + C para distintos 
valores de C 


G(x) = x 3 + 17, H(x) = jc 3 + 7r y A'(x) — x 3 — V2. 

En realidad, J(x) = x 3 + C es una primitiva de/(x) =- 3X 2 para cualquier eleccion 
de la constante C . 


Asi, una sola funcion tiene muchas primitivas, mientras que una funcion solo 
puede tener una derivada. Si F(x) es una primitiva de/(x), tambien lo es F(x) + 
C para cualquier eleccion de la constante C. El reciproco de esta proposici 6 n es 
mas sutil: si F(x) es una primitiva de/(x) en el intervalo /, entonces toda primitiva 
de/(x) en I es de la forma F(x) + C. Esto es una consecuencia directa del corolario 
2 del teorema del valor medio de la seccion 4.3, segun el cual dos funciones con 
la misma derivada en un intervalo difieren solamente por una constante en ese 
intervalo. 

Asi las graficas de dos primitivas F(x) + C] y F(x) + C 2 de la misma funcion 
/(x) en el mismo intervalo / son “paralelas”, en el sentido ilustrado en las figuras 
5.2.6 a 5.2.8. Aqui vemos que la constante Ces la distancia vertical entre las curvas 
y = F(x) y y = F(x) + C para cada x en /. Esta es la interpretacion geometrica del 
teorema 1 . 


Teorema 1 La primitiva mds general 

Si F(x) = / (x) en cada punto del intervalo abierto /, entonces cada 
primitiva G de/en I tiene la forma 

G(x) = F(x) + C, (5) 

donde C es una constante. 


Asi, si Ft s cualquier primitiva de/en el intervalo /, entonces la primitiva mas 
general de/en I tiene la forma F(x) + C, como en la ecuacion (5). La coleccion 
de todas las primitivas de la funcion f(x) es conocida como la integral indefinida 
de/con respecto de x y se denota 

J f(x) dx. 

Con base en el teorema 1 , escribimos 

J /(x) dx = F(x) + C, ( 6 ) 

donde F(x) es una primitiva particular de/(x). Por tanto, 

J f(x) dx = F{x) + C si y solo si F'(x) = f(x). 

El simbolo de la integral J es como una S mayuscula alargada. En realidad, es 
una S medieval, utilizada por Leibniz como una abreviacion de la palabra latina 
summa (“suma”). Pensamos la combinacion \ ■ ■ ■ dx como un solo simbolo; 
colocamos en el “espacio” la formula de la funcion cuya primitiva estamos 
buscando. Podemos considerar la diferencial dx como algo que especifica la 
variable independiente x tanto en la funcion f(x) como en sus primitivas. 
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EJEMPLO 2 Las entradas en la figura 5.2.3 nos llevan a las integrales indefmidas 

1 dx - x + C, 


2x dx = x 2 + C, 


x 3 rfjc = ^jc 4 + C, 


cos x dx — sen jc + C y 


J sen 2 x dx = — \ cos 2x + C. 

Puede verificar cada una de las formulas derivando el lado derecho. Ciertamente, 
esta es la manera segura de verificar cualquier antiderivacion: para verificar que 
F(x) es una primitiva de f(x ), calculamos F(x) para ver si obtenemos f(x). Por 
ejemplo, la derivacion 

D x (- \ cos 2 x + C) = - \ {-2 sen 2x) + 0 = sen 2x 
es suficiente para verificar la quinta formula de este ejemplo. 


La diferencial dx de la ecuacion (6) especifica que la variable independiente 
es x. Pero podemos describir una antiderivacion especifica en terminos de cual¬ 
quier variable independiente convenience. Por ejemplo, las integrales indefmidas 

j 3t 2 dt = t 3 + C, j 3 y 2 dy = y 3 + C y j 3u 2 du = u 3 + C 
significan exactamente lo mismo que 

J 3x 2 dx = x 1 + C. 

Cada formula de derivacion produce inmediatamente, por “inversion” de la 
derivacion, una formula integral indefinida correspondiente. Las, ahora familiares, 
derivadas de las funciones potencia y las funciones trigonometricas conducen a 
las formulas integrales establecidas en el teorema 2. 


Teorema 2 Algunas formulas integrales 


\x k dx=— -+ C (si^?t-l), 

J k + 1 

( 7 ) 

J 

cos kx dx = sen kx + C, 

(8) 

J 

sen kx dx = - ^ cos kx + C, 

( 9 ) 

J 

sec 2 kx dx = j tan kx + C, 

K 

(10) 
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Observaci6n jAsegurese de verificar por que aparece un signo menos en la 
ecuacion (9) pero no en la ecuacion (8)! 

Recuerde que la operation de derivacion es lineal, lo que significa 
D x [c/^*)] = cF\x) (donde c es una constante) 


y 

En la notation de antiderivacion, esto implica que 

J cf(x) dx = c J f(x) dx (c es una constante) (14) 

y 

J [/(*) ± g(*)] dx = J f(x) dx ± J g(x) dx. (15) 

Podemos resumir estas dos ecuaciones diciendo que la antiderivacion es lineal. 
En esencia, entonces, antiderivamos una suma de funciones antiderivando cada 
funcion individualmente. Esto es una antiderivacion termino a termino. Ademas, 
un coeficiente constante en cualquiera de los terminos es simplemente “acarreado 
por” la antiderivacion. 

EJEMPLO 3 Determinar 


X j + 3Vx - 


dx. 


Solution Como en la derivacion, preparamos la antiderivacion escribiendo las 
raices y los reciprocos como potencias con exponentes fraccionarios o negativos. 
Asi, 


r 

j 




3x 1/2 


4x~ 2 )dx 


= x 3 dx + 3 


x' /2 dx - 4 


x 2 dx [usando las ecuaciones (14) y (15)] 


x “> ^3/2 ^-i 

= — + 3 • —-4 • —- + C [usando la ecuacion (7)] 

4 2 _ t 

1 /- 4 

= -* 4 + 2xVx + - + C. 

4 x 
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Existe solo una “+C” ya que la via segura de verificacion implica que 
4 x 4 + 2X 23 + 4x~' es una primitiva particular. Por tanto, cualquier otra primitiva 
difiere de esta solamente por una (unica) constante C. 

EJEMPLO 4 

J (2 cos 3t + 5 sen 4r) dt 

= 2 J cos 3t dt + 5 J sen4f dr [usando las ecuaciones (14) y (15)] 

= 2(j sen 3 1) + 5(- j cos 4f) + C [usando las ecuaciones (8) y (9)] 
= f sen 3r — | cos 4r + C. 


La ecuacion (7) es la regia de la potencia “en sentido inverso”. La regia de la 
potencia generalizada en sentido inverso es 
r u k + 1 

J u k du = - - j + C (si k + -1), (16) 

donde 


u = g(x) y du = g(x) dx. 

EJEMPLO 5 Si u = x + 5 (de modo que du = dx), la ecuacion (16) implica 
J(x + 5 )'°dx = j^(x + 5)" + C. 

EJEMPLO 6 Queremos determinar 

20 

(4 - 5*) 3 

Planeamos usar la ecuacion (16) con u = 4 - 5x. Pero antes debemos obtener la 
deri vada du = -5 dx. La “regia de multiplicacion por una constante” de la ecuacion 
(14) nos pennite hacer esto: 


f 


20 


(4 - 5x) 


3 dx = 20 j (4 - 5*) 3 dx 


= ™ f (4 - 5*)- 3 (-5 dx) (17) 

= -4 J u~ 3 du (u = 4 - 5*, du = -5 dx) 
[Ecuacion (7) con k = -3], 


Asi, 


= - 4 .- + c 


20 


(4 - 5*) 3 


dx = 


(4 - 5x) : 


+ C. 


El paso clave esta en la ecuacion (17). Ahi multiplicamos por la constante -5 
dentro de la integral y compensamos eso al dividir entre -5 fuera de la integral. 


260 


Capitulo 5 / La integral 



Esto era necesario para reemplazar u por 4 - 5x y expresar la primitiva en terminos 
de la variable independiente original x. 


ECUACIONES DIFERENCIALES MUY SENCILLAS 

La tecnica de antiderivacion se puede usar con frecuencia para resolver una 
ecuacion diferencial de la forma particular 

% - ™ <i8) 
donde la variable dependiente y no aparece en el lado derecho. Resolver la 
ecuacion diferencial en la ecuacion (18) consiste simplemente en encontrar una 
funcion y(x) que satisfaga la ecuacion (18); es decir, una funcion cuya derivada 
sea la funcion dada f{x). Por tanto, la solucion general de la ecuacion (18) es la 
integral indefinida 

y(x) = I f(x)dx + C (19) 


de la funcion f(x). 

EJEMPLO 7 La solucion general de la ecuacion diferencial 


esta dada por 



2 



Jt 3 + c. 


Una ecuacion diferencial de la forma de la ecuacion (18) puede aparecer junto 
con una condicion inicial de la forma 

y(x 0 ) = yo. (20) 

Esta condicion especifica el valor y = y 0 que la funcion solucion y(x) debe tener 
en x =x 0 . Una vez que hemos determinado la solucion general de la ecuacion (19), 
podemos encontrar el valor de la constante C sustituyendo y =y 0 cuando x = x Q . 
Con este valor especifico de C, la ecuacion (19) da la solucion particular de la 
ecuacion diferencial en la ecuacion (18) que satisface la condicion inicial en 
la ecuacion (20). La combinacion 

^ = /(*)> y(x 0 ) = yo (21) 

de una ecuacion diferencial con una condicion inicial es llamada un problema 
con condicion(cs) inicial(es). 

EJEMPLO 8 Resuelva el problema con condicion inicial 

^ = 2x + 3, y( 1) = 2. (22) 


Scccion 5.2 / Antiderivadas o primitivas y problemas con condiciones iniciales 


261 





Figura 5.2.9 Soluci6n general 
y = jc 2 + 3jc + C de la ecuaci6n 
diferencial en la ecuaci6n (22) 
(ejemplo 8) 


Solution Por la ecuacion (19), la solution general de la ecuacion diferencial 
dy/dbc = 2jc + 3 esta dada por 

yW = J ( 2x + 3 )dx = x 2 + 3x + C. 

La figura 5.2.9 muestra la grafica y = jc 2 + 3jc + C para distintos valores de C. La 
solucion particular que buscamos corresponde a la curva de la figura 5.2.9 que 
pasa por el punto (1,2), que satisface la condicion inicial 

y( 1) = (0 2 + 3 ■ (1) + C = 2. 

Esto implica que 4 + C = 2, por lo que C - -2. Asi, la solution particular deseada 
es 

y(jt) = x 2 + 3jc - 2. 


observaci6n El metodo del ejemplo 8 puede describirse como “integrar ambos 
lados de una ecuacion diferencial” con respecto de jc: 


J 



dx 


(2x + 3)dx; 


y(x) = x 2 + 3jc 4 C. 


MOVIMrENTO RECTILINEO 


La antiderivacion nos permite, en muchos casos importantes, analizar el movi- 
miento de una particula (o “masa puntual”) en tenuinos de las fuerzas que actuan 
sobre esta. Si la particula se mueve con movimiento rectilmeo , a lo largo de una 
linea recta (el eje x, por ejemplo), bajo la influencia de una fuerza dada (posible- 
mente variable), entonces (como en la seccion 3.1) el movimiento de la particula 
queda descrito por su funcion de posicion 

X = x(t) 9 (23) 

que da su coordenada jc en el tiempo t (figura 5.2.10). La velocidad de la particula 
v(i) es la derivada, con respecto al tiempo, de su funcion de posicion, 


x(t) 


Posicion en 
el instante jt 


Figura 5.2.10 La funcion de 
posicibn x(t) de una particula que 
se mueve a lo largo del eje jc 


T 

I Tie 


*(0) - *o 1 Tiempo t = 0; 

0 velocidad V(0) = v Q 

Figura 5.2.11 Datos iniciales 
para el movimiento rectilineo 


, , dx ( v 

v(t) = —, (24) 

y su acclcracion a(t) es la derivada de su velocidad con respecto del tiempo: 

, \ _ dv d 2 x .... 

a{t) dt d(2 . (25) 

Enuna situacion tipica, se tiene la siguiente informacion (figura 5.2.11): 
a(t) la aceleracion de la particula; 

A'(0) = a'o su position initial, 
v(0) = v 0 su velocidad initial 

En principio, podemos proceder como sigue para determinar la funcion de posicion 
de la particula x(t). Primero resolvemos el problema con condicion inicial 


~T = a(t), v(0) = vo 

dt 


(27) 
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correspondiente a la funcion velocidad lit). Conociendo v(t ), entonces podemos 
resolver el problema con condicion inicial 

= u(f), *( 0 ) = x 0 (28) 

at 

para la funcion de posicion x(t) de la particula. Asi, determinamos x(t) a partir de 
los datos iniciales y de la aceleracion, dados en la ecuacion (26), resolviendo dos 
problemas sucesivos con condiciones iniciales. 


ACELERACI6N CONSTANTE 


La solucion de los problemas con condiciones iniciales en las ecuaciones (27) y 
(28) es mas sencilla cuando la aceleracion a es constante. Partimos de 


y antiderivamos: 


De modo que 



(i a es una constante) 



v(t) — at + Cj. 


(29) 


(30) 

(31) 


Para evaluar la constante C,, sustituimos el dato inicial v{ 0) = v 0 , lo que implica 

Vo = a -0 + Ci = Ci. 

En consecuencia, la ecuacion (31) se convierte en 

v(t) = at + vo. (32) 

Comox'(t) = v(t ), una segunda antiderivacion implica 


x(/) = u(/) dt 


- J (at + u 0 ) dt ; 
Jt(/) = 5 at 2 + v 0 t + C 2 . 
A l sustituir el dato inicial a(0) = x 0 obtenemos 


(33) 


jc 0 = \a ■ (0) 2 + uo-(0) + C 2 = C 2 . 


Asi, la funcion de posicion de la particula es 

*(/) = 5 at 2 + v 0 t + jc 0 . (34) 

ADVERTENCIA Las ecuaciones (32) y (34) solamente son validas en el caso de 
aceleracion a constante. No se aplican cuando la aceleracion varia. 

EJEMPLO 9 Las marcas de derrape de unos neumaticos indican que se han 
aplicado los frcnos durante una distancia de 160 pies antes de detenerse el 
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automovil. Supongamos que el automovil en cuestion tiene una desaceleracion 
constante de 20 pies/seg 2 bajo las condiciones del derrape. que velocidad 
viajaba el auto cuando se comenzo a frenar? 



Desaceleracion constante: a ~ -20 


Inicio 

t = 0 
AT= 0 
v = v 0 



Solucidn Con ffecuencia, la introduction de un sistema de coordenadas conve- 
niente es crucial para resolver con exito un problema fTsico. En este caso, 
consideramos el eje jc orientado positivamente en la direccion de movimiento del 
auto. Elegimos el orden de modo que x 0 = 0 cuando / = 0 (figura 5.2.12). En este 
sistema de coordenadas, la velocidad del auto v(t) es una funcion decreciente 
del tiempo / (en segundos), de modo que su aceleracion es a = -20 (pies/seg 2 ) y 
noa= +20. Por tanto, comenzamos con la ecuacion de aceleracion constante 


Figura 5.2.12 Las marcas del ^v 

derrape tienen una longitud de ~dt~ ~^ 

160pies(ejemplo9) 

Antiderivamos, como en la ecuacion (30), para obtener 


v(t) = J (-20 )dt = -20/ + Ci. 

Aunque la velocidad inicial no se conoce, los datos iniciales t = 0, v= tfo implican 
que C, = Uq. Asi, la funcion de velocidad del automovil es 

u(/) = -20/ + vo. (35) 

Una segunda antiderivacion, como en la ecuacion (33), implica 


x(t) 


/• 

= (- 

j 


20/ + u 0 ) dt = —10/ 2 +u 0 / + C 2 . 


A1 sustituir los datos iniciales / = 0, jc = 0 obtenemos C 2 = 0, por lo que la funcion 

de posicion del automovil es ,. , 

F jc (/) = —10/ 2 + v 0 t. (36) 

El hecho de que las marcas de derrape tengan una longitud de 160 pies nos 
dice que x = 160 cuando el auto se detiene; es decir, 


jc = 160 si v = 0. 

A1 sustituir estos valores en las ecuaciones de velocidad y posicion [ecuaciones 
(35) y (36)], obtenemos las dos ecuaciones simultaneas 

-20/ + vo = 0, -10 1 2 + vot = 160. 

Despejamos y / para determinar la velocidad inicial y la duracion / del derrape. 
Si multiplicamos la primera ecuacion por - / y sumamos el resultado a la segunda 
ecuacion, tenemos que 10Z 2 = 160, por lo que / = 4 cuando el auto se detiene. Esto 
implica que la velocidad del auto era 


Vo ~ 20/ — 20 ■ 4 = 80 (pies/seg), 
o cerca de 55 millas/hora, cuando se aplicaron ios ffenos por primera vez. 


MOVIMIENTO VERTICAL CON ACELERACION 
GRAVITACIONAL CONSTANTE 

Una aplicacion comun de las ecuaciones (32) y (34) esta relacionada con el 
movimiento vertical cerca de la superficie de la Tierra. Una particula con este mo¬ 
vimiento esta sujeta a una aceleracion a hacia abajo , que casi es constante si solo 
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Posicion en 
el instante t 


y{t) 


Piso 
y = 0 

Figura 5.2.13 La fimci6n de 
posicion y(f) deuna particula que 
se mueve en forma vertical 



se utilizan distancias verticales pequenas. La magnitud de esta constante se denota 
con g, aproximadamente igual a 32 pies/seg 2 o 9.8 m/seg 2 . (Si necesita un valor 
mas preciso deg,puede usar 32.174 pies/seg 2 en el sistema ingles o 9.80665 m/seg 2 
en el sistema mks.) 

Si despreciamos la resistencia del aire, podemos suponer que esta aceleracion 
debida a la gravedad es la unica influencia externa sobre la particula en movimiento. 
Como aqui trabajamos con el movimiento vertical, es natural elegir el ejey como el 
sistema de coordenadas para la posicion de la particula (figura 5.2.13). Si elegimos la 
direccion hacia arriba como la direccion positiva, entonces el efecto de la gravedad 
sobre la particula consiste en disminuir su altura, y tambien disminuir su velocidad 
v= dy/dt. Entonces, la aceleracion de la particula es 

a = —■ = ~g = -32 pies/seg 2 . 
dt 

Las ecuaciones (32) y (34) son, en este caso, 


y 


u(/) = -32/ + vo (37) 

y(/) = -16/ 2 + v 0 t + yo- (38) 


Aqui,y 0 es la altura inicial de la particula, en pies, V 0 es su velocidad inicial en 
pies/segundo, y / el tiempo en segundos. 


EJEMPLO 10 Suponga que se dispara una flecha en sentido vertical mediante 
una poderosa ballesta, desde el piso, y que vuelve a tocar el suelo 48 segundos 
despues. Si podemos despreciar la resistencia del aire, determinar la velocidad 
inicial de la flecha y la altura maxima que alcanza. 


Valores 

y 

posilivos 
hacia arriba 

a(t ) = -g 


t - 0: Suelo 

y(0) = >>o = 0 
^(0) = v o 


Figura 5.2.14 Una flecha 
disparada hacia arriba con una 
ballesta (ejemplo 10) 


Solution Establecemos el sistema de coordenadas que se ilustra en la figura 
5.2.14, donde el nivel del suelo corresponde ay = 0, la flecha se lanza en el instante 
/ = 0 (en segundos) y con la direccion positiva hacia arriba. Las unidades en el eje 
y estan en pies. 

Tenemos que y = 0 cuando / = 48 y carecemos de informacion acerca de la 
velocidad inicial Vq. Pero podemos utilizar las ecuaciones (37) y (38) pues 
establecimos un sistema de coordenadas en donde la aceleracion debida a la 
gravedad actua en direccion negativa. Asi, 

y(/) = -16/ 2 + vo t + y 0 = _ 16/ 2 + tv 

y 

u(/) = -32/ + vo. 

Utilizamos la informacion quey = 0 cuando / = 48 en la primera ecuacion: 

0 = -16-48 2 + 48u 0 , yasi vo = 16-48 = 768 pies/seg. 

Para determinar la altura maxima de la flecha, maximizamos y(t) encontrando el 
valor de / para el cual la derivada se anula. En otras palabras, la flecha alcanza su 
altura maxima cuando su velocidad se anula: 


-32/ + vo = 0, 

de modo que en una altura maxima, / = v 0 /32 = 24. En ese instante, la flecha ha 
alcanzado su altura maxima de 

y ma x = y(24) = -16-24 2 + 768-24 = 9216 pies, 

casi dos millas. 
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El resultado parece contradecir la experiencia. Debemos concluir que la resistencia 
del aire no siempre se puede despreciar, particularmente en los problemas de 
trayectos largos con alta velocidad. 


5.2 Problemas 


Evalue las integrates indefinidas en los problemas 1 a 30. 


1. (3x 2 + 2x+\)dx 2. (3t 4 + 5l - 6)dt 


3. J (1 - 2x 2 + 3x 2 )dx 4 
5. [{—, + lx 2 ' 1 - lW 


• IB 


6. fx s/2 -- — Vx | dx 


7. (§t ,/2 + 7)dl 


9. f(V? + *)dx 


'_2_3_ 

3/4 X V1 


11. f (4x 3 - 4x + 6 )dx 12. - ^]dt 


13. Idx 


i4 -j( 4 


15. J (x + I fdx 
17. I 7 -“TT7T dx 

J (x ~ 10) 7 


9. J Vx( 
L / — 


1 - x) 2 dx 


2x 4 - 3x 2 + 5 
lx 2 


23. (9/ + 11) 5 <* 


dx 22 


16. J (t + 1 ) [0 dt 

18. J VFTT dz 

20. J V^(x + 1 y 3 dx 

22 . [ ( -^Sdx 
J VT 


25. t ; dx 

J (x + Hf 


(3z + I0) 7 




27. (5 cos I Ox - 10 sen5x)dx 


28. (2 cos 7tx + 3 sen ttx) dx 


29. (3 COS 777 + cos 377-/) dt 


30. (4 sen 277-/ - 2 sen 4irt)dt 


31. Verifique mediante una derivacion que las formulas in¬ 
tegrates j sen x cos x dx - \ sen 2 x + C x y j sen x cos x dx = 
- \ cos 2 x + C 2 son validas. Reconcilie estos resultados 
aparentemente diferentes. <?Cual es la relacion entre las constan- 
tes C x y C 2 ? 

32. Muestre que las funciones claramente distintas 


= ttt y ftW = rzr 


son ambasprimitivasde/(x) = 1/(1 -x) 2 . <?CuaI es la relacion 
entre F^x) y F 2 (x)7 
33. Use las identidades 


2 I - cos 2x , I + cos 2x 

sen x =--- Y cos x =--- 

2 y 2 


para deteiminar las primitivas j sen 2 x dx y j cos 2 x dx. 

34. (a) Explique por que j sec 2 x dx = tan x -+- C. 

(b) Use entonces laidentidad I +tan 2 x = sec 2 xpara deteiminar 
la primitiva j tan 2 x dx. 


Resuelva los problemas con condiciones iniciales de 35 a 46. 


35. ^ = 2x + I; y( 0) = 3 

36, %. = _ 2)3; :y(2) = 1 

37, = ^ = 0 

dy 1 

38. ^ = y(.) = 5 

39. ^ = —J=; y(2) = — 1 

^ vm 

4 °. £ = V* + 9; y(—4) = 0 

4L £- 3jt ’B *■>-' 

x = ^ 4 -3 x + 4; y(l) = -l 


43.f x =(x-\)\ y{ 0) = 2 
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44. 


45. 


46. 


dy 

dx 

dy 

dx 

dy 

dx 


Vx + 5; y( 4) = -3 


_J_ 

Vx - 13’ 


y(\l) = 2 


(2x + 3) 3/2 ; y(3) = 100 


Los problemas 47 a 63 tratan del movimiento vertical cerca 
de la superficie de la Tierra (despreciando la resistencia del 
aire). Useg = 32 pies/seg 2 como la magnitudde la aceleracidn 
gravitacional. 


47. Usted arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con 
una velocidad inicial de 97 pies/segundo. que altura sube 
la pelota, y por cuanto tiempo permanece en e] aire? 

48. Cnando Alejandro arroja una piedra hacia arriba, desde 
el suelo, con su resortera, la piedra alcanza una altura maxima 
de 400 pies. ^Cual era la velocidad inicial de la piedra? 

49. Laura suelta una piedra a lin pozo; esta llega al fondo 3 
segundos despues. £Cual es la profundidad del pozo? 

50. Francisco arroja una piedra hacia arriba, al lado de un 
arbol (Figura 5.2.15). La roca sube hasta alcanzar la altura 
del arbol y despnes cae al suelo; permanece en el aire durante 
cuatro segimdos. ^Cual es la altura del arbol? 



Figura 5.2.15 El arbol Figura 5.2.16 El edificio 
del problema 50 del problema 51 



51. Miguel arroja una pelota hacia arriba, con una velocidad 
inicial de 48 pies/segundo, desde la parte superior de un 
edificio de altura 160 pies. La pelota cae al suelo en la base 
del edificio (figura 5.2.16). ^Cuanto tiempo permanece la 
pelota en el aire, y con que velocidad golpea al suelo? 

52. Una pelota se arroja desde la parte superior de un edificio 
con 576 pies de altura. £ Con que velocidad debe arrojarse una 
segunda pelota hacia abajo tres segimdos despnes para que 
ambas toquen el suelo al mismo tiempo? 


53. Se suelta una pelota desde lo mas alto del Empire State 
Building, a 960 pies de altura sobre la calle 34. ^Cuanto 
tiempo tarda la pelota en llegar a la calle, y con que velocidad 
la golpea? 

54. Linda dispara una flecha hacia arriba, desde el suelo, con 
una velocidad inicial de 320 pies/segundo. (a) ^A que altura 
se encuentra la flecha despues de tres segundos? (b) ^En que 
momento se encuentra la flecha a 1200 pies sobre el suelo? 
(c) ^Cuantos segundos transcurren desde su lanzamiento has¬ 
ta tocar de nuevo el suelo? 

55. Guillermo arroja una piedra hacia arriba, desde el suelo. 
La piedra alcanza una altura maxima de 225 pies. ^Cual era 
su velocidad inicial? 

56. Santiago suelta una roca a un pozo, donde la superficie 
del agua esta a 98 metros debajo del nivel del suelo. £ Cuanto 
tarda la roca en tocar la superficie del agua? ^A que velocidad 
se mueve la roca cuando toca la superficie del agua? 

57. Gloria arroja una pelota de tenis hacia arriba, desde la 
parte superior de un edificio de 400 pies de altura. ^Cuanto 
tiempo tarda la pelota en llegar al suelo? ^Con que velocidad 
golpea al suelo? 

58. Sebastian arroja una pelota de beisbol hacia arriba, desde 
la parte superior de un edificio alto. La velocidad inicial de la 
pelota es 25 pies/segundo y golpea el suelo con una velocidad 
de 153 pies/segundo. ^Que altura tiene el edificio? 

59. Se arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una 
velocidad inicial de 160 pies/segundo. ^Cual es la altura 
maxima que alcanza la pelota? 

60. Carolina suelta un saco de arena desde lo alto de un 
edificio de h pies de altura. Al mismo tiempo, Juan arroja una 
pelota hacia arriba, desde el suelo, de un punto directamente 
debajo del saco de arena. ^Cual debe ser la velocidad de la 
pelota de modo que choque con el saco a la mitad del camino, 
donde ambos tengan una altura hill 

61. Cecilia arroja una pelota de beisbol hacia abajo, con una 
velocidad inicial de 40 pies/segundo, desde lo alto del monu- 
mento a Washington, de 555 pies de altura. ^Cuanto tarda la 
pelota en llegar al suelo, y con que velocidad lo golpea? 

62. Se suelta una roca desde una altura inicial de h pies sobre 
la superficie de la Tierra. Muestre que la velocidad con 
que la roca golpea la Tierra es V 2 gh. 

63. Se suelta una bomba desde un globo a una altura de 
800 pies. Directamente debajo del globo, se lanza un proyectil 
hacia arriba, hacia la bomba, exactamente dos segundos des¬ 
pues del lanzamiento de la bomba. ^Con que velocidad inicial 
debe dispararse el proyectil para que choque con la bomba a 
una altura exacta de 400 pies? 

64. Los frenos de un automovil se accionan cuando este se 
mueve a 60 millas/hora (exactamente 88 pies/segundo). Los 
frenos proporcionan una desaceleracion constante de 
40 pies/segundo 2 . ^Qne distancia recorre el auto antes de dete- 
nerse? 

65. Un auto que viaja a 60 millas/hora (exactamente 
88 pies/segundo) se desplaza 176 pies despues de aplicar sus 
frenos. La desaceleracion que proporcionan los frenos es 
constante. ^Cual es el valor de esta? 
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Superficie de la luna 


Figura 5.2.17 La nave espacial del problema 66 

66. Una nave espacial esta en caida libre hacia la superficie 
de la Luna, con una velocidad de 1000 millas/hora. Sus 
cohetes de retropropulsion, al accionarse, proporcionan una 
desaceleracion de 20,000 millas/hora 2 . que altura sobre la 
superficie deben accionar los astronautas los cohetes de retro- 
propulsion para garantizar un “aterrizaje suave” (v = 0 en el 
momento del impacto)? (Vease la figura 5.2.17.) Ignore 
el efecto del campo gravitacional de la Luna. 

67. (a) £ Que velocidad inicial hacia arriba Vq debe emplear 
para arrojar una pelota hasta una altura maxima de 144 pies? 


(b) Suponga ahora que arroja una pelota hacia arriba con 
la misma velocidad inicial % en la Luna, donde la acele- 
racion gravitacional en la superficie es solamente de 5.2 
pies/segundo 2 . A que altura subira, y por cuanto tiempo 
permanecera suspendida? 

68. La obra The Wind from the Sun (1963) de Arthur C. 
Clarke describe a Diana , una nave espacial impulsada por un 
llamado viento solar. Sus velas de aluminio de dos millas 
cuadradas le proporcionan una aceleracion de (0.00 l)g = 
0.032 pies/segundo 2 . Si Diana parte del reposoy viaja en linea 
recta, calcule su distancia recorrida x (en millas) y su velocidad 
v (en millas/hora) despues de un minuto, una hora y un dia. 

69. Un conductor implicado en un accidente afirma que 
circulaba solamente a 25 millas/hora. Cuando la policia revisa 
su auto, determina que si los frenos se aplicaban a 25 mi¬ 
llas/hora, el auto recorreria solamente 45 pies antes de dete- 
nerse. Las marcas de derrape del auto en la escena del acci¬ 
dente miden 210 pies. Suponga que la desaceleracion es 
constante y calcule la velocidad con la que viajaba antes del 
accidente. 


Calculo de areas 
elementales 



Figura 5.3.1 La formula para el 
area del triangulo, A = \bh y se 
obtiene como consecuencia de 
esta figura 



Figura 5.3.2 Cada poligono 
puede representarse como la 
union de tri&ngulos que no se 
traslapan 


Las integrales indefinidas de la seccion 5.2 surgen del concepto de antiderivacion. El 
tipo mas fundamental de integral esel mencionado en la seccion 5.1, asociado con el 
concepto de area. Se llama la integral definida , o simplemente la integral. Sorpresi- 
vamente, los conceptos un tanto diferentes de area y antiderivacion tiene una relacion 
cercana y profunda. Este hecho, descubierto y explotado por Newton y Leibniz a fines 
del siglo xvn, es la razon del uso de la misma palabra, integral , en ambos contextos. 

Tal vez el primer contacto que se tiene con el concepto de area es la formula 
A = bh , que proporciona el area A del rectangulo como el producto de su base b y 
su altura h. Despues aprendemos que el area de un triangulo es la mitad del 
producto de su base y su altura. Esto es consecuencia del hecho de que cualquier 
triangulo puede dividirse en dos triangulos rectdngulos , y cada triangulo rectan¬ 
gulo es exactamente la mitad de un rectangulo (figura 5.3.1). 

Dada la formula A=\bh para el kea de un triangulo, podemos, en principio, 
determinar el area de cualquier figura poligonal (un conjunto piano acotado por 
una “curva” cerrada que consta de un numero finito de segmentos de lineas rectas). 
La razon de esto es que cualquier figura poligonal se puede dividir en triangulos 
que no se traslapan (figura 5.3.2), y el area de la figura poligonal es entonces la 
suma de las areas de estos triangulos. Este metodo para calcular el area data de 
hace varios miles de anos, de las civilizaciones antiguas de Egipto y Babilonia. 

Los antiguos griegos iniciaron el estudio de areas de figuras con lineas curvas 
en los siglos IV y V a.C. Dada una region plana R cuya area querian determinar, 
trabajaban con un poligono P inscrito en R (figura 5.3.3) y con un poligono Q 
circunscrito fuera de R (figura 5.3.4). Si los poligonos P y Q tenian un numero 



(a) (b) 


Figura 5.3 3 (a) Un poligono P de seis 
lados inscrito en R; (b) un poligono 
inscrito P de muchos lados, aproxima 
bastante bien el area de R 



(a) (b) 


Figura 5.3.4 (a) Un poligono de seis 
lados Q circunscrito alrededor de R; (b) 
un poligono Q de muchos lados 
circunscrito, aproxima bastante bien el 
area de R 
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suficientemente grande de lados, de longitud pequena, entonces pareceria que sus 
areas, a(P) y a(Q), se aproximan al area de la region R. Ademas, es posible 
controlar el error: vemos que 

a(P) < a(R) < a(Q) (1) 

ya que R contiene al poligono P pero esta contenido en el poligono Q. 

Las desigualdades en (1) encierran al area deseada a(R). Por ejemplo, supon- 
gamos que los calculos basados en divisiones triangulares (como en la figura 5.3.2) 
implican que a(P) = 7.341 y a(Q) = 7.343. Entonces la desigualdad resultante 

7.341 <a(/?)< 7.343 

implica que a(R) ~ 7.34, con una precision de dos cifras decimales. 

Nuestro objetivo principal es describir una tecnica sistematica para aproximar el 
area de una region curvilinea adecuada utilizando areas poligonales faciles de calcular. 


AREAS BAJO GRAFICAS 

Consideremos el tipo de region determinado por una funcion continua positiva/ 
definidaenunintervalocerrado [a, b], Supongamos que deseamos calcular el area 
A de la region R que se encuentra bajo la curvay =f{x) y por arriba del intervalo 
[a, b] en el eje x (figura 5.3.5). La region R esta acotada a la izquierda por una 
recta vertical x = a y a la derecha por una recta vertical x = b. 

Dividimos el intervalo base [a, b] en subintervalos, todos con la misma 
longitud. Arriba de cada subintervalo esta una franja vertical (figura 5.3.6) y el 
area A es la suma de las areas de estas franjas. 

En cada uno de estos subintervalos base, construimos un rectangulo que 
aproxime a la franja vertical correspondiente. Podemos elegir un rectangulo 
“inscrito”o uno “circunscrito” (ambas posibilidades se ilustran en la figura 5.3.6) 
o incluso un rectangulo intermedio entre los dos. Estos rectangulos forman 
entonces un poligono que aproxima la region R, y por tanto la suma del area de 
estos rectangulos aproxima al area deseada A. 



Figura 5.3.5 El &rea debajo de 
la grafica dey =f(x) dex = a 
a x = b 



Figura 5.3.6 Franjas verticales determinadas por una 
division [a, b] en subintervalos de igual longitud 
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Por ejemplo, supongamos que queremos aproximar el area A de la region R 
que se encuentra bajo la parabola^ = jc 2 y por arriba del intervalo [0, 3]. La grafica 
por computadora de la figura 5.3.7 muestra sucesivamente 

□ 5 rectangulos inscritos y 5 circunscritos; 

□ 10 rectangulos inscritos y 10 circunscritos; 

□ 20 rectangulos inscritos y 20 circunscritos; 

□ 40 rectangulos inscritos y 40 circunscritos. 


Inscritos 


Circunscritos 




(d) 

Figura 5.3.7 (a) Cinco 
poligonos inscritos y 
circunscritos; (b) diez poligonos 
inscritos y circunscritos; 

(c) veinte poligonos inscritos y 
circunscritos; (d) cuarenta 
poligonos inscritos y circunscritos 
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Cada conjunto de rectangulos inscritos da una subestimacion d eA, mientras que cada 
conjunto de rectangulos circunscritos da una sobreestimacion de A. Los “triangulos 
curvilineos” (que forman la parte de la region R no cubierta por los poligonos 
rectangulares de la figura 5.3.7) constituyen los errores de estas estimaciones. Entre 
mas rectangulos utilicemos, mas precisa sera la aproximacion. Asi, para aproximar 
con precision el area de la region R, necesitamos una forma eficaz de calcular y sumar 
las areas del conjunto de rectangulos como los de la figura 5.3.7. 


EJEMPLO 1 Como en la figura 5.3.7, sea R la region debajo de la grafica 
de f(x) = x 2 y por arriba del intervalo [0, 3]. Calcularemos la subestimacion y la 
sobreestimacion del area A de/?obtenidausando 5 rectangulos, cada uno de ancho 
Despues repetimos los calculos con 10 rectangulos, cada uno de ancho —. 


i_i_i_i_i-1 

0 3 6 9 12 3 

5 5 5 5 

Figura 5.3.8 Cinco 
subintervalos, cada uno de 
longitud \ (ejemplo 1) 


Solution Primero supondremos que se utilizan n = 5 rectangulos. Sean Aj la 
subestimacion yZ 5 la sobreestimacion obtenida usando 5 rectangulos con base en 
5 subintervalos de longitude cada uno (figura 5.3.8). De la figura 5.3.7(a), vemos 
que las alturas de los 5 rectangulos inscritos (el primero de los cuales es degene- 
rado, con altura nula) son los valores de la fiincion f(x) = x 2 en los 5 extremos del 
lado izquierdo 0, |, -|, | y y- Como la base de cada rectangulo tiene longitud y 
tambien vemos que 

a 5 = H(o ) 2 + (f ) 2 + (f ) 2 + (f ) 2 + (y) 2 ] 

= f -(0 + 4 + if+ S + ^) = fS = 6 . 48 . 

Las alturas de los 5 rectangulos circunscritos son los valores de f(x) = x 2 en los 5 

extremos del lado derecho y f> y y 3, de modo que la sobreestimacion 

correspondiente es 

a 5 = t *[( t ) 2 + ( I ) 2 + ( f ) 2 + (^) 2 + (¥) 2 ] 

_ 3 / 9 , 36 | 81 | 144 | 225\ _ M85 _ i i oo 

“ 5 ' (25 + 25 + 25 + 25 + 25 ) ~ 125 — 1 

Estas son aproximaciones burdas al area real de A. Solo con base en esta sola 
information, nuestra mejor estimation de A podria ser el promedio de la subesti¬ 
macion y la sobreestimacion: 


A$ + As _ 6.48 4- 11.88 
2 = 2 


9.18. 


0 1 A 
10 10 


_l_ 

9^ 

10 


_L 

12 

10 


15 18 21 24 27 3 

10 10 10 10 10 


Veamos si duplicando el numero de subintervalos a n = 10 se incrementa la 
precision de manera significativa. En la figura 5.3.7(b), vemos que las alturas de 
los 10 rectangulos inscritos son los valores de f(x) - x 2 en los 10 puntos extremos 
del lado izquierdo 0, fo,To,To>To>To>io^>To^>io Yu) los subintervalos de la 
figura 5.3.9. La base de cada rectangulo tiene longitud -jy de modo que la 
subestimacion resultante es 


Figura 5.3.9 Diez 
subintervalos, cada uno de 
longitud ^ (ejemplo 1) 


A,o = fo'[(0) 2 +(fo) 2 +(fo) 2 +(^) 2 + (TC) 2 

+ (W + (ti ) 2 + (f £) 2 + (fo) 2 + (f^) 2 ] 

_ _3_ (r\ | 9 | 36 ■ 81 | 144 | 225 ■ 324 ■ 441 

“ 10 ' l U 100 ^ 100 _r 100 _r 100 ^ 100 T 100 ^ 100 

— 2695 _ n £QC 

lOOO / .vyj. 


I 576 , 729\ 

_r 100 -r 100/ 


De manera analoga, la suma de las areas de los 10 rectangulos circunscritos en la 
figura 5.3.7(b) es la sobreestimacion 
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Figura 5.3.10 Estimation del 
area bajo y = jc 2 en [0, 3] 


A.o = fo-[(fo) 2 + (& 2 + (& 2 + ({^) 2 + Q 2 

+ (f?) 2 + (fi) 2 + (ia) 2 + (fj) 2 + o 2 ] 


= W= 10.395. 


En este momenta, nuestra mejor estimation del area real A seria el promedio 

4io + A,o 7.695 + 10.395 

«-= 9.045. 


Utilizamos una computadora para calcular subestimaciones y sobreestimacio- 
nes mas refinadas del area A bajo la graficay = x* en [0, 3], con 20,40, 80, 160 y 
finalmente 320 rectangulos. Los resultados (redondeados con cuatro cifras deci- 
males) aparecen en la figura 5 3.10. Los valores promedio en la columna final de 
la tabla sugieren que A » 9. 


Numero de 
rectangulos 

Subestimaci6n 

Sobreestimacion 

Promedio 

5 

6.4800 

11.8800 

9.1800 

10 

7.6950 

10.3950 

9.0450 

20 

8.3363 

9.6863 

9.0113 

40 

8.6653 

9.3403 

9.0028 

80 

8.8320 

9.1695 

9.0007 

160 

8.9158 

9.0846 

9.0002 

320 

8.9579 

9.0422 

9.0000 


NOTACION PARA LA SUMA 


Para un calculo mas conveniente de las estimaciones de areas, como en el ejemplo 
1, necesitamos una notacion mas concisa para la suma de varios numeros. El 
simbolo I " = t a , se utiliza para abreviar la suma de los n numeros a h a 2 , a 3 ,... ,a„: 


fi 


^ a,. = a, + a 2 + a 3 + • • 

i= 1 

' + a n • 


( 2 ) 


El simbolo X (la letra griega sigma mayuscula) indica la suma de los terminos a, 
cuando el indice / de la suma asume valores enteros sucesivos de 1 a n. Por 
ejemplo, la suma de los cuadrados de los primeros 10 enteros positivos es 


2 


i=i 


i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 + 6 2 + 7 2 + 8 2 + 9 2 + 10 2 


= 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 100 = 385. 

El simbolo particular para el indice de una suma no es importante: 

10 10 10 

2 i 1 = 2 k 2 = 2 r 2 = 385. 

i=l k =1 r —1 


EJEMPLO 2 

7 

2 (k + l) = 2 + 3+ 4 + 5 + 6 + 748 = 35, 

k = 1 
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= 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 = 126 
= l- i + i- A + A = SB~ 0.8386. 


y 


Es facil verificar las sencillas reglas para las sumas 

2 ca, = c 2 fli (3) 

i= 1 i-1 


2 (a. + fe.) = ^2 + ^2 (4) 

desarrollando cada suma. 

Observe que si Oj = a (una constante) para i = 1,2,..., n, entonces la ecuacion 
(4) implica 

n n n « 

2 (a + bt) = 2 a + 2 bi = (a + a + • • • + a) + 2 

i=l i=l i=l ' * / 1=1 

n terminos 

y por tanto 

n « 

2 (a + b t ) = na + 2 fe,-. (5) 

1=1 i= 1 

En particular, 

2 1 = n. (6) 

i=i 

La suma de las fc-esimas potencias de los primeros n enteros positivos, 

n 

2 i k = 1* + 2* + 3* + • • • + n\ 

1=1 

se utiliza de manera comun en el calculo de areas. Los valores de esta suma para 
k = 1,2,3 estan dados por las formulas siguientes (veanse los problemas 33 y 34): 


j i = !frL+i) = i 


= in 2 + in. 


i=i 


i (> = t» = i„> + w 
6 


i=i 


±? = n_^pl = W + W + W ' 


(7) 

( 8 ) 
(9) 


EJEMPLO 3 


10 10 
2 (2 i 2 - 3i) = 22 i 2 


(=1 


i=l 


3 2 i 


f-l 


= 2 • 


10 ’ 11-21 

6 


10-11 

2 


605. 


EJEMPLO 4 Podemos utilizar la ecuacion (8) para simplificar la evaluation de 
la suma para^io del ejemplo 2, como sigue: 
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4>o = m • [(tc) 2 + (tc) 2 + (tI) 2 + • • • + (fg) 2 ] 
= fo'(To) 2 -[ l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + 9 2 ] 

27 9•10• 19 7695 


1000 6 

EJEMPLO 5 Evalue el limite 


= 7.695. 


lim 


1000 

1 + 2 + 3 + • • • + n 


Solution Utilizamos la ecuacion (7) para obtener 

= lim 


lim 

/I->oo 


1+2 + 3 + •••+/! .. \n(n + 1) 




= lim 




n + 1 


ya que el termino l/(2n) tiende a cero cuando /i -+ oo. 


r - 1 1 


i 

2 ’ 


SUMA DE AREAS 

La figure 5.3.11 muestra la region R que esta bajo la grafica de la funcion creciente 
f con valores positivos, y por arriba del intervalo [a, b], Para aproximar el area A 
de R, elegimos un entero fijo n y dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos 

[*0, ^2]. [X2> X3], . . . > [X/j—i, X/j], 

todos con la misma longitud 


Figura 5.3.11 El Area bajo 
y =/(x) en el intervalo [a, b] 


Ax = ---. (10) 

n 

En cada uno de estos subintervalos, levantamos un rectangulo inscrito y un 
rectangulo circunscrito. 



Como se indica en la figura 5.3.12, el rectangulo inscrito sobre el i-esimo 
subintervalo [x,-_ b x,] tiene altura /(x,.,), mientras que el /-esimo rectangulo 
circunscrito tiene altura/(x,). Como la base de cada rectangulo tiene longitud Ax, 
las areas de estos rectangulos son 

/(*.■- 1 ) Ax y /(*,) Ax, (11) 
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Figura 5.3.12 Rectangulos 
inscritos y circunscritos en el 
/-esimo subintervalo [x,_,,x ( ] 



respectivamente. A1 sumar las areas de los rectangulos inscritos para z = 1,2, 
3, . . ., n 9 obtenemos la subestimacion 

An = 2 f(Xi-i) Ax (12) 

1=1 

del area real A. De manera analoga, la suma de las areas de los rectangulos 
circunscritos es la sobreestimacion 

A„ = 2 f(xi) Ax. (13) 

i=i 

La desigualdad A,, SA SA„ implica que 

n n 

2/(x/- 1 ) Ax ^ A ^ 2/(x f ) Ax. (14) 

i=i 

Las desigualdades en (14) se invierten si f (x) fuera decreciente (en vez de 
creciente) en [a, b]. (<^Por que?) 

Una ilustracion como la de la figura 5.3.7 sugiere que si el niimero n de 
subintervalos es muy grande, de modo que Ax sea muy pequeno, entonces la 
diferencia entre las areas A,, y A n de los poligonos inscritos y circunscritos sera 
muy pequena. Por tanto, ambos valores seran cercanos al area real A de la region 
R. En realidad, si/es creciente o decreciente en todo el intervalo [a, b], entonces 
los pequenos rectangulos de la figura 5.3.11 (que representan la diferencia entre 
Aj, y A n ) se puede ordenar en una “pila”, como se indica a la derecha de la figura. 
Esto implica que 


A„ — A n | = \m - f(a)\ Ax. (15) 


Pero Ay = (b - a)/n — > 0 cuando n — > °o. Asi, la diferencia entre las sumas del 
lado izquierdo y el derecho de (14) tiende a cero cuando n —> », mientras que A 
no cambia cuando n — > Esto implica que el area de la region R esta dada por 

n n 

A = lim 2/Ui-i) Ax = lim 2/(x f ) Ax. (16) 

i= i ( =i 

El significado de estos limites es simple: podemos determinar A con el grado de 
precision deseado si calculamos cualquiera de las sumas en la ecuacion (16) con 
un nimiero n suficientemente grande de intei-valos. Al aplicar la ecuacion (16), 
recordcmos que 


Ax 


b — a 


n 


(17) 
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Observe tambien que 


Xi = a + i Ax (18) 

para i = 0,1,2,..., n, pues x, esta a i “pasos” de longitud Ax a la derecha de x 0 = a. 


EJEMPLO 6 Ahora podemos calcular con exactitud el area que aproximamos 
en el ejemplo 1, el area de la region bajo la grafica de f(x) =x 2 en el intervalo 
[0,3], Si dividimos [0,3] en n subintervalos, todos de la misma longitud, entonces 
las ecuaciones (17) y (18) implican 

a 3 n . 3 31- 

Ax = - y Xi = 0 + i • — = — 

n n n 


para i = 0, 1, 2,. . . , n. Por tanto, 


±f( Xi ) Ax = ± ( Xi y Ax = t t i 2 - 

/=i ( =i *=i \n/ \nj n ^ 

Entonces, la ecuacion (8) para Xz 2 implica 



A , 

1 2 

i \ 

\ 

1 

i \ 

- —{ 

-n 3 

+ -n 2 

+ -n 

= 27 - 

+ - 

+ —- ] 

n 3 ' 

v3 

2 

6 ) 


2 n 

6n 2 / 


Cuando calculamos el liinite cuando n -» C on la ecuacion (16) obtenemos 




pues los terminos l/(2«) y l/(6« 2 ) tienden a cero cuando Asi, nuestra 

inferencia anterior a partir de los datos en la figura 5.3.10 fue correcta: A = 9 
exactamente. 



Figura 5.3.13 La region del 
ejemplo 7 


EJEMPLO 7 Determine el area bajo la grafica de f(x) = 100 - 3* 2 de x = 1 
a x = 5. 


Solution Como se muestra en la figura 5.3.13, la suma X/(x,-) Ax da el area del 
poligono rectangular inscrito. Con a = 1 y b = 5, las ecuaciones (17) y (18) implican 


Ax = ^ 
n 


Por tanto. 


i , ■ 4 i 4 * 

Xi = 1 + i ■ - = 1 H-. 

n n 


2/U) Ax 
[=1 






= 2 


97 - — 
n 



388 ^ t 96 ^ 192 ^ 

= — Zi 1- - Z i -r Z i 

n f -=i n L f=i n i=l 


388 

n 


96/1 


n -r -n z + -n 


192/1 ,1,1 

-i?{r + 2 n+ 6 n 


276 - 


144 


32 
n 2 ' 


276 


Capitnlo 5 / La integral 



[Hemos aplicado las ecuaciones (6) a (8)]. En consecuencia, el segundo limite de 
la ecuacion (16) es 


A = 


lim 

n —* 00 
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que es el area buscada. 


NOTA HISTORICA: EL NIJMERO n 



Figura 5.3.14 Estimacion de 
7i mediante poligonos regulares 
inscritos y circunscritos y el 
circulo unitario 


Los matematicos de la antigiiedad tendian a emplear triangulos inscritos y circuns¬ 
critos en vez de rectangulos para aproximar areas. En el siglo ina.C., Arquimedes, 
el mas grande matematico de la antigiiedad, utilizo ese metodo para obtener la 
famosa estimacion 


223 _ o 10 ^ ^ o 1 _22 

Puesto que el area de un circulo de radio r es nr 2 , el numero ;rse puede definir 
como el area del circulo unitario de radio r - 1. Asi, aproximaremos ;rsi 
aproximamos el area del circulo unitario. 

Sean P n y Q n poligonos regulares de n lados, donde P n esta inscrito en el circulo 
unitario y Q n esta circunscrito fuera de el (figura 5.3.14). Puesto que ambos 
poligonos son regulares, todos sus lados y angulos son iguales, de modo que solo 
necesitamos determinar el area de uno de los triangulos que, como hemos mostra- 
do, forman a P n y de uno de los que forman a Q n . 

Sea a n el angulo central subtendido por la mitad de uno de los lados. El angulo 
a n es el mismo si trabajamos con P n o con Q„. En grados, 


a 


n 


360° 

In 


180° 

n 


n 

a(Pn) 

a(Qn) 

6 

2.598076 

3.464102 

12 

3.000000 

3.215390 

24 

3.105829 

3.159660 

48 

3.132629 

3.146086 

96 

3.139350 

3.142715 

180 

3.140955 

3.141912 

360 

3.141433 

3.141672 

720 

3.141553 

3.141613 

1440 

3.141583 

3.141598 

2880 

3.141590 

3.141594 

5760 

3.141592 

3.141593 


Podemos leer varias dimensiones y proporciones en la figura 5.3.14. Por ejemplo, 
vemos que el area a(P„) = Aj, de P n esta dada por 


An = a(P n ) = n • 2 • - sen a n cos a n 


n n 

— sen2a n = —sen 



(19) 


y que el area de Q„ es 


An — a (Qn) 


n- 2- 


- tan a n = n tan 



( 20 ) 


Sustituimos algunos valores de n en las ecuaciones_(19) y (20) para obtener 
los datos de la tabla de la figura 5.3.15. Como A# ^ n^A n para toda n y vemos que 
^=3.14159 hasta cinco cifras decimales. El razonamiento de Arquimedes no era 
circular (empleo un metodo directo para el calculo de senos y cosenos en las 
ecuaciones (19) y (20) que no dependia del conocimiento a priori del valor de n 


Figura 5.3.15 Datos para la 
estimacibn de n (redondeados con 
una precision de seis cifras 

decimales) * Vease el capitulo 2 de C.H. Edwards, Jr., The Historical Development of the Calculus (Nueva York: 

Springer-Verlag, 1979). 
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5.3. Problemas 


Escriba lassumas de losproblemas 1 a8en la notacionpara 26. f(x) =13 — 3jc en [0, 3]; n = 6 (figura 5.3.16) 

sumas. 


2. 1 — 2 + 3 — 4 + 5 

3. 1 + i + i + J + i 

4. 1 + 4 + 9 + T6“*"25 

c 1 j- 1 x I 4 . J_I—!_l J_ 

2 ^ 4 ^ 8 ^ 16 ^ 32 ^ 64 

3 9 ' 27 81 ' 243 

7 2 | 4 . 8 | 16 | 32 

'• 3 ^ 9 ^ 27 ^ 81 ^ 243 

8. 1+V2 + V3 + 2 + V5 + V6 + V7 + : 
+ 3 


Use las ecuaciones ( 6) a {9) para determinar las siunas de los 
problemas 9 a 18. 


10 

9. 2 (41 - 3) 

t=I 

10 

11 . 2 (3 i 2 + 1) 

(=1 

8 

13. 2(r - l)(r + 2) 

r—\ 

6 

15. 2 (i 3 - i 2 ) 

1=1 

100 

17. 2 I 2 

1=1 


8 

10. 2 (5 - 2 j) 

j= 1 
6 

12. 2 (2k - 3k 2 ) 

k=\ 

5 

14. 2 (i 3 - 3/ + 2) 
1 = 1 
10 

16. 2 (2k - l) 2 

Jt=l 

100 

18. 2 i 3 

1=1 


Use el me todo del ejemplo 5 para evaluar los l unites en los 
problemas 19 y 20. 



Figura 5.3.16 Problema 26 

27. f{x) =x 2 en [0, I]; n= 5 

28. f(x) =x 2 en [I, 3]; n = 5 

29. f(x) = 9 -x 2 en [0, 3]; n = 5 (figura 5.3.17) 



Figura 5.3.17 Problema 29 


30. /(x)= 9 — jc 2 en [I, 3]; n = 8 

31. /(x) =x 3 en [0,1]; n = 10 

32. /(x) = Vxen [0, 1]; n = 10 (figura 5.3.18) 


ia i- l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ ■ ■ + n 2 
19. hm-=- 

06 n 

I 3 + 2 3 + 3 3 + ■ ■ ■ + « 3 


20. Jim 


t/se /as ecuaciones (6) a (9) para obtener formulas concisas 
en terminos de n para las sumas de los problemas 21 y 22. 

n n 

21. 2 (2i - 1) 22. 2 (21 - l) 2 

i— 1 i=l 

En los problemas 23 a 32, sea R la region que esta bajo la 

grdfica dey =f{x) en el intewalo [a, b] sobre el eje x. Use el 

metodo del ejemplo 1 para calcular una subestimacion A,, y 
una sobreestimacion A n para el area A de R, con base en una 
division de [a, b] en n subintemalos, todos con la misma 
longitud- Ax = (b - a)in. 

23. f{x) -x en [0, I]; n = 5 

24. f{x) = jc en [I, 3]; n = 5 

25. /(jc) = 2x + 3 en [0, 3]; n = 6 



Figura 5.3.18 Problema 32 

33. Obtenga la ecuacion (7) sumando las ecuaciones 


2 i = 1 + 2 + 3 + • • • + « 

1=1 

y 

n 

2 i = n + (n - I) + (n - 2) + ■ ■ ■ + I. 

i=i 

34. Escriba las n ecuaciones obtenidas al sustituir los valores 
k = 1, 2, 3,. .., n en la identidad 

(k + l) 3 - k 3 = 3 k 2 + 3k + 1. 
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Sume estas n ecuaciones y utilice esta suma para deducir la 
ecuacion (8) a partir de la ecuacion (7). 

En los problemas 35 a 40, calcule primero (en terminos de n) 
la suma 


lim 2 fix,) Ax = \bh , 

n ^ cc i=i 

lo que coincide con la formula familiar para el drea de un 
triangulo. 


2/u) a* 

i=i 

para aproximar el area A de la region bajo y =/(x) sobre el 
inter\>alo [a, b]. Determine despues A exactamente (como en 
los ejemplos 6y7) mediante el limite cuando n —» °° 

35. f{x) =x en [0, 1] 

36. f{x) = x 2 en [0,2] 

37. f(x)=x* en [0,3] 

38. /(*)=* +2 en [0,2] 

39. f(x) = 5-3* en [0,1] 

40. fix) = 9 -x 2 en [0,3] 

41. Como en la figura 5.3.19, la region bajo la grafica de 
fix) = hxfb es un triangulo con base b y altura h. Utilice la 
ecuacion (7) para verificar, con la notacion de la ecuacion 
(16), que 



Figura 5.3.19 Problema 41 


En los problemas 42 y 43, sea A el areay C la circunferencia 
de un circulo de radio rysean A n y C n el areay elperimetro, 
respectivamente, de un poligono regular de n lados, inscrito 
en este circulo. 

42. La figura 5.3.20 muestra un lado del poligono de n lados 
que subtiende un angulo Inin en el centro O del circulo. 
Muestre que 


An = 


77 \ 


nr* sen| — cos 
\n 



y que 


Cn 


= 2«rsen 




Figura 5.3.20 Problema 42 


43. Deduzca que A = i rC, obteniendo el limite de A n !C„ 
cuando n —» <x>. Entonces, bajo la hipotesis A = nr 2 , deduzca 
que C = Itvt. A si, la formula familiar para la circunferencia 
de un circulo es consecuencia de la formula familiar para el 
area de un circulo. 


* Suponga que /es una funcion positiva creciente defmida en un conjunto de 

Sumas de Riemann numeros reales que incluye al intervalo [a, b]. En la seccion 5.3 utilizamos 

y la integral rectangulos inscritos y circimscritos para establecer las sumas 

n n 

y ^f(xi) Ax (1) 

;=i /=1 

que aproximan el area A bajo la grafica de y =f(x) de x = a a x = b. Recorde- 
mos que la notacion de la ecuacion (1) se basa en una division del intervalo [a, b] 
en n subintervalos, cada uno con la misma longitud Ax = (6 - a)fn y y que [x^, x t ] 
denota el /-esimo subintervalo. 

Las sumas de aproximacion en la ecuacion (1) son ambas de la forma 

n 

2/(*,*) A*. 

i= 1 
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y=m 



Figura 5.4.1 La suma de Riemann en la ecuacidn (2) 
como una suma de areas de rectangulos 

dondex,* es algun punto seleccionado en el /-esimo subintervalo [x M , x ,] (figura 
5.4.1). Las sumas de la forma (2) aparecen como aproximaciones en una amplia 
variedad de aplicaciones y forman la base para la definicion de la integral. 
Motivados por nuestro analisis del area, en la seccion 5.3, queremos definir la 
integral de/de a a b mediante algun limite, cuando Ax —» 0 de sumas como las 
que aparecen en (2). Nuestro objetivo es partir de una funcion bastante general/ 
y definir un numero real I (la integral de/) que —en el caso especial/es continua y 
con valor positivo sobre [a, b ]— sera igual al area bajo la grafica dey =/(x). 

Comenzamos con una funcion/definida en [a, b], que no necesariamente es 
continua o positiva. Una particidn P de [a, b] es una coleccion de subintervalos 

[xo, *i], [* 1 > X 2 ], [x 2 , X 3 ], . . . , [x„-ux n ] 

de [a, b] de modo que 

a = xo < x\ < X 2 < x 3 < • • • < x„-i < x n = b. 

La norma de la particion P es el maximo de las longitudes 

A Xi = x, - Xi -1 

de los subintervalos en P y se denota | P \. Para obtener una suma como la de 
(2), necesitamos un puntox,-* en el /-esimo subintervalo para cada /, 1 Una 

coleccion de puntos 

s = {*f, xf, xf . **} 

donde x ; * en [x,_,, xj (para cada /) es una sclcccion para la particion P. 


Definicion Suma de Riemann 

Sea/una funcion definida en el intervalo [a, b\. Si P es una particion de 
[a, b] y S una seleccion para P, entonces la suma de Riemann para/ 
determinada por P y S es 

n 

R = £ /Mix, (3) 

l = 1 

Tambien decimos que esta suma dc Riemann esta asociada con la 
particion P. 


El matematico aleman G.F.B. Riemann (1826-1866) proporciono una defini¬ 
cion rigurosa de la integral. Desde los tiempos de Arquimedes, han aparecido 
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varios tipos particulares de “sumas de Riemann” en el calculo de areas y volume - 
nes, pero fue Riemann quien establecio la definicion anterior con toda generalidad. 

El punto xf en la ecuacion (3) es simplemente un punto elegido del f-esimo 
subintervalo [x^, x,]. Es decir, puede ser cualquier punto de este subintervalo. 
Pero cuando calculamos las sumas de Riemann, por lo general elegimos los puntos 
de la seleccion S de alguna forma sistematica, como se ilustra en la figura 5.4.2. 
Ahi mostramos diferentes sumas de Riemann para la fiincion /(x) = 2X 3 - bx 2 + 5 
en el intervalo [0, 3]. La figura 5.4.2(a) muestra los rectangulos asociados con la 
suma segun los extremos izquierdos 

n 

R izq = Zf(x,-,)Ax, (4) 

i=\ 

en donde cadax* se elige comoel extremo izquierdo del i~c simo subintervalo 
[Xj_ u xj de longitud A x = (b - a)/n. La figura 5.4.2(b) muestra los rectangulos 
asociados con la suma segun los extremos derechos 

n 

R d „ = 'Z fix,) Ax, (5) 

/=1 

en donde cada x,* se elige como x„ el extremo derecho de [x M , x y ]. En cada figura, 
algunos de los rectangulos estan inscritos y otros estan circunscritos. 

La figura 5.4.2(c) muestra los rectangulos asociados con la suma segun los 
puntos medios 


Figura 5.4.2 Sumas de 
Riemann para/(x) = lx 3 - 6x 2 + 5 
en [0,3]. 

(a) Suma segun los extremos 
izquierdos 

(b) Suma segun los extremos 
derechos 

(c) Suma segun los puntos medios 


n 

R mti = 2 /On,) Ax, (6) 

1=1 

donde 


es el punto medio del i-esimo subintervalo [x M , xj. Las lineas punteadas de la 
figura 5.4.2(c) representan la ordenada de/en tales puntos medios. 


EJEMPLO 1 En el ejemplo 1 de la seccion 5.3 calculamos las sumas segun los 
extremos izquierdos y derechos para f(x) = x 2 en [0, 3] con n = 10 subintervalos. 
Ahora lo haremos de manera mas concisa mediante la notacion para la suma, 
adcmas de calcular la siuna analoga utilizando los puntos medios. La figura 5.4.3 


Figura 5.4.3 Ejemplo 1 

(a) El caso x* ~x M 

(b) El casoxj =x, 

(c) El caso x* = nij 
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^ = 5(2i-D 

_I_I_L_ 

•*i -i — io^ — ^ X ‘ ~ Tc 

Figura 5.4.4 El /-esimo 
subintervalo del ejemplo 1 


muestra un rectangulo de aproximacion tipico para cada una de estas sumas. Con 
a = 0, b = 3 y Ax = (b - a)in - vemos que el L-esimo punto de subdivision es 

Xi = a + i Ax = j$i. 

El i-esimo subintervalo, asi como su punto medio 


mi 








aparecen en la figura 5.4.4. Con x* = = - 1), obtenemos la suma segun los 

extremos izquierdos en la ecuacion (4), 


= 2/(*,■- 1 ) Ax = £ [&0‘ - !)?(&) 



= lio ' (0 2 + l 2 + 2 2 + • • • + 9 2 ) 

= Troi = 7.695 [usando la ecuacion (8) de la seccion 5.3]. 

Con x : * = Xf = i , obtenemos la suma segun los extremos derechos en la 
ecuacion (5), 

* 10 

i? der = 2/(*,■) A* = X [re'P(ra) 

1=1 /=1 

= 7&o , (l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + 10 2 ) 

= = 10.395 [usando la ecuacion (8) de la seccion 5.3]. 

Por ultimo, con .v,* = m, = ^(2/ - 1), obtenemos la suma segun los puntos 
medios en la ecuacion (6), 




area bajo y = sen x en [0, n] 
(ejemplo 2) (a) Suma segun los 
extremos izquierdos (b) Suma 
segun los extremos derechos (c) 
Suma segun los puntos medios 


* 10 

i? med = 2 /(«/) Ax = X [55(21 - 1 )] 2 (^) 

i= 1 i= 1 

= <550 '(l 2 + 3 2 + 5 2 + • • • + 17 2 + 19 2 ) = W = 8.9775. 

La suma segun los puntos medios es mucho mas cercana, al valor real 9, que 
cualquier suma segun los extremos (para el area bajo la grafica d ey = x 1 en [0,3]) 
que calculamos en el ejemplo 6 de la seccion 5.3. 

EJEMPLO 2 La figura 5.4.5 ilustra las sumas de Riemann para f(x) = sen jc en 
[0, it] con base en n = 3 subintervalos: [0, id 3], [id 3, 2id3\ y [2id3, it] de longitud 
Ax= it /3 con puntos medios id 6, id2 y 5id6. La suma segun los extremos izquier¬ 
dos es 


£ izq = (Ax) - f2/(*,-,)) = ^ • (sen 0 + sen ^ + sen^ 


77 

"3 


„ V3 V3 
0 + — + — 
2 2 


77 V3 

3 


1.81. 


Es claro de la figura, que la siuna segun los extremos derechos tiene el mismo 
valor. La suma correspondiente segun los puntos medios es 



( ^ 77 5tt\ 

|* % + sen-+ Se „ T j 


?-It+ 1 +T 



(El area exacta bajo un arco de la curva es 2.) 
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Figura 5.4.6 Una interpretaci6n geometrica de la suma 
de Riemann de la ecuacion (3) 

En el caso de una funcion/que tenga valores positivos y negativos en [a, b ], es 
necesario considerar los signos indicados en la figura 5.4.6 cuando interpretemos 
geometricamente la suma de Riemann de la ecuacion (3). En cada subintervalo 
*,]> tenemos un rectangulo con ancho Ax,- y “altura”/(*D- Si /(x,*) > 0, 
entonces este rectangulo esta arriba del eje x; si f{x*) < 0, esta bajo el eje x. La 
suma de Riemann R es entonces la suma de las areas con signo de estos 
rectangulos; es decir, la suma de las areas de aquellos rectangulos que estan arriba 
del eje x menos la suma de las areas de aquellos debajo del eje x. 

Si los anchos Ax,- de estos rectangulos son todos muy pequenos (es decir, si la 
norma I P I es pequena), entonces parece que la suma de Riemann R aproximara 
el area de a a b bajoy =/(x) sobre el eje x, menos el area bajo el eje x. Esto sugiere 
que la integral de/de a a b deba definirse al obtener el limite de las sumas de 
Riemann cuando la norma | P | tiende a cero: 


/ = lim L /(x;) Ax,. 

IP l-> 0 ' = 1 

La definicion formal de la integral se obtiene al decir con precision lo que significa 
que este limite exista. En resumen, significa que si |?| es suficientemente 
pequena, entonces todas las sumas de Riemann asociadas con P estan muy cerca 
del niimero /. 


Definicion La integral dejinida 

La integral dcfinida de la funcion/de a a b es el numero 


I = lim 

|/*|-> o 


S 


/(x,*) Ax, 


( 8 ) 


siempre que el limite exista, en cuyo caso decimos que/es integrable en 
[a, b]. La ecuacion (8) significa que, para cada numero e> 0, existe un 
numero S> 0 tal que 


n 


/-X f(xr) ax, 


< £ 


para cada suma de Riemann asociada con una particion arbitraria P de 
[a. b ] para la que | P \ < S. 
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Figura 5.4.7 Origen de la 
notation de Leibniz para la 
integral 


La notation usual para la integral de/de a a b, debida al filosofo y matematico 
aleman G. W. Leibniz, es 


/=[ f(x) dx = lim V f{x,)kx, 
a |/*|-> 0 . 


(9) 


Si consideramos / como el area bajoy =f(x) de a a 6, Leibniz penso primero en una 
delgada banda con altura f(x) y ancho “infinitesimalmente pequeno” dx (como en la 
figura 5.4.7), de modo que su area era el producto f(x) dx. Considero la integral como 
una suma de areas de tales bandas y denoto esta suma mediante la letra alargada S (de 
summa) que aparece como el signo de integral en la ecuacion (9). 

Veremos que esta notation integral no solo es altamente sugerente, sino que 
tambien es util en extremo para el manejo de las integrales. Los numeros a y b son 
el limitc inferior y el limite superior de la integral, respectivamente; son los 
extremos del intervalo de integration. La funcion f(x) que aparece entre el signo 
de integral y dx es el integrando. El simbolo dx que va despues del integrando de 
la ecuacion (9) debe pensarse, por el momento, simplemente como una indication 
de lo que es la variable independiente. Como el indice de la suma, la variable 
independiente x es una “variable muda”; se puede reemplazar por cualquier otra 
variable sin afectar el significado de la ecuacion (9). Asi, si/es integrable en 
[a, b] y podemos escribir 


j7w*=j7(o<ft=j7(«) du. 


La definition dada, de la integral definida, se aplica solamente cuando a < b y 
pero es conveniente incluir tambien los casos a = b y a> b. La integral se define 
en estos casos como: 


y 


[ f(x) dx = 0 

J a 



( 10 ) 


( 11 ) 


siempre que exista la integral del lado derecho. Asi, el intercambio de los Umites 
de integration invierte el signo de la integral. 

Asi como no todas las funciones son derivables, no toda funcion es integrable. 
Supongamos que c es un punto en [a, b ] tal que f(x) —» +°° cuando x —» c. Si 
[**-]> **] es e ' subintervalo de la partition P que contiene a c, entonces la suma de 
Riemann en la ecuacion (3) se puede hacer arbitrariamente grande si elegimos 
xf suficientemente cercano a c. Sin embargo, para nuestros propositos, solo 
necesitamos saber que toda funcion continua es integrable. El siguiente teorema 
se demuestra en el apendice E. 


Tcorcma 1 Existencia de la integral 

Si la funcion/es continua en [a, b\ entonces/es integrable en [a, b]. 
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Aunque omitimos los detalles, no es dificil mostrar que la definicion de la 
integral se puede reformular en terminos de sucesiones de sumas de Riemann, 
como sigue. 


Teorcma 2 La integral como limite de una sucesion 
La funcion/es integrable en [a, b\ , con integral I si y solo si 

lim R, t = I (12) 

para cada sucesion entra {R n }~ de sumas de Riemann asociadas con una 
sucesion de particiones {P„}f de [a, b ] tales que |pj —> 0 cuando n —> + 


Esta reformulacion de la definicion de la integral tiene la ventaja de que es 
mas sencillo visualizar una sucesion especifica de sumas de Riemann que visua- 
lizar la totalidad de sumas de Riemann posibles. En el caso de una funcion continua 
/(queporel teorema 1 se sabe es integrable), la situation se puede simplificaraun 
mas, empleando unicamente sumas de Riemann asociadas con particiones que 
constan de subintervalos con la misma longitud 

AjC] = Ax 2 = • • • = A x„ = --- = Ax. 

n 

Tal particion de [a, b] en subintervalos de la misma longitud es una particion 
regular de [a, b]. 

Cualquier suma de Riemann asociada con una particion regular se puede 
escribir en la forma 

2/(*,•) A*, (13) 

/=] 

donde la ausencia de un subindice en Ax significa que la suma esta asociada a una 
particion regular. En tal caso, las condiciones | P \ —> 0, Ay —> 0 y n —> +<*> son 
equivalentes, de modo que la integral de una funcion continua se puede definir de 
manera im tanto sencilla: 

f fix) dx = lim i /(*« A a: = lim 2/(*D A*. (14) 

I i= i A.v~>0 i= | 

J a 

Por tanto, como nuestro interes se centrara principalmente en las integrales de 
funciones contimtas , en nuestro analisis posterior solo utilizaremos particiones 
regulares. 

EJEMPLO 3 Utilice sumas de Riemann para calcular 

r 

x dx , 


donde a < b. 

Solution Considcramos f(x) = x y xf = x,, donde 
* b — a 

Ax = - y Xj — a + i Ax. 

n 

La suma de Riemann de la ecuacion (13) es entonces 
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Figura 5.4.8 Ejemplo 3 con a < 0 < b 



Figura 5.4.9 Ejemplo 3 con 0 < a < b 


2/to A* = 2 (a + i- A*) Ax = ( aAx ) 2 1 + (A*) 2 2 i 

<=1 (=1 (= 1 ;=i 


i=l 

b — a 

= a- - n + 


i= i 


b - ay n 

•-•(« + 1 ) [utilizando las ecuaciones 
( 6 ) y (7) de la seccion 5.3] 

1 1 ‘ 


Como 1/(2 n) —» 0 cuando n —» +oo, se sigue que 

J X dx = a- (b - a) + j (b - a) 2 


— {b — a) ■ (a + \b — \a) = 5 b 2 — \a 2 . 


(15) 


Las flguras 5.4.8 y 5.4.9 ilustran dos de los casos del ejemplo 3. En cada caso, 
la ecuacion (15) coincide con la suma de las areas con signo indicadas. El signo 
menos de la figura 5.4.8 representa el hecho de que el area debajo del eje^ se mide 
con un niunero negativo. 


5.4 Problemas 

En los problemas 1 a 10, exprese el limite dado como una 
integral definida en el intervalo indicado [a, b]. Suponga que 
f x i-b x i] denota el i-esimo subintei'valo de una subdivision 
de [a, b] en n subinterval os de igual longitud Ax = (b - a)in , 
y que m,- = L (x^ t + x,) es eipunto medio del i-esimo sub inter¬ 
valo. 

n 

1 . lim 2 (2xj - 1 ) Ax en [1,3] 

,= 1 
n 

2. lim 2 (2 - 3jc ( -i) Ax en [-3, 2] 

,= 1 
n 

3. lim 2 (xj + 4 ) 1 Ax en [0, 10] 

, = 1 
n 

4. lim 2 (xj -3 xj + 1) Ax en [0, 3] 

i-i 

n 

5. lim 2 Vm, Ax en [ 4 , 9] 

71^00 . = 1 


V 


6 . lim 2 V25 - 7j Ax en [0, 5] 

rt ^ 00 ,= i 

71 ^ 2 

7. lim 2 Ax en [3, 8 ] 

i-i VI + m , 

n 

8 . lim 2 (cos 2xt-i) Ax en [ 0 , tt/2] 

i-1 
n 

9. lim 2 (sen27rm,) Ax en [0, 1/2] 

i= i 
n 

10. lim 2 (tan xi) Ax en [0, v/4] 


En los problemas 11 a 20, calcule la suma de Riemann 


2/(*,*) A* 

( = / 


para la fun cion indicada y una par tic ion regular del intervalo 
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dado en n subintervalos. Utilice xf = x n el extremo derecho 
del i-esimo subintervalo [x^,, xj. 

11. f{x) = x 2 en [0, 1]; n = 5 

12. f{x) ~ x 3 en [0, 1]; n = 5 

13. f(x) = - en [1, 6 ]; n = 5 

x 

14. f(x) = Vx en [0, 5]; n = 5 

15. /(a) = 2x + 1 en [1 ,4]; n = 6 

16. f(x) = x 2 + 2x en [ 1 ,4]; n = 6 

17. f(x) = a 3 - 3 a en [1,4]; n = 5 

18. f(x) = 1 + 2Va en [2, 3]; n = 5 

19. f(x) = cosx en [ 0 , 7 r]; n = 6 

20 . /(a) = sen 77 A en [ 0 , 1 ]; n = 6 

21 a 30. Repita los problemas 1 1 a 20, excepto que a* = a m , 
es el extremo izquierdo. 

31 a 40. Repita los problemas 11 a 20, excepto que 
x* = ( x t _ ! + x f ) / 2 , es el punto medio del i-esimo subinter¬ 
valo. 

41. Trabaje el problema 13 con xf = ( 3jc,_ | + Zx f ) /5. 

42. Trabaje el problema 14 con;cf = (x,-_ , + 2x,) /3. 

En los problemas 43 a 48, evalue la integral dada al calcular 


(3x 2 + 1) dx 48. T (x 3 - x) dx 
) Jo 

49. Muestre mediante el metodo del ejemplo 3 que 



si b > 0 . 

50. Muestre mediante el metodo del ejemplo 3 que 



si b > 0 . 

51. Sean/(x) =xy {xfyX h x 2i unaparticion arbitraria 

del intervalo cerrado [a, b]. Para cada /, (1 ^i^n), sea 
x* = ( x t _ ! + Xf) / 2. Muestre entonces que 

n 

2 xf A Xi = \b 2 - \a 2 . 

i=i 

Explique por que este calculo demuestra que 



52. Suponga que/es una funcion continua en [a, b] y que k 
es una constante. Utilice sumas de Riemann para demostrar 
que 


lim 2 /(jc,-) Ax 

n—*<» j — j 


para una particion regular del intervalo de integracidn. 


43. f x 2 dx 

44. f x 3 dx 

Jo 

Jo 

f 3 

f 5 

45. 1 {lx + 1) dx 

46. J (4 - 3a) dx 


*b fb 

kf{x) dx = k f(x) dx. 
3 a 3 a 


53. Suponga que f(x) = c, una constante. Utilice sumas de 
Riemann para demostrar que 

rb 

c dx = c(b - a ). 


rb 
J a 


[Sugerencia: Considere primero el caso a < b.] 


5.4 

Proyectos 


Estos proyectos requieren el uso de una calculadora programable o una computa- 
dora. En caso contrario, no es practico calcular las sumas de Riemann con un 
numero grande de subintervalos. 

Los programas para la calculadora TI o en BASIC de la figura 5.4.10 se pueden 
emplear para aproximar la integral 


I" fix) dx 

3 a 

por medio de una slima de Riemann correspondiente a una subdivision del 
intervalo [a, b ] en n subintervalos, cada uno con la misma longitud h = Ax. 

Para el programa de la calculadora TI, usted debe definir la funcion deseada 
/(x) (como Yl) en el menu “Y=” antes de ejecutar el programa. Para la version 
BASIC, usted define la funcion en la primera linea del programa. Usted introduce 
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TI-81/85 

BASIC 

Comentarios 

PRGMl : RIEMANN 

DEF FN F (X) = X*X 

Definicion de Y1 = fix) 

: Disp "A" 



: Input A 

Input "A"; A 

Extremo izquierdo 

: Disp "B" 



: Input B 

Input "B"; B 

Extremo derecho 

: Disp "N" 



:Input N 

Input "N"; N 

Numero de subintervalos 

: (B-A)/N—>H 

H = (B - A)/N 

Longitud del subintervalo 

: 0—»I 


Inicializacion del contador I 

: 0—»S 

S = 0 

Inicializacion de la suma S 

:A+H-»X 

X = A + H 

Punto inicial 

: Lbl 1 

FOR I = 1 TO N 

Inicio del ciclo 

:S + H*Y1->S 

S = S + H*FNF (X) 

Suma del siguiente termino 

:X+H-»X 

X = X + H 

Actualizacion de X 

: I + 1-»I 

NEXT 

Siguiente I 

: If I<N 


Fin del ciclo 

:Goto 1 



: Disp "N=" 

PRINT "N = ";N 

Desplegar N 

: Disp N 



: Disp "SUM=" 

PRINT "Sum = " ; S 

Desplegar la suma 

: Disp S 



: End 

END 



Figura 5.4.10 Programas para TI-81/85 y BASIC para el c&culo de 
sumas de Riemann 


los Hmites inferior y superior a y b de la integral y el numero deseado de 
subintervalos n durante la ejecucion del programa. 

La linea “punto inicial” del programa determina el tipo de suma de Riemann 
calculada: 

A —> X suma segun los extremos izquierdos 

A+H —> X suma segun los extremos derechos (como arriba) 

A+H/2 —> x suma segun los puntosmedios 

La mayor parte de los sistemas de algebra computacional incluyen una funcion 
SUM que se puede emplear para calcular sumas de Riemann directamente. 
Supongamos que la funcion integrando/( x) ya se ha definido de manera adecuada. 
Entonces, las instrucciones de una linea de la figura 5.4.11 calculan (en distintos 
sistemas) la suma segun los extremos derechos, con n subintervalos. Los cambios 
que producen las sumas con los extremos izquierdos o los puntos medios son 
evidentes. 

Sin importar el tipo de calculadora o computadora que utilice, la lectura y 
comparacion de los distintos programas e instrucciones en las figuras 5.4.10 
y 5.4.11 pueden darle una mejor idea de los algoritmos computacionales para la 
aproximacion de integrales. 


Sistema 

Instruccion 

Derive 

Maple 

Mathematica 

(X)PLORE 

SUM( f (a + (b - a) *i/n) , i, 1, n ) * (b - a)/n 
sum (f (a + (b — a) *i/n) , i=l..n)*(b-a)/n 

Sum [ f [x] {x, a + (b - a)/n, b, (b - a)/n) ] * (b - a)/n 

SUM ( f(x), x = a + (b - a)/n to b step (b - a) /n) * (b - a) /n 


Figura 5.4.11 Instrucciones de sistemas de Algebra computacional para la 
aproximacion de la integral de/desdex = a hastax = b con n subintervalos 
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PROYECTO A Verifique las aproximaciones a la integral 



i x 


Figura 5.4.12 Proyecto C 

5.5 

Evaluacion de 
integrales 



a x x + Ax b ejex 

Figura 5.5.1 La funci6n area 
A(x) 


f 

J n 


x 2 dx 


que se enumeran en la figura 5.3.10. Incluya ademas una columna de aproxima¬ 
ciones segun los puntos medios. ^Cual parece ser una aproximacion mas precisa 
a esta integral, para un numero dado de subintervalos: el promedio de las sumas 
segun los extremos izquierdos y derechos o la suma segun los puntos medios? 


PROYECTO B Use el promedio de las sumas segun los extremos izquierdos y 
derechos y la suma segun los puntos medios para corroborar la afirmacidn 

r tt 

I sen* dx = 2. 

•'o 

PROYECTO C Explique primero por que la figura 5.4.12 y la formula para el 
area del clrculo A = nr 2 implican que 

f 4Vl - x 2 dx = TT. 

•'o 

Despues utilice las aproximaciones a esta suma mediante la suma segun los puntos 
medios, para aproximar el numero n. Comience con n = 25 subintervalos, y 
continue duplicando n. ^Cual debe ser el valor de n para obtener la aproximacion 
familiar 3.1416? 


La evaluacion de integrales mediante sumas de Riemann, como en la seccion 5.4, 
es tediosa y ocupa mucho tiempo. Por fortuna, pocas veces sera necesario evaluar 
una integral de esta manera. En 1666, Isaac Newton, siendo aun estudiante en la 
universidad de Cambridge, descubrio una forma mas eficiente de evaluar una 
integral. Unos cuantos anos despues, Gottfried Wilhelm Leibniz, trabajando con 
un metodo distinto, descubrio este metodo en forma independiente. 

La idea fundamental de Newton fue que para evaluar el numero 



primero debemos introducir la funcion A(x) definida como sigue: 

= [ f(t)dt. (1) 

* a 

La variable independiente x aparece en el Umite superior de la integral de la 
ecuacion (1); la variable muda t se utiliza en el integrando solo para evitar 
confusiones. Si/es positiva, continua y x > a, entonces A(x) es el area bajo la curva 
y=f(x) en el intervalo [a, x] (figura 5.5.1). 

Es claro de la figura 5.5.1 que A(x) aumenta conforme x crece. Cuando x crece 
en Ax, A aumenta por el area AA de la estrecha banda de la figura 5.5.1 con base 
[x, x + Ax]. Si Ax es muy pequeno, el area de la banda es muy cercana al 
area f(x) Ax del rectangulo con base [x, x + Ax] y altura/(x). Asi, 


AA 

Ax 


fix). 


( 2 ) 
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Figure 5.5.2 El rodillo de 
longitud ajustable 


Ademas, la figura hace plausible que obtengamos la igualdad en el limite cuando 
Ax -»0: 


dA 

dx 


V « V 

l’ m -7— = f{x). 

Sx-*0 AX J 


Es decir, 


A'(x) =/(*), 


de modo que la derivada de la funcion area A(x) es la funcion altura de la curva 
f{x). En otras palabras, la ecuacion (3) implica queA(;c) es una primitiva de fix). 

La figura 5.5.2 muestra una interpretation fisica de la ecuacion (3). Un rodillo 
aplica una capa de pintura de 1 mm de espesor para cubrir la region bajo la curva 
y =f(t). El rodillo tiene una longitud ajustable; conforme rueda con una velocidad 
de 1 mm/seg de izquierda a derecha, un extremo traza el eje x y el otro extremo 
traza la curva y = f{t). En un instante t, el volumen V de pintura que ha aplicado 
el rodillo es igual al area de la region pintada: 


V = A(t) (mm 3 ). 

Entonces, la ecuacion (3) implica 

dV 

~J t = A’(t) = f(t). 

Asi, la razon instantanea con la que el rodillo aplica la pintura es igual a la longitud 
actual del rodillo. 


EL TEOREMA DE EVALUAClbN 

La ecuacion (3) dice que la funcion area A(x) ilustrada en la figura 5.5.1 es una 
primitiva de la funcion dada fix). Supongamos ahora que G(x) es cualquier otra pri¬ 
mitiva de/(x) (tal vez determinada mediante los metodos de la seccion 5.2). 
Entonces 


A(x) = G(x) + C, (4) 

pues (por el segundo corolario del teorema del valor medio) dos primitivas de la 
misma funcion (en un intervalo) solo pueden diferir en una constante. Ademas, 


y 


A{a) = f(t) dt = 0 




por la ecuacion (1). Asi, esto implica que 


(5) 

( 6 ) 


<*b 

fix) dx = Aib) - Aia) = [Gib) + C] - [G(a) + C], 

J _ 


y asi 


r b 

J fix)dx=Gib)-G{a). 


(7) 


Nuestro analisis intuitivo nos ha llevado al enunciado del teorema 1. 
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Teorema 1 Evaluation de integrates 

Si G es una primitiva de la funcion continua / en el intervalo [a, b ], 
entonces 

\ b f(x)dx = G(b)-G(a). (7) 

a 


En la section 5.6 llenaremos los detalles del analisis anterior, dando una 
demostracion rigurosa del teorema 1 (que es parte del teorema fundamental del 
calculo). Aqul nos centraremos en las aplicaciones computacionales de este 
teorema. La diferencia G(b) - G(a ) se abrevia generalmente [G(;c)]*, por lo que 
el teorema 1 implica 


Jyw* = [G(*)]‘= 


G(b)-G(a). 


( 8 ) 


si G es cualquier primitiva de la funcion continua/en el intervalo [a, b], Asi, si 
podemos determinar una primitiva G de/ podemos evaluar rapidamente la integral 
sin tener que recurrir a la parafemalia de los limites de sumas de Riemann. 

Si G\x) = f(x), entonces escribimos (como en la section 5.2) 


J f(x) dx = G(x) + C (9) 

para la integral indefinida de f. Con la integral indefinida \f(x) dx en vez de la 
primitiva G(x), la ecuacion ( 8 ) adquiere la forma 


f(x) dx = 


~\b 


f(x) dx 


( 10 ) 


Esta es la relation entre la integral indefinida y la integral definida a la que 
aludimos en las primeras secciones del capitulo 5. 


EJEMPLO1 Como 


r /l+l 


x n dx = —■—7 + C (sin =£ — 1), 
n + 1 


se sigue que 


Por ejemplo, 


x n dx = 


x 2 dx = 


r n+{ 


~\b 


n + 1 


b n+1 - a n+l 

n + 1 


1 r 3 
3 X 


= i-3 3 - i -0 3 = 9. 


J 0 


Compare lo inmediato de este resultado con la complejidad de los calculos del 
ejemplo 6 en la seccion 5.3. 


EJEMPLO 2 Como 


cos x dx = sen x C y 
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esto implica que 


~b 

cos xdx = sen x 

J a 




= sen b — sen a. 


De manera analoga. 


c* 

~ 

sen x dx = 

-cos X 

>a 

- 


= cos a — cos b . 
Por ejemplo, como mencionamos en el ejemplo 2 de la seccion 5.4, 


EJEMPLO 3 


j sen x dx = - 

i 

r 


= ( cos tt) - (-cos 0 ) = (+ 1 ) - (- 1 ) = 2 . 


J o 


x 5 dx = 


12 


I r 6 
6 X 


= 64 _ 0 _ 32 

6 v — % . 


J o 


(2x - x 1/2 - 3) d* = 


T9 


x 1 - 2* 1/2 - 3x 


/ 
J n 


= 52. 


(2x + l) 3 dx = 


i(2* + l) 4 


= * ■ (81 — 1) = 10. 


*tt/2 

•'o 


sen 2 * <i;t = 


J o 

-| tt/2 


- 5 cos 2 jc 


= - ^(cos 77 - COS 0) = 1. 


J o 


No hemos mostrado los detalles para determinar las primitivas, pero usted puede 
(y debe) verificar cada uno de estos resultados mostrando que la derivada de la 
funcion dentro de los corchetes de la derecha es igual al integrando de la izquierda. 
En el ejemplo 4 mostramos los detalles. 


EJEMPLO 4 Evaliie \/3x + 1 dx. 


■ f 

Lie 


Solution Aplicamos la forma de la primitiva de la generalizacion de la regia de 
la potencia, 


con 


I 


u k du = 


+ C , 


k + 1 

u - - 3* + 1, du = 3 <&c. 


Esto implica 


J(3x + 1) 1/2 dx = ^ J(3x + 1) 1/2 (3 dx) = j J u l/2 du 

1 k 3/2 2 

= f V + C = ^(3* + 1)V 2 + C 
para la integral indefinida, por lo que la ecuncion ( 10 ) implica que 


f 5 

l 


V3* + 1 dx = 


T5 


1 ( 3 * + 1) 3/2 


= 5 (1 6 3/2 - 4 3/2 ) = |(4 3 - 2 3 ) = 
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Si la derivada F(x) de la funcidn F (jc) es continua, entonces el teorema de 
evaluation, con F'(x) en vez de f(x) y F(x) en vez de G(x) implica 



(x) dx = ^F(x)j 


b 

a 


F(b) - F(a). 


(ID 


He aqui una aplicacion inmediata. 

EJEMPLO 5 Suponga que una poblacion animal P{t) es inicialmente P(0) = 
100 y que su tasa de crecimiento despues de t meses esta dada por 

P’(t) = 10 + t + (0.06)f 2 . 

<,Cual es la poblacion despues de 10 meses? 

Solution Por la ecuacion (11), sabemos que 

/*10 /*10 

P(10) - P(0) = P’(t) dt = [10 + t + (0.06)f 2 ] dt 

Jo Jo 

r n io 


10 1 + \t 2 + (0.02)f 3 


= 170. 


L J o 

Asl, P(10) = 100 + 170 = 270 individuos. 


EJEMPLO 6 Evalue 


n-oo , =1 n 

reconociendo este limite como el valor de una integral. 


Solution Si escribimos 





reconocemos que esto es una suma de Riemann para la fiincion/(jt) = 2x asociada 
a una particion del intervalo [0,1 ], en n subintervalos de igual longitud. El i-esimo 
punto de subdivision es x, = i/n y Ax = Mn . Asi, la definicion de integral y el teo¬ 
rema de evaluacion implican que 


Por tanto, 


n 2 ^' n n 

lim 2 -j = lim 2 2 xi Aj: = lim 2 f(xi) A^ 

rt—,= 1 ft rt—►« i= 1 n—►« , = 1 



-1 


2x dx. 


u*i 2 4 = 

n —►« i= 1 It 



= 1. 


PROPIEDADES BASICAS DE LAS INTEGRALES 


Los problemas 44 a 46 dan el esquema de demostracion de las propiedades que 
enunciamos a continuacion. Suponemos en todo esto que/es integrable en [a, b]. 
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Figura 5.5.3 La integral de una 
constante es el &rea de un 
rectangulo 


Integra] de una constante 

r b 

| c dx = c {b - a). 


Esta propiedad es intuitivamente obvia, pues el area representada por la 
integral es tan solo un rectangulo de base b-ay altura c (figura 5.5.3). 


Propiedad del multiplo constante 

r b r b 

' J cf{x) dx = c J /(x) dx. 


Asi, una constante se puede “sacar” del signo de integral. Por ejemplo, 


tt/2 


2 sen x dx = 2 


rir/2 

- 

sen x dx = 2 

-cos X 

'0 

- 


1 -tt/2 


= 2 . 






Propiedad de la union de intervalos 

Si a <c<b, entonces 


j C f(x)dx 

fb 

J f(*)dx 

J c 


J f{x)dx=\ f{x) dx + [ f(x) dx 

J a J a J c 

t 

l ( 

; i 

? x 



Figura 5.5.4 La forma en que 
funciona la propiedad de la union 
de intervalos 


La figura 5.5.4 indica la plausibilidad de la propiedad de la union de intervalos. 
EJEMPLO 7 Si/(x) = 2 | x |, entonces 



Figura 5.5.5 El area bajo la 
gr&fica dej> = 2 |x| 


fix) - 



si x ^ 0, 
si x 0. 


La grafica de/aparece en la figura 5.5.5. No es evidente cual sea una primitiva de 
/(x), pero la propiedad de la union de intervalos nos permite separar la integral en 
dos integrales de facil calculo: 

f 3 r° r 3 


I 2\x \ dx = \ ( —2x) dx + I (2x) dx 

J-i J -1 •'o 


TO 


“ X 


+ 


= [0 - (-1)] + [9 - 0] = 10. 


^Coincide el resultado con la figura 5.5.5? 


Propiedad de comparacion 

Si m ^ f(x) para todax en [a, b], entonces 

r b 

m{b - a) £ \ /(x) dx £ M (b - a). 


294 


Capitulo 5 / La integral 







Figura 5.5.6 Plausibilidad de la 
propiedad de comparaci6n 


La plausibilidad de esta propiedad se indica en la figura 5.5.6. Observe que 
myMno tienen que ser los valores minimo y maximo de /(x) en [a, b]. 

EJEMPLO 8 Si 2 ^x ^ 3, entonces 

5 ^ x 2 + 1 ^ 10, 

de modo que 


1 

w = To ~ 


— 1 — < - = M 
x 2 + 1 “ 5 


Por tanto, la propiedad de comparacion implica 

r3 


J_ < 

10 S 

como se ilustra en la figura 5.5.7. 





Las propiedades de las integrales aqui enunciadas se utilizan con frecuencia 
en el calculo de las mismas; tambien lo aplicaremos en la demostracion del teorema 
fundamental del calculo en la seccion 5.6. 


5.5 Problemas 


Aplique el teorema de evaluacion para evaluar las integrales 
de los problemas 1 a 36. 


1. f Ox 2 + lVx + 3^) dx 

3. J x 3 (l + x) 2 dx 

5. f (x 4 - x 3 ) dx 
Jo 

7. | (x + 1 fdx 
9. J Vx dx 

11. J (3x 2 + 2x + 4) dx 


••0 


4. I - t dx 

x 4 

6. f (x 4 - x 3 ) dx 


x 4 + 1 


A, 

i2 -i 


dx 


dx 


x" dx 


13. J x" dx 

15. Ji (x — l) 5 dx 

17. f (2x + l) 3 dx 

19. ^ x 2/3 dx 

21. J (x 2 — 3x + 4) dx 

23 -J00> 


24. f ^ 
J 2 W 2 


14. J (7x 5/2 - 5x 3/2 ) dx 
16. (x 2 + l) 3 dxw 


'• (i + VT) 


(2jc + 3) 2 


dx 

2 dx 


"4 

22. VTt dt 

Jo 


Observe la abreviatura de — du. 
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’•I 

*•{' 

’•I 

. f 2 7TX 

>. cos — < 
Jo 4 


27. | V3jc + 4<*x 

4 

r«/4 

29. sen x cos x dx 


sen 5x dx 


p/2 

33. I cos 3x dx 
I o 

f 2 

35. cos — dx 


. J (t 2 - 2)V/ 

•i' 

•r 
•r 

C m 

34. sen — 

Jo 10 

■t; 


dt 


p/2 

28. cos 2x dx 


30. sen 2 xcosxdx 

32. cos irt dt 
'q 
r* 


p/8 

36. I sec 2 2 1 dt 


En losproblemas 37 a 42, evalue el limite dado reconociendo 
primero la suma indicada como una suina de Riemann aso- 
ciada a una particidn regular de [0, 1] y evaluando a conti- 
nuacion la integral correspondiente. 


43. Evalue la integral V25 - x 2 dx 

Jo 

interpretandola como el area bajo la gr£fica de cierta fimcion. 

44. Use sucesiones de sumas de Riemann para establecer la 
propiedad del multiplo constante. 

45. Use sucesiones de sumas de Riemann para establecer 
la propiedad de la union de intervalos de la integral. 
Observe que si R n y R n son sumas de Riemann para /en 
los intervalos [a, c] y [c, b ], respectivamente, entonces 
R n = R„ y R„ es una suma de Riemann para/en [a, b]. 

46. Utilice sumas de Riemann para establecer la propie¬ 
dad de comparacion para integrates. Muestre primero que si 
m ^/(x) ^ M para toda x en [a, b], entonces m(b - a) ^ R ^ 
M(b - a) para toda suma de Riemann R de/en [a, b]. 

47. Suponga que un tanque contiene inicialmente 1000 ga- 
lones de agua y que la razon de cambio de su volumen despues 
de vaciar el tanque durante t minutos es V (/) = (0.8)/ - 40 (en 
galones/minuto). ^Cuanta agua contiene el tanque despues de 
vaciarse durante media hora? 

48. Suponga que la poblacion de Juneau en 1970 era 125 (en 
miles) y que su tasa de crecimiento t anos despues era F(t) = 
8 + (0.5)/ + (0.03)/ 2 (en miles por ano). ^Cual era su poblacion 
en 1990? 

49. Determine una cota inferior y superior para 


37. lim 

t=\\n j n 

n -2 

38. lim 2 -4 


39. lim 


40. lim 


i=l n 

1 + 2 + 3 + 


+ n 


l 3 + 2 3 + 3 3 + 


+ « 3 


41. lim 


VI + \/2 + V3 + -- - + V« 


nVn 


42. lim 2 - sen— 
i= i n n 


r 


- dx 
x 


utilizando la propiedad de comparacion y una subdivision de 
[I, 2] en cinco subintervalos de igual longitud. 

50. Determine una cota inferior y superior para 


r 


dx 


utilizando la propiedad de comparacion y una subdivision de 
[0, 1] en cinco subintervalos de igual longitud. 


5.6 

Valores promedio y el 
teorema fundamental 
del calculo 


Newton y Leibniz reciben generalmente el credito por la invencion del calculo a 
fines del siglo XVIL En realidad, se sabe que anteriormente otras personas habian 
calculado areas esencialmente equivalentes a integrales y pendientes de rectas 
tangentes esencialmente equivalente a derivadas. El gran logro de Newton y 
Leibniz fue descubrir y aprovechar computacionalmente la relacion inversa entre 
la deri vacion y la integracion. Esta relacion se resume en el tcorcma fundamental 
del calculo. Una parte de este teorema es el teorema de evaluacion de la seccion 
5.5: Para evaluar 

f f(x) dx, 

J a 

basta determinar una primitiva de/en [a, b ]. La otra parte del teorema fundamental 
nos dice que hacer esto es posible por lo general, al menos en teoria: Toda funcion 
continua tiene una primitiva. 
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EL VALOR PROMEDIO DE UNA FUNCI6N 


El concepto del valor promedio de una funcion es util para la demostracion del 
teorema fundamental y tiene numerosas aplicaciones importantes por derecho 
propio. El promedio ordinario (aritmetico) de n numeros a u a 2 ,. . ., a n se define 
como 

_ a\ + a 2 + • • • + a n 1 ^ 

a = - = - la a t . (1) 

n n i= i 

Pero una funcion/definida en un intervalo, generalmente tiene “una infinidad” de 
valores /(*)> por lo que no podemos simplemente dividir la suma de todos estos 
valores entre su numero para determinar el valor promedio de/(;c). Presentaremos 
el concepto adecuado por medio de un analisis de las temperaturas promedio. 

EJEMPLO 1 Sea 71a temperatura medida durante un dia particular (24 horas) 
en cierto lugar, dada por la funcion 

T = f(t) y 0^ t ^24 

(donde el reloj de 24 horas recorre de / = 0 a medianoche hasta / = 24 a la siguiente 
medianoche). Asi, las temperaturas/(l), /(2),...,/(24) se registran a intervalos 
de 1 hora durante el dia. Podriamos definir la temperatura promediorpara el dia 
como el promedio (aritmetico ordinario) de las temperaturas en cada hora: 

donde = i. Si separamos el dia en n subintervalos iguales en vez de 24 intervalos 
de 1 hora, obtendriamos un promedio mas general 

n ,= i 

Si n es cada vez mas grande, esperamos que T se acerque al “verdadero” promedio 
de las temperaturas de todo el dia. Por ello, es plausible definir la temperatura 
promedio verdadera permitiendo que n aumente sin limite. Esto implica 

1 n 

T= lim -2/(0. 

n -* 00 ft i=l 

El lado derecho se parece a una suma de Riemann; hacemos de esto una suma 
de Riemann mediante el factor 


A/ = 


b - a 


donde a = 0 y b = 24. Entonces 


x r 1 n 

T = lim - 


n b — a n = 


2 /( 0 ' 


b — a 


= lim — 
n b — a i=i 


2 m- 


b - a 


lim 2 f(ti) A/ = 


b — a n 


b - a 


fit) dt. 
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Asi, 


•24 


T = ^\ fit) dt 


( 2 ) 


bajo la hipotesis de que / es continua, de modo que las sumas de Riemann 
convergen a la integral cuando n —» °o. 


El resultado final de la ecuacion (2) es la integral de la funcion dividida entre 
la longitud del intervalo. El ejemplo 1 motiva la siguiente definicion. 



Figura 5.6.1 Rectangulo que 
ilustra el valor promedio de una 
funcidn 


Definicion Valor promedio de una funcion 

Suponga que la funcion / es integrable en [a } b ]. Entonces el valor 
promedio y de y = f(x ) en [a, b] es 

'-irbJ/w*- < 3 > 


Podemos reescribir la ecuacion (3) como 

[ f(x) dx = y ■ (b - a). (4) 

J a 

Si/es positiva en [a, b], entonces la ecuacion (4) irnplica que el area bajo la curva 
y = fi x ) en [ a > b] es igual al area de un rectangulo de base b-a y alturaJJ (figura 
5.6.1). 


EJEMPLO 2 El valor promedio de f{x) = x 2 en [0,2] es 




2 


f x 2 dx = \ 

f 1 

Jo 2 

|_3 J 


4 

3' 



t 


Figura 5.6.2 La funcion 
temperature T =/(/) del ejemplo 3 


EJEMPLO 3 La temperature diaria promedio en grados Fahrenheit en Athens, 
Georgia, t meses despues del 15 de julio es aproximada por 

7 jt 

T = 61 + 18 cos — = /(/). (5) 

6 

Determine la temperatura promedio entre el 15 de septiembre (/ = 2) y el 15 de 
diciembre (/ = 5). 

Solucion La ecuacion (3) da 

r -rhf( 6, + 1,M, T)‘*-5 

La figura 5.6.2 muestra las graficas de T=f{t) yT=51. ^Puede ver que la ecuacion 
(4) irnplica que las dos regiones casi triangulares de la figura tienen areas iguales? 


,, ,6-18 7 T( 

61/ H-sen — 

7 T 6 


~ 57°F. 


El teorema 1 dice que toda funcion continua en un intervalo cerrado alcanza 
su valor promedio en algirn punto del intervalo. 
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t 


™ I 

- 1 __1 :_ 

a x ~t x + h 

Figura 5.6.3 La funcion area F 
es una primitiva de/ 


Teorema 1 Teorema del valor promedio 
Si/es continua en [a, b ], entonces 

/(*) = l a dx ‘ ( 6 ) 

para algun numero x en [a, b\ 


Demostracion Sean m =f(c ) el valor minimo y M- f(d) el valor maximo de 
f(x) en [a } b\. Entonces, por la propiedad de comparacion de la seccion 5.5, 

m = f(c)^y = -j^— a J f(x) dx £ f{d) = M. 

Como/es continua, podemos aplicar ahora la propiedad del valor intermedio. El 
numero y esta entre los dos valores my M de/ y en consecuencia, y misma debe 
ser un valor de/ Especificament z,y=f(x) para algun numero x entre a y b . Esto 
produce la ecuacion (6). □ 

EJEMPLO 4 Si v(t) denota la funcion velocidad de un automovil de carreras 
que acelera durante el intervalode tiempo a^t^b, entonces la velocidad promedio 
del automovil esta dada por 


v = - - v(t) dt. 

b~ a J a 

El teorema del valor promedio implica que v= v(i) para algun numero ~t en [a, b\. 
Asi 1 es un instante en que la velocidad instantanea del automovil es igual a su 
velocidad promedio en todo el intervalo de tiempo. 


EL TEOREMA FUNDAMENTAL 


Establecemos el teorema fundamental del calculo en dos partes. La primera parte 
establece que toda funcion/continua en un intervalo I tiene una primitiva en I. En 
particular, podemos obtener una primitiva de / al integrar / en cierta forma. 
Intuitivamente, en el caso f(x) > 0, denotamos con F(x) al area bajo la grafica de 
/de un punto fijo a de / a x, un punto de I tal que x > a. Demostraremos que F*(x) 
= /(*). Mostramos la construccion de la funcion F en la figura 5.6.3. Mas 
precisamente, definimos la funcion Fcomo sigue: 


F{x)=\ X f{t) dt, 

J a 


donde utilizamos la variable muda / en el integrando para evitar una confusion con 
el limite superior x. La demostracion de que =/(jc) sera independiente de la 
hipotesisx > a . 
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A- ? x + h 



brida cuenta arandela 

Figura 5.6.4 La cuenta en 1 
atrapada entre la arandela en 
x + h y la brida en x 


El teorema fundamental del calculo 

Supongamos que la funcion/es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 
Parte 1 Si la funcion F esta definida en [ a , b ] como 

F(x) = ff(t)dt, (7) 

a 

entonces F es una primitiva de/ Es decir, F'(x) = fix) para x en (a, b). 
Parte 2 Si G es cualquier primitiva de/en [a, 6], entonces 

J7w dx = [GW] *= G(b) - G(a). (8) 


Demostracion de la parte 1 Por la definicion de la derivada. 


rW = lim ^ ^ = limi( | /(«)* - | |. 


rx + h rx 

j f{t)dt ~ J 


Pero 


rx+h /'jc rx 

f(t)dt = f{t)dt + f{t)dt 

^ a ^ a ^ x 

por la propiedad de la union de intervalos de la seccion 5.5. Asi 


i r h 

F'{x) — lim - I f{t)dt. 

h ^° h K 

El teorema del valor promedio nos dice que 

1 f x+h 

~ h f(t)dt = f(t) 

para algiin numero ~t en [x, x + h\. Por ultimo, observamos que 1 —> x cuando h —» 0. 
Asi, como/es continua, vemos que 

i r h 

F'(x) = lim - fit) dt = lim/(r) = lim/(r) = fix). 

h ^°« J x h ^° 

Por tanto la funcion F de la ecuacion (7) es, en realidad, una primitiva de/ □ 


observaci6n La figura 5.6.4 indica por que 1 debe tender a jc cuando h — » 0. 
Cuando la arandela movil enx+ /? tiende a la brida fijaen a% la cuenta r entre ellos 

_ no puede escapar. 

cable 

Demostracion de la parte 2 Aqui aplicamos la parte 1 para proporcionar una 
demostracion del teorema de evaluacion en la seccion 5.5. Si G es cualquier 
primitiva de/ entonces (como esta y la funcion F de la parte 1 son ambas primitivas 
de/en el intervalo [a, 6]) sabemos que 

G(x) - F(x) + C 

en [a, b\ para cierta constante C. Para evaluar C, sustituimos x = ay obtenemos 

C = G(a) - F(a) = G(a\ 
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pues 


F(a) = f f{t) dt = 0. 

Por tanto, G(x) = F(x) + G(a). En otras palabras 

Fix) = G(x) - G(a) 
para toda x en [a, b]. Con x = b obtenemos 

Gib) ~ Gia) = F(b ) = [ fix) dx, 

a 

lo que establece la ecuacion (8). □ 

A veces, el teorema fundamental del calculo se interprets diciendo que la 
derivacion y la integracion son procesos inversos. La parte 1 se puede escribir en 
la forma 



si/es continua en un intervalo abierto que contiene a a y a x. Es decir, si primero 
integramos la funcion/(con el limite superior de integracion x variable) y despues 
derivamos con respecto de x, el resultado es de nuevo la funcion f Asi, la 
derivacion “cancela” el efecto de integracion de las funciones continuas. 

Ademas, la parte 2 del teorema fundamental se puede escribir como 

f G' (0 dt = Gix) - Gia) (10) 

a 

si suponemos que G es continua. En ese caso, esta ecuacion significa que si 
primero derivamos la funcion G y despues integramos el resultado de a a jc, el 
resultado puede diferir de la funcion original G, en el peor de los casos en 
la constante G(a ). Si elegimos a de modo que G(a) = 0, esto significa que la 
integracion “cancela” el efecto de la derivacion. 


APLICACIONES COMPUTACIONALES 



Los ejemplos 1 a 4 de la seccion 5.5 ilustran el uso de la parte 2 del teorema 
fundamental para evaluar integrates. Proporcionaremos mas ejemplos en los 
problemas al final de la seccion, en esta seccion y en la seccion 5.7. El ejemplo 5 
ilustra la necesidad de separar una integral, como una suma de integrates, cuando 
su integrando tiene primitivas diferentes en intervalos diferentes. 


EJEMPLO 5 La figura 5.6.5 muestra la grafica de la funcion/definida por 



si x = 0, 
six ^ 0. 


Figura 5.6.5 La region del Determinaremos el area A de la region R acotada por arriba por la grafica 

ejemplo 5 de y =f (x) y por debajo por el eje x. 


Seccion 5.6 / Valores promedio y el teorema fundamental del calculo 


301 







Figura 5.6.6 La grafica 
7 =x 3 -jc 2 - 6 xdel ejemplo 6 



Figura 5.6.7 La grifica y - 
\jc -x 2 -6x \ del ejemplo 6 


A = 

J 

('tt/2 

f(x)dx = 

. J 

[> 


1 1 

(*-i | 

x\^ 

1 

r k 

\ i 

0 

+ 

-1 

senx 


Solution Las intersecciones con el eje x que aparecen en la figura son x = -1 
(donde l-x 2 = 0yx<0)yx = ^/2 (donde cos x = 0 y x > 0). Por tanto, 

r-jr/2 

2 )dx + I cosx dx 
Jo 

3 3 

j o 

EJEMPLO 6 La figura 5.6.6 muestra la grafica de 

f(x) = x 3 - x 2 - 6 x. 

determinaremos el area A de la region R acotada por la grafica de y = f(x) y por el 
ejex. 

Solution La region R consta de las dos regiones R x y R 2 y se extiende de x = -2 
a x = 3. El area de R } es 


A\ =| (x 3 - x 2 - 6 x) dx = 
-2 


4 x 4 - 4x 3 - 3x 2 


— 16 
— 3 • 


-2 


Pero en el intervalo (0, 3), la funcion/(x) es negativa, de modo que para obtener 
el area (positiva) A 2 de R 2y debemos integrar el negativo de/ 


Ai = (-x 3 + x 2 + 6 x) dx = 


-ix 4 + U 3 + 3x 2 


_ 63 
4 • 


En consecuencia, el area de la region completa R es 

A = A, +A 2 = t + t = W^ 21.08. 

En realidad, hemos integrado el valor absoluto de/(x): 


A = I | f(x)\ dx ~ \ (x 3 - x 2 - 6 x)dx + (-x 3 + x 2 + 6x)dx = 

J- 2 J - 2 Jo 

Compare la grafica dey= \f(x)\ en la figura 5.6.7 con la dey =/(x) en la figura 
5.6.6. 


EJEMPLO 7 Evalue 


x 3 - x I dx. 


Solution Observamos que x 3 - x ^ 0 en [-1, 0], que x 3 -x^ 0en[0, 1 ] y que x 3 
-x ^0 en [1,2]. Asi, escribimos 

j I x 3 - x| dx = J (x 3 - x)dx + J (x - x 3 )dx + J ' (x 3 - x)dx 


no 


1 v-4 _ I 2 
4 X 2 X 


1 r 2 _ I 4 

2 X 4 X 


J 0 


i r 4 _ I y 2 
4 X 2 X 


= i i + [2 - (-*)] = = 2.75. 


La parte 1 del teorema fundamental del calculo dice que la derivada de una 
integral con respecto de su limite superior es igual al valor del integrando en el 
limite superior. Por ejemplo, si 
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entonces 



sen t dt y 


3 

— = x senx. 
ax 

El ejemplo 8 es un poco mas complicado, por el hecho de que el limite superior 
de la integral es una funcion no trivial de la variable independiente. 


EJEMPLO 8 Determine h\x) dado que 

r 2 

h(x) = f 3 sen t dt. 
Jo 

Solution Sean y = h(x) y u = x 2 . Entonces 


de modo que 


•'ft 


f 3 sen t dt , 


“y 3 
— = m sen w 
du 

por el teorema fundamental del calculo. Entonces, con la regia de la cadena se 
obtiene 


h'(x) = = ‘ ~r = (w 3 senw)(2x) = lx 1 senx 2 . 

dx du dx 

PROBLEMAS CON CONDICIONES INICIALES 

Observe que si 

y(x) = f f(t)dt y (11) 

J a 

entonces y{a) = 0. Por tanto, y(x) es una solucion del problema con condicion 
inicial 

J x = f{x\ y{a) = 0. (12) 

Para obtener una solucion al problema con condicion inicial 

f x = fix), yia) = b, (13) 

solo necesitamos sumar la condicion inicial dada: 

y(*) = b + f fit)dt. (14) 

J a 

EJEMPLO 9 Exprese como una integral la solucion al problema con condicion 
inicial 

= sec x, y(2) = 3. (15) 
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Solution Con a = 2y& = 3, la ecuacion (14) implica 


y(x) = 3 + sec / dt. (16) 

J 2 

Con nuestro conocimiento actual, no podemos calcular la primitiva sec /, pero para 
un valor particular de x, podemos aproximar la integral de la ecuacion (16) 
media nte sumas de Riemann. Por ejemplo, con x = 4 y una calculadora con una 
tecla [INTEGRATE] obtenemos 

I sec / dt — —2.5121. 

J 2 

Por tanto, el valor de la solution en la ecuacion (16) en x = 4 es 
y(4) - 3 - 2.5121 = 0.4879. 


5.6 Problemas 


En los problemas l a 12, determine el valor pro medio de la 
funcion dada en el intervalo especificado. 


1. /(*) 

= * 4 ; 

[0. 2] 

2. 

g« = 

V*; 

[1.4] 

3. hix) 

= 3* 2 

V^TT; 

[0, 2] 




4. fix) 

= 8x; 

[0. 4] 

5. 

gM = 

8*; 

[-4,4] 

6. hix) 

= * 2 ; 

[-4,4] 

7. 

fix) = 

* 3 ; 

[0. 5] 

8. g(*) 

= x~ U2 \ [1,4] 





9. fix) 

= VJ 

+ i; [0, 

3] 





10. g(x) = sen2x; [0, 7r/2] 

11. f(x) = sen2x; [0, it] 

12. g(t) = cos 27r/; [-{,{] 


Evalue las integrales en los problemas 13 a 28. 


13. J dx (En este caso, dx represents 1 dx.) 


14. j (y s - 1 )dy 

15. f %. 

J 1 V9* 3 

16. J (* 3 + 2) 2 dx 

m r 3 3 / - 5 , 

17. — -— dt 

J. r 

18 ' L n ,lx 

r 

19. sen*cos*rf* 

Jo 



20. | x | dx 

22. f X '~%x 

J-i * + 2 

r* 

23. x cos x 2 dx 

Jo 


r* 

24. 1* - Vi\ dx 

25. |x 2 - 11 dx 

Jo 

J —2 


r 7 

26. sen 3x dx 

27. V* + 2 dx 

Jo 

J 2 



En los problemas 29 a 32 , la grafica de fy el eje x separan al 
piano xy en varias regiones, algunas de las cuales estan 
acotadas. Determine el area total de las regiones acotadas 
en coda problema. 


29. /(x) - 1 x 4 si x ^ 0; /(x) = 1 - x 3 si x ^ 0 

(Fig. 5.6.8) 

30. f{x) = (tt/ 2) 2 sen* en [0, -77-/2]; /(*) = x (ir - x) 

en [tt/2. tt] (Fig. 5.6.9) 

31. /(*) = * 3 - 9* (Fig. 5.6.10) 

32. /(*) = x 3 - lx 2 - 15* (Fig. 5.6.11) 




* X 

Figura 5.6.8 Problema 29 Figura 5.6.9 Problema 30 



X 


Figura 5.6.10 Problema 31 



X 


Figura 5.6.11 Problema 32 
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33. Roxana arroja una pelota desde una altura de 400 pies. 
Determine la altura promedio y la velocidad promedio de la 
pelota entre el instante en que se arroja y el instante en que 
golpea el suelo. 

34. Determine el valor promedio de la poblacion animal P(t) 
= 100+10/ + (0.02)/ 2 en el intervalo de tiempo [0, 10]. 

35. Suponga que un tanque de agua de 5000 litros tarda 
10 minutos en vaciarse y que despues de / minutos, la cantidad 
de agua que queda en el tanque es V(t) = 50(10 - if litros. 
^Cual es la cantidad promedio de agua en el tanque durante 
el tiempo en que se vacia? 

36. Cierto dia, la temperatura / horas despues de la mediano- 
che era 

T(t ) = 80 + 10sen^(< - 10)j. 


final y su velocidad promedio y (b) su posicion final y su 
posicion promedio. 

En los problemas 41 a 45, aplique el teorema fundamental 
del calculo para determinar la derivada de la funcion dada. 

41. /(x) = J (< 2 +l) 17 * 

42. g(t) = f Vx 2 + 25 dx 

JO 

43. h(z) = J ^u — 1 du 

44. A(x) = \ x \dt 45. f{x) — j ^/ + yj dt 


£Cual era la temperatura promedio entre el mediodia y las 
6 de la tarde? 

37. Suponga que una varilla caliente esta a lo largo del 
intervalo 10. Si la temperatura en los puntosde la varilla 
esta dada por 7Xx) = 4 jc(10 - x) y ^cual es la temperatura 
promedio de la varilla? 

38. La figura 5.6.12 muestra una seccion transversal a una 
distancia x del centro de una esfera de radio 1. Determine el 
area promedio de esta seccion transversal para 0 ^x ^ 1. 



Figura 5.6.12 La esfera del problema 38 



Figura 5.6.13 El cono del problema 39 

39. La figura 5.6.13 muestra una seccion transversal a una 
distancia y del vertice de un cono con radio de la base 1 y 
altura 2. Determine al area promedio de esta seccion transver¬ 
sal para 0^yS2. 

40. Un automovil de carreras parte del reposo (x = 0, t = 0) y 
experimenta una aceleracion constante x'\i) = a durante T 
segundos. Determine, en tcrminos de a y T, (a) su velocidad 


En los problemas 46 a 49, G(x) es la integral de la funcion 
dada f\t) en el intervalo especifico de la forma [a, xj x> a. 
Aplique la parte 1 del teorema fundamental del calculo para 
determinar G\x). 

44- fit) = P.*] 

47 . /(,) = VTT4; [ 0 , x] 

48. f{t) = sen 3 r, [0, x] 

49. f(t) = VPTT; [ 1 .x] 


En los problemas 50 a 56, derive la funcion, escribiendo 
primero f (*) en la forma g(w), donde u denota el limite 
superior de integracion. 


Vl + ? dt 


sen t 2 dt 


VY^t 2 dt 


50. f{x) = f 

Jo 

51. fix) = \ 

53 . f(x) = sen t dt 

Jo 

54. f(x) = J 

w-h 


(i 2 + i ydi 


55 

56 


Vl + ? dt 


Use integrates (como en el ejemplo 9) para resolver los 
problemas con condiciones iniciales 57 a 60. 

57. d j- = y(l) = 0 
dx x 


dy 

dx 1 + x 2 ' 


yd) 


7 T 

4 
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59. £ = VTTT\ y(5) = 10 
dy 

60. ^=tanx, y( 1) = 2 

61. El teorema fundamental del calculo parece decir que 



en aparente contradiction con el hecho de que 1 fx 2 siempre 
es positiva. ^Que es lo incorrecto? 

62. Demuestre que la razon de cambio promedio 

m - m 

b - a 

de la funcion derivable/en [a, b ] es igual al valor prome¬ 
dio de su derivada en [a, b]. 


5.7 __ 

Integration por 
sustitucion 


EJ teorema flmdamental del calculo en la forma 


f(x) dx = 


f(x) dx 


(1) 


implica que podemos evaluar facilmente la integral definida de la izquierda si 
podemos determinar la integral indefinida (es decir, la primitiva) de la derecha. 
Analizaremos ahora un metodo poderoso para calcular la primitiva que equivale 
a “la regia de la cadena en orden inverso”. Este metodo es una generalization de 
la “regia de la potencia generalizada en orden inverso”, 


f u " du = 7^7 + C ( 2 ) 

que presentamos en la seccion 5.2. 

La ecuacion (2) es una abreviatura para la formula 

f[gW]VW^ = M^ + c (3) 

J n 1 

que resulta de escribir 

« = g(x), du = g'(x ) dx . 

Asi, para aplicar la ecuacion (2) a una integral dada, debemos ver al inlegrando 
como el producto de una potencia de una funcion diferenciable g(jc) y su derivada 

g'W- 


EJEMPLOl Con 

u = 2x + 1, du = 2 dx , 

vemos que 
r 

( 2x + l) 5 • 2 dx 

EJEMPLO 2 




= 1“ 


5 du = ^ + C = \{2x + l) 6 + C. 
6 6 


f 2xVTT~ 7 2 dx = J( 1 + x 2 ) ,/2 -2xdx 

= J u ,/2 du [u = 1 + x 2 , du = 2x dx~\ 


u 3/ ^ 2 2 

= -r + c = -u + xY 2 + c. 

2 J 
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La ecuacion (3) es el caso particular/(«) = m" de la formula integral general 

J f(g(x))-g'(x) dx = J f(u) du. (4) 

El lado derecho de la ecuacion (4) resulta de hacer la sustitucion formal 

u = g(x), du = g'{x) dx 

en el lado izquierdo. 

Algo bello de la notacion diferencial es que la ecuacion (4) no solamente es 
plausible, sino que de hecho es verdadera, en el entendido de que u se reemplaza 
por g(x) despues de realizar la integracion indefinida del lado derecho de la 
ecuacion (4). En realidad, la ecuacion (4) es solamente una version de la integral 
indefinida de la regia de la cadena, ya que si /**(*) = /(jc), entonces 

D x F(g(x)) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x) 
por la regia de la cadena, de modo que 

J f(g(x)) g'(x)dx = J F'(g(x)) g'(x)dx = F(g(x)) + C 
= F(u) + C [u = g(*)] 

= J f(u)du. 

La ecuacion (4) es la base de la poderosa tecnica de la integracion (indefinida) 
por .sustitucion. Se puede usar cuando la funcion integrando se reconozca como 
de la forma f'(g(x)) ■ g\x). 

EJEMPLO 3 Determi ne 

Solution Observe quejc 2 es, salvo un factor constante, la derivada dejc 3 + 9. Por 
tanto, podemos sustituir 

u = jc 3 + 9, du = 3x 2 dx. (5) 

Podemos proporcionar el factor constante 3 si compensamos multiplicando la 
integral por^, con lo que obtenemos 

| VPT9 dx = | J(x> + 9 )'« ■ * = i J du 

1 m V2 7 2 

= ^ • V + c = 1 -U^ + C = ±(x> + 9) 3/2 + C. 

Una forma alternativa de llevar a cabo la sustitucion en (5) es resolver 
du = 3x 2 dx para x 2 dx = \ du y 

y entonces escribimos 

JU 3 + 9) l/2 dx = J m 1/2 - \du = | J u 1/2 du y 

concluyendo el calculo como antes. 
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Los siguientes tres pasos en la solution del ejemplo 3 son dignos de mention 
especial: 

□ La diferencial dx, junto con el resto del integrando, se “transforma” o reempla- 
za, en terminos de u y du. 

□ Una vez realizada la integracion, se anade la constante C de integracion. 

□ Es necesaria una sustitucion final para escribir la respuesta en terminos de la 
variable original x. 


SUSTITUCION EN INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 

Por ahora sabemos que toda formula de derivation produce, al “invertir”, una 
formula de antiderivation. Las formulas familiares para las derivadas de las seis 
funciones trigonometricas proporcionan las siguientes formulas de integrates 
indefinidas: 


cos u du = sen u + C 


sen u du = -cos u + C 


sec 2 u du = tan u + C 


esc 2 u du — -cot u + C 


sec u tan u du = sec u + C 


esc u cot u du = -esc u + C 


( 6 ) 


( 7 ) 


( 8 ) 


( 9 ) 


( 10 ) 


( 11 ) 


Cualquiera de estas integrales puede aparecer como la integral I f(u) du que resulta 
de una sustitucion de u apropiada en una integral dada. 

EJEMPLO 4 

Jsen(3* + 4) dx = J(senw)-^ du (u = 3x + 4, du = 3 dx) 

~ 3 J sen u du — —5 cos u du + C 
= -1 cos(3;c + 4) + C. 


EJEMPLO 5 

J 3x cos (x 2 )dx — 3 J(cos x 2 )-x dx 
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EJEMPLO 6 


= 3 j (cos u) - \du (u = x 2 , = 2x dx) 

= | J cos u du — \ sen w + C = §sen(x 2 ) + C. 


J sec 2 3x dx = j (sec 2 m) ■ 5 (h = 3 x, du = 3 dx) 


= 5 tan h + C = k tan 3x + C. 


EJEMPLO 7 Evalue 


/ 


2 sen 3 x cos x dx. 


Solution Ninguna de las integrales de las ecuaciones ( 6 ) a (11) parece “adecua- 
da”, pero la sustitucion 


u = sen x, du = cos x dx 

produce 

j 2sen 3 x cos x dx = 2 j u 3 du = 2 ■ + C = ^sen 4 x + C. 

SUSTITUCION EN INTEGRALES DEFINIDAS 

El metodo de integracion por sustitucion se puede usar con integrales definidas al 
igual que con integrales indefinidas. Solo se requiere un paso adicional: la 
evaluacion de la primitiva final en los limites originales de integracion. 

EJEMPLO 8 La sustitucion del ejemplo 3 da 


f x 2 Vx 3 + 9 dx = f h 1/2 ■ 5 du (u = x 3 + 9 , du = 3 x 2 dx) 
Jq J* 

= 3 3« 3/2 l = \ [(^ 3 + 9) 3/2 l (volviendoE 

L -I* L J n sustituir) 


= |(216 - 27) = 42. 


Dejamos los limites en u sin especificar (usamos asteriscos) ya que no fueron 
calculados (no hay necesidad de conocerlos, ya que planeamos volver a sustituir 
u en terminos de la variable original x antes de usar los limites originales de 
integracion). 

Pero en ciertas ocasiones es mas conveniente determinar los limites de 
integracion con respecto de la nueva variable u. Con la sustitucion u - x 3 + 9, 
vemos que 

□ u = 9 cuando x = 0 (limite inferior); 

□ u = 36 cuando x = 3 (limite superior). 
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El uso de estos nuevos Hmites en u (en vez de volver a sustituir en terminos de x) 
implica 


f 3 

r3 6 

- 

x 2 Vx 3 + 9 dx = j 

u l/2 du = 5 

Zfj3 /2 

3 U 

'0 

J 9 

- 


El teorema 1 dice que la forma “natural” de transformar los Hmites de una 
integral bajo una sustitucion de «, como arriba, es correcta. 


Teorema 1 Integral defmida por sustitucion 

Suponga que la funcion g tiene una derivada continua en [a, b ] y que/es 
continua en el conjunto g([a, b ]). Sea u = g(x). Entonces 

8(b) 

f(g(x)) ■ g' (x) dx = [ /(h) du. (12) 

J g(a) 


OBSERvaci6n Asi, obtenemos los nuevos Hmites en u aplicando la funcion de 
sustitucion u = g(x) a los Hmites anteriores de jc: 

□ El nuevo Hmite inferior es g{a) y 

□ El nuevo Hmite superior es g(b ), 
sin importar si g(b) es mayor que g(a ). 


Demostracion del teorema 1 Elegimos una primitiva F de/, de modo que 
F* =f Entonces, por la regia de la cadena, 


0/F(gU))] = F'(g(x))-g’(x) = f(g(x))g'(x). 


Por consiguiente, 


/(gW)-g'W dx = 


F(g(x)) 


F(g(b)) - F(g(a)) 


F(u) 


gib) rgib) 


f(u) du. 


u = g{a) J g(o) 


Utilizamos el teorema fundamental para obtener la primera y ultima desigualdades 
en este argumento. □ 


El hecho de que sea mas simple aplicar el teorema 1 y obtener los nuevos 
Hmites en u o volver a sustituir u = g(x) y utilizar los Hmites anteriores en x depende 
del problema especifico. Los ejemplos 9 y 10 ilustran la tecnica de transformacion 
a los nuevos Hmites. 


EJEMPLO 9 Eva 1 ue 


f x dx 

J 3 (30 - * 2 ) 2 ' 

Solucion Observe que 30 - x 2 no se anula en [3, 5], por 1o que el integrando es 
continuo. Sustituimos 


u = 30 — x 2 , du - ~2x dx y 


310 . 


Capitulo 5 / La integral 




y observamos que 


5.7 Problemas 


Si x = 3, entonces u = 21 (limite inferior); 
Si x = 5, entonces u = 5 (limite superior). 


Por tanto, con nuestra sustitucion obtenemos 

f5 


f x<*x _ f 
l (30 - " J 21 

EJEMPLO10 Evalue 


5 — 5 


W 


1 

Wj 21 


■ _4(_i + ± 


21 


/*7t/4 

I' 


sen 3 2 / cos 2 / dt. 

Jo 

Solution Sustituimos 

« = sen 2 /, de modo que du = 2 cos 2 / <*/. 
Entonces w = 0 cuando t = 0 y u = 1 cuando t = ;r/4. Por tanto, 


r 7r/4 

j Cl 


sen 3 2 / cos 2 / d/ 


-jf.- 

•'o 


du = \ 


ju 


_ i 
8 • 


8 

105 ' 


Evalue las integrates indefinidas de losproblemas 1 a 30. 


■•J 

[(* + 1 ) 6 dx 

3.j 

(4 - 3 x) 1 dx 

5 'J 

f dx 

* V7x + 5 

7 'J 

sen(7rx + 1) dx 

9 'J 

sec 2 0 tan 20 d6 

„.j 

[ xV7 2 - l rf* 

13. j 

[" *V2 - 3 ~x 2 dx 

15. j 

[" x 3 Vx 4 + 1 dx 

J 

|" x 2 cos(2x 3 ) dx 

J 

f x 2 dx 

1 (x 2 + 5 y 

J 

f cos 3 x sen x dx 

23. I 

\ tan 3 6 sec 2 6 dd 


2 . 

j 

[ (2 - xf dx 

4. 

[ V2x + 1 rf* 

6 . 

J 

r ^ 

' (3 - 5.x :) 2 

8 . 

j 

f irt 

10 . j 

f esc 2 5 x dx 

12 . j 

f 3/(1 - 2 / 2 ) 10 dt 

».] 

f tdt 

V 2 1 2 + 1 

J 

f x 2 dx 

1 ^x 2 +\ 

18. j 

f / sec 2 (/ 2 ) dt 

20 . 

j 

\ y 2 S/ 2 - 4y 3 dy 

22 . 

j 

[*sen 5 3z cos 3z dz 

24. I 

\ sec 3 6 tan 0 dd 


25, 

26, 


•/ 
■J 
/ 

•/ 
3- 


cos V* 




dx [Sugerencia: u = VT.] 




28 

30 


Vi(l + V ^) 2 

(x 2 + 2 x + l) 4 (x + 1 ) dx 

(x + 2 ) dx 
(x 2 + 4* + 3) 3 


29. (2 + t 2 )V6t + ?dt 


2 - x 2 


■ dx 


(x 2 - 6 * + l ) 5 
Evalue las integrates definidas de los problemas 31 a 44. 


3L f 


* 


33 

34 

35, 

36 

38, 


U + l ) 3 
. J xVx 2 + 9 rfx 

(l + V ^) 4 


32. f 


dx 


V2x + 1 


<■< 

J l 


K = 1 + Vl] 


dx [ Sugerencia: 


J /V/ + 1 dt [Sugerencia: u = t+ 1 .] 

f2 p 

sen x cos x dx 37. I 

f v; /2 . 

/sen — d/ 

Jo 2 


sen 2x cos 3 2x dx 
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u = 1 + 3 sen $.] 

' V2 x 
sec 2 — dx 
2 


40 


rV 2 

39. I (1+3 sen 0) 3/2 cos 0 [Sagere/icia; 

't 

41. I jcV4 - jc dx [Swgerencitf; w = 4 — jc.] 

Jo 

rir/2 

42. (cos jc) V sen x dx [Sugerencia: 

Jo 

u = sen jc.] 

f ** sen Vjc cos Vjc 


I 


/ 3 sen 7r/ 4 dt 


"7 r- 

44. 

J it 2 


w 2 /4 Vjc 
Utilice las identidades de la mitad de un angulo 


dx 


cos 2 0 = 


1 + cos 26 __ 2 a _ 1 - cos 26 


2 y sen 2 0 = 2 

para evaluar las integrates de los problemas 45 a 48, 


45. sen 2 jc dx 

46. 


47. J sen 2 3/ dt 

48. 


r 1 

Jo 


COS 2 7 Tt dt 


Utilice la identidad 1 + tan 2 0 = sec 2 0 para evaluar las 
integrates de los problemas 49 y 50. 

r*f 12 




49. tan 2 jc dx 


50. 

J o 


tan 2 3 1 dt 


51. Sustituya sen 3 jc = (sen jc)(1 - cos 2 jc) para mostrar que 


Concilie estos resultados. Cual es la relacion entre las cons- 
tantes C x y C 2 ? 

55. (a) Verifique mediante una derivacion que 


/* 

J 


dx 


JC 

1 - JC 


+ 


Ci. 


(b) Sustituya u = 1 -jc para mostrar que 


r 

J 


dx 



c 2 . 


(c) Concilie los resultados de las partes (a) y (b). 

56. (a) Sustituya u = jc 2 y aplique la parte (a) del problema 
55 para mostrar que 


/* 

J 


jc dx 


- jc 2 ) 2 2(1 - jc 2 ) 

(b) Sustituya u - 1 -jc 2 para mostrar que 


+ Ci. 


jc dx 

(1 “ * 2 ) 2 


1 

2(1 - jc 2 ) 


C 2 . 


(c) Concilie los resultados de las partes (a) y (b). 


Los problemas 57 a 60 tratan las funcionespares e impares. 
Una funcion par f es una funcion tal que 


/(-*) =/M 

para toda jc. Esto significa que la grafica de y = f (x) es 
simetrica bajo la reflexion con respecto del eje y (figura 
5.7.1). Algunos ejemplos de funciones pares son f (x) = 
cos x, I , jc 2 , jc 4 y jc 6 . Una funcion impar f es una funcion tal 
que 


1 


sen 3 jc dx = \ cos 3 jc - cos x + C. 


52. Evalue 


rirfl 

Jo 1 


cos 3 jc dx 


mediante el metodo del problema 51. 

53. Primero sustituya u = sen 0 y despues u = cos 0 para 
obtener 


r 

J 


sen 6 cos 6 d$ = ^sen 2 $ + Ci = - { cos 2 6 + C 2 . 


Concilie estos resultados. ^Cual es la relacion entre las cons- 
tantes C x y C 2 ? 

54. Primero sustituya u = tan 0 y despues u - sec 0para 
obtener 

r 

sec 2 6 tan 6 dd = { tan 2 6 + Ci = { sec 2 6 + C 2 . 


mi 


f(-x)= -f{x) 

para toda x. Esto significa que la grafica de y = /(jc) es 
simetrica bajo las reflexiones primero con respecto del eje y 
y despues con respecto del eje x (figura 5.7.2). Algunos 
ejemplos de funciones impares son f (jc) = sen x, x, x y x 5 . 
Piense las reflexiones indicadas con la funcion coseno (par; 
figura 5. 7.3)y la funcion seno (impar; figura 5.7.4). 



Figura 5.7.1 La grdfica de la funcion pary =/( jc) es 
invariante bajo la reflexion con respecto del ejey 
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Figura 5.7.2 La grafica de la funcibn impar y~ /(x) es 
invariante bajo reflexiones sucesivas con respecto de 
ambos ejes 



Figura 5.7.3 La funcibn 
coseno es par 


y = sen x 



Figura 5.7.4 La funcibn 
seno es impar 



Figura 5.7.5 /impar: 
las Areas se cancelan 
(problema 57) 



Figura 5.7.6 /par. 
las Areas se suman 
(problema 58) 


58. Observe la figura 5.7.6. Si la funcion continua/es par, 
utilice el metodo del problema 57 para mostrar que 


J f(x) dx = 2 J fix) dx. 


59. Explique sin demasiados calculos por que es evidente que 


f 

ti — 


tan x + 


(1 + x 2 ) 7 


dx = 0. 


57. Observe la figura 5.7.5. Si la funcion continua/es impar, 
sustituya u = -x en la integral [ 


f° 

J -a 


f(x) dx para mostrar que /(x) dx = 0. 


"a 

J -a 


60. Explique sin demasiados calculos por que es evidente que 

r* _ r "I 5 

I (3x 2 - x 10 senx + x 5 Vl + x 4 ) dx = 2 x 3 = 250. 

J-s L Jo 


Areas de regiones 
planas 


En la seccion 5.3 analizamos el area A bajo la grafica de una funcibn continua 
positiva/en el intervalo [a, b\. Este analisis motivo nuestra definicion (seccion 
5.4) de la integral de/de a a b como el limite de sumas de Riemann. Un resultado 
importante fue que 


A - 



(1) 


por definicion. 

Aqui consideraremos el problema de determinar el area de regiones mas 
generales del piano. Las regiones como las que se ilustran en la figura 5.8.1 se 
pueden acotar mediante las graficas de dos (o mas) funciones diferentes. 






Figura 5.8.1 Regiones planas acotadas por pares de 
curvas 
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Sean /ygfuncionescontinuas tales que/(x) s g(x) paratodaxenelintervalo 
[a, 6], Estamos interesados en el area A de la region R de la figura 5.8.2, que se 
encuentra entre las graficas de y =/(x) y y = g(x ) para x en [a, 6]. De este modo R 
esta acotada 

□ Por la curva y =f (a:), la frontera superior de R, 

□ Por la curva y = g(x), la frontera inferior de R, 

y por las rectas verticales x = ay x = b (en caso necesario). 




Figura 5.8.3 Una particion de [a, b] divide a R en bandas 
verticales que aproximamos mediante bandas 
rectangulares. 


Para aproximar A, consideramos una particion de [a, b ] en n subintervalos, 
todos con la misma longitud A x = (b- a)/n. Si denota el area de la region entre 
las graficas de/y g en el i —esimo subintervalo [^,_|, ^,] y xf es un mimero elegido 
en ese subintervalo (todo esto para i = 1, 2, 3, . . . , n), entonces AA-, es 
aproximadamente igual al drea de un rectangulo con altura/(^*) -g (x‘) y ancho 
Ax (figura 5.8.3). Por tanto, 


de modo que 


A Ai = [/(x,*) - gU,*)] Ax; 


A = 2 AA■ « 2 [f(x?) - g(x?)] Ax. 

1=1 i=l 

Introducimos la funcion altura h(x) -f(x) -g(jt) y observamos que podemos 
aproximar a A mediante una suma de Riemann para h(x ) asociada a nuestra 
particion de [a, b\: 

n 

A « 2 h(x?) Ax. 

i=l 

La intuicion y la razon nos sugieren que esta aproximacion se puede hacer 
arbitrariamente precisa, eligiendo n suficientemente grande (y por tanto 
Ax = (b - a)/n suficientemente pequeno). Por tanto, concluimos que 
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n 

A = lim 2 h{xf) Ax = 

Ajc-0 /= i 


h(x)dx = 


lf(x) ~ g(x)]dx. 


Como nuestro analisis se basa en un concepto intuitivo en vez de una 
definicion logica precisa de area, esto no constituye una demostracion de esta 
formula para el area. Sin embargo, proporciona una justification para la siguiente 
definicion del area en cuestion. 



Definicion El area entre dos curvas 

Sean/y g continuas tales que/(x) ^ g(x) para x en [ a , b}. Entonces el 
area A de la region acotada por las curvas y = f{x)yy = g(x) y por las 
rectas verticales x = a y jc = b es 

A = \ [f(x)-g{x)]dx. (2) 

a 


EJEMPLO 1 Determine el area de la region acotada por las rectas y = x y x = 2 
y por la curvay = 1/x 2 (figura 5.8.4). 


Solucion Aqui la curva superior es y =f(x) = x, la curva inferior es y - g(x) = 
I/a' 2 , a = 1 y b = 2. La recta vertical x = 2 es “necesaria” (para proporcionar la 
frontera derecha de la region), pero x = 1 no lo es. La ecuacion (2) implica 



La ecuacion (1) es el caso particular de la ecuacion (2) donde g(x) es 
identicamente nula en [a, b]. Pero si /(x) = 0 y g(x) ^ 0 en [a, b] y entonces la 
ecuacion (2) se reduce a 


A ~ ~ \ g(x) dx\ es decir g(x) dx = -A 


En este caso, la region R se encuentra bajo el eje x (figura 5.8.5). De este modo, 
la integral de a a b de una funcion negativa es el negativo del area de la region 
acotada por su grafica, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. 



Figura 5.8.5 La integral proporciona el negativo del area 
geometrica para una region que se encuentra bajo el eje x. 


Seccion 5.8 / Areas dc regioncs planas 


315 






Figure 5.8.6 La integral calcula 
el £rea por arriba del eje x menos el 
area bajo el eje x 



Figure 5.8.7 Un punto de vista 
heuristico (sugerente pero no 
riguroso) para establecer las 
integrales de area 



Figure 5.8.8 La regi6n R del 
ejemplo 2 



De manera mas general, consideremos una fiincion continua/con una grafica 
que cruza el eje jc en un numero finito de puntos c u c 2 > c 3 ,..., c k entre a y b (figura 
5.8.6). Escribimos 

rb rc\ rc 2 rb 

fix) dx = f(x) dx + fix) dx + ■ ■ ■ + fix) dx. 

J a ^ a •'c t ^ck 

Asi vemos que 

f fix) dx 

J a 

es igual al area bajo y=f(x) y arriba del eje jc menos el area por arribay = f{x) y 
bajo el eje jc. 

La siguiente forma heunstica (sugerente, aunque no rigurosa) de establecer 
formulas de integrales como la de la ecuacion (2) puede ser util. Considere la banda 
vertical del area que se encuentra por arriba del intervalo [jc, jc + dx ], que se muestra 
sombreada en la figura 5.8.7, donde hemos escrito 

y sap =fix) y yins=g(x) 

para las curvas de las fronteras superior e inferior. Pensamos en la longitud dx del 
intervalo [jc, jc + dx] como algo muy pequeno, de modo que podamos considerar 
esta banda como un rectangulo con ancho dx y altura y sup -yj n f. Entonces el area 
es 


dA (,Vsup ^inf) 

Pensemos ahora en la region sobre [a, b] que se encuentra entre y sup =/(jc) y 
y>ni = g( x ) como formada por muchas bandas verticales. Podemos considerar su 
area como una suma de areas de tales bandas rectangulares. Si escribimos J para 
suma y obtenemos la formula 

A I dA I Osup-^inf) dx . 

J J a 

Este punto de vista heuristico evita la notacion con subindices asociada con 
las sumas de Riemann. Sin embargo, no es ni debe considerarse como una 
deduccion completa de la ultima formula. Se utiliza mas como un medio conve- 
niente para memorizacion. Por ejemplo, en las figuras que acompanan a los 
ejemplos, frecuentemente mostramos una banda de ancho dx como ayuda visual 
para establecer la integral correcta de manera adecuada. 


EJEMPLO 2 Determine el area A de la region R acotada por la recta y = jc y por 
la parabola y = 6 -a~. 


Solucion La region R se muestra en la figura 5.8.8. Podemos utilizar la ecuacion 
(2) y considerar /(jc) = 6 - jc 2 y g(jc) = jc. Los limites ay b seran las coordenadas jc 
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de los dos puntos de intersection de la recta y la parabola; lo primero que debemos 
hacer es determinar ay b. Para esto, igualamos /(x) y g(x) y determinamosx en la 
ecuacion resultante: 

x = 6 - x 2 ; x 2 + x - 6 = 0; (x - 2)(x + 3) = 0; x - -3, 2. 
Por tanto a = -3 y b = 2, de modo que la ecuacion (2) es 



= [ 6-2 - 5 - 2 3 - ^- 2 2 ] - [ 6 • (-3) - H-3 ) 3 - H“3) 2 ] = x ~f. 

subdivisi 6 n de regiones antes de integrar 

El ejemplo 3 muestra que a veces es necesario subdividir una regidn antes de 
aplicar la ecuacion ( 2 ); por lo general debido a que la formula de la curva de la 
frontera superior o inferior (o ambas) cambia en algun punto entre x = a y x = b. 

EJEMPLO 3 Determine el area A de la region R acotada por la recta y = \xy 
por la parabola y 2 = 8 - x. 

Solution La region R se muestra en la figura 5.8.9. Lo s punto s de intersection 
(-8, - 4 ) y (4, 2 ) se encuentran al igualary = j r y y = ±V 8 - x y resolver para x. 
La frontera inferior de R esta dada pory inf = -V 8 -x en [-8, 8]. Pero la frontera 
superior de R esta dada por 

y ™p = j* en [-8,4], _y SU p = + V 8 -* en [4,8], 

Por consiguiente, debemos dividir R en dos regiones R x y R ly como se indica en la 
figura 5.8.9. Entonces la ecuacion ( 2 ) implica 



Figura 5.8.9 En el ejemplo 3, dividimos la regidn R en 
las regiones R { y R z 
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Figura 5.8.10 Determinacion de 
areas utilizando una integral con 
respecto dey 



DETERMINACION DE AREA INTEGRANDO 
CON RESPECTO DE.y 

La region del ejemplo 3 parece ser mas simple si la consideramos acotada por las 
graficas de funciones de y en vez de utilizar funciones de jc. La figura 5 . 8.10 
muestra una region R acotada por las curvas x=f(y) y x = g(y ), con f{y) £ g(y ) 
para y en [c, d] y por las rectas horizontalesy = c y y ~ d. Para aproximar el area 
A de R , comenzamos con una partition de [c , d\ en n subintervalos, todos con la 
misma longitud Ay = ( d-c)/n . Escogemos un puntoy? en el z-esimo subintervalo 
[yi-i,y,‘] para cada / (1 ^ i ^ n ). Aproximamos la banda horizontal de R frente 
a Oi - 1 , ^i] mediante un rectangulo con ancho Ay (medido de manera vertical) y 
altura/ (yf ) - g (yf ) (medido de manera horizontal). Por tanto 

n 

A « S [f(y?) - g(y*)] Ay. 

1=1 

Reconocemos esta suma como una suma de Riemann para la integral 

[ [/O') - dy 

lo cual motiva la siguiente definicion. 


Definicion El area entre dos curvas 



Sean fyg funciones continuas de y 

con f(y) ^ g(y) para y en 

[c. d\. 

Entonces el area A de la region acotada por las curvas x~f{y) yx 

=g(y) 

y por las rectas horizontalesy = cyy 

= d es 


i 

s 

^ ^ 

II 

S 0 ) ] dy. 

(3) 


318 


Capitulo 5 / La integral 








En un curso mas avanzado, demostrariamos que las ecuaciones (2) y (3) 
producen la misma area A para una region que puede ser descrita como en la figura 
5.8.2 o bien como en la figura 5.8.10. 

Escribimos 


^der=/0) y *izq = gO) 

para las curvas de la frontera derecha e izquierda, respectivamente, de la region 
de la figura 5.8.10. Entonces la ecuacion (3) toma la forma 

A = [**,-**,] dy. 

J c 

La comparacion del ejemplo 3 con el ejemplo 4 ilustra la ventaja de elegir la 
variable de integracion “correcta”: aquella que simplifique los calculos. 


EJEMPLO 4 Integre con respecto de y para determinar el area de la region R 
del ejemplo 3. 

Solution En la figura 5.8.11 vemos que podemos aplicar la ecuacion (3) con 
*der=/0) = 8 -/ y*izq =gO) = 2y para y en [-4, 2], Esto implica 


c 2 

= [(8 - 

J -4 


y 2 ) ~ 2 y] dy = 


12 


8y - jy 3 - y 


= 36. 


-4 


Figura 5.8.11 Nuevo calculo 
del area del ejemplo 3 (ejemplo 4) 



EJEMPLO 5 Utilice el calculo para obtener la formula A = nr 1 para el area de 
un circulo de radio r. 


Solution Comenzamos con la definition (en la seccion 5.3) del numero ;rcomo 
el area del circulo unitario x 2 + y 1 = 1. Entonces, con la ayuda de la figura 5.8.12, 
escribimos 
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Figura 5.8.12 El numero ;res 
cuatro veces el drea sombreada 
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77 = 4 


1 


(4) 



Figura 5.8.13 Podemos escribir 
el area sombreada como una 
integral 


vr^ 


x 2 dx. 


ya que la integral de la ecuacion (4) es, por la ecuacion (1), el area del primer 
cuadrante del circulo. Aplicamos la ecuacion (1) al primer cuadrante del circulo 
de radio r en la figura 5.8.13 y determinamos el area total A de ese circulo como 


A = 4 I Vr 2 — x 2 dx = 4r I Vl — (x/r) 2 dx 
Jo Jo 

= 4r J Vl - u 2 r du (Sustitucion: w = dx = r du.) 
= 4r 2 [ Vl - w 2 du. 

J n 


Por tanto, por la ecuacion (4), A = nr 1 . 


5.8 Problemas 


Determine las areas de las regiones mostradas en los proble¬ 
mas 1 a 10. 


1. (Vease figura 5.8.14.) 
3. (Vease figura 5.8.16.) 
5. (Vease figura 5.8.18.) 
7. (Vease figura 5.8.20.) 
9. (Vease figura 5.8.22.) 




Figura 5.8.16 Problema 3 


2. (Vease figura 5.8.15.) 
4. (Vease figura 5.8.17.) 
6. (Vease figura 5.8.19.) 
8. (Vease figura 5.8.21.) 
10. (Vease figura 5.8.23.) 




Figura 5.8.17 Problema 4 



>' 


y = sen 3 x cos x 



Figura 5.8.20 Problema 7 



Figura 5.8.22 Problema 9 





320 


Capitulo 5 / La integral 


Determine el area de las regiones descritas en los problemas 
11 a 20. 

11. La region R acotada por debajo por la graficay = jc 3 y por 
arriba por Ja graficay = x en el intervalo [0, 1] 

12. La region R entre la graficay = 1 /(jc + l) 2 y el eje x en el 
intervalo [1,3] 

13. La region R acotada por arriba por la grafica y = jc 3 y por 
abajo por la grafica y = jr en el intervalo [0, 1] 

14. La region R acotada por arriba por la grafica y = x 2 
y por abajo por la recta horizontal y~ -1 en el intervalo 
[- 1 , 2 ] 

15. La region R acotada por arriba por la grafica y = 
1/(jc + l) 3 y por abajo por el eje jc en el intervalo [0,2] 

16. La region R acotada por arriba por la grafica de y = 
4JC-JC 2 y por abajo por el eje jc 

17. La region R acotada por la izquierda por la grafica de 
jc = y 2 y por la derecha por la recta vertical jc = 4 

18. La region R entre las graficas dey = jc 4 - 4 yy = 3x 2 

19. La region R entre las graficas dex-S-y 2 yx = 
y 2 -8 

20. La region R entre las graficas de y = jc 1/3 y y = jc 3 

En losproblemas 21 a 42 , esquematice las regiones acotadas 
por las curvas dados; determine despues su area. 


21 . y = 0, 

y = 25 - x 2 

22 . y = X 2 , 

y = 4 

23 . y = x 2 , 

y = 8 - x J 

24 . x = 0, 

x = 16 - y 2 

25 . x = y 2 , 

x = 25 

26 . x = y 2 , 

x = 32 - y 2 

27 . y = x 2 , 

y = 2x 

S 

II 

* 

N) 

x = y 2 

29 . y = x J , 

y = x 3 

30 . y = 2x 2 , 

y = 5x - 3 

31 . x = 4 y 2 , 

x + 12y + 5 = 0 

32 . y = X J , 

y = 3 + 5x - x 2 

33 . x = 3y\ 

x = 12y - y 2 - 5 

34 . y = x 2 . 

y = 4(x - l) 2 

35 . x = y 2 ~ 

- 2y - 2, x = 4 + 

36 . y = x 4 , 

y = 32 - x 4 

37 . y = X 3 , 

y = 32Vjc 

38. y = x 3 , 

y = 2jc - jc 2 

39 . y = x J , 

y = ^/x^ 

40. = x, 

y 2 = 2(JC - 3) 

41 . y = x 3 , 

y = 2jc 3 + jc 2 - 2jc 

42 . y = X 3 , 

jc + y = 0, y = x 


43. La elipse x 2 la 2 + y 2 /^ 2 = 1 aparece en la figura 5.8.24. 
Utilice el metodo del ejemplo 4 para mostrar que el area de la 
region que acota es A = xnb y una agradable generalization de 
la formula del area del tirculo. 



Figura 5.8.24 La elipse del problema 43 



Figura 5.8.25 El segmento parab61ico del problema 44 


44. La figura 5.8.25 muestra un segmentoparabolico aco- 
tado por la parabola y = x 2 y por la recta y = 1. En el siglo 
hi a.c., Arquimedes mostro que el area de un segmento para¬ 
bolico es cuatro tercios del area del triangulo ABC , donde AB 
es la “base” del segmento parabolico y C es su vertice (como 
en la figura 5.8.25). Verifique esto para el segmento paiabo- 
lico indicado. 

45. Sean A y B los puntos de intersection de la parabola y = 
jc 2 y la recta y = jc + 2 y sea C el punto de la parabola donde 
la recta tangente es paralela a la grafica dey =jc + 2. Muestre 
que el area del segmento parabolico obtenido del corte de la 
parabola mediante la recta (figura 5.8.26) es cuatro tercios del 
area del triangulo ABC. 



Figura 5.8.26 El segmento parab61ico del problema 45 
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Figura 5.8.27 La region no acotada del problema 46 

46. Determine el area de la region no acotada R sonibreada 
en la figura 5.8.27, considerada conio el limite cuando b —» +<*> 
de la region acotada por j; = 1 lx 2 y y~ O.jc — 1 yjc — 6> 1. 

47. Determine el area total de las regiones acotadas por el eje 
x y por la curva>> = 2x 3 - 2x 2 - \2x. 


48. Suponga que la funcion cuadratica 

f(x) = px 2 + qx + r 

nuncaesnegativa en [a, 6].Muestre que el area bajo la gr&fica 
de/de a a b es A = \h[f{a) + 4/ (m) + /(6)], donde h = 
(b - a) 12 y m - {a + b)i 2. [Sugerencia: Mediante una trasla- 
cion horizontal de esta region, puede suponer que a =-h y 
m -0 y b = h.] 

En los problemas 49 a 51, sedan el area A(u) entre la grdfica 
de la funcion continua positiva f y el eje x en el intervalo 
Q =x = u. Determinef{x). 

49. A(u) = u 5 50. A(u) = \ u h/2 

51. A(u) = [f(u)f 


5.8 Proyectos 


Estos problemas requieren el uso de una calculadora o una computadora con la 
capacidad de aproximacion numerica de una integral 

f f(x) dx , 

J a 

donde la funcion integrando/(x) y ay b estan dados. La tabla de la figura 5.8.28 
enumera las instmcciones adecuadas para una calculadora y sistemas de computo 
comunes. 



0 2 4 6 8 


x 

Figura 5.8.29 Las regiones del 
proyecto A 


Calculadora/Computadora 

Instmccion para la integracion numerica 

Derive 

Author f(x). Calculus, Integrate, 
Enter Limits, Simplify 

HP-48 

’ f (a, b, f C x) , x)' 

Mathematica 

NIntegratef f [x] , {x, a, b) ] 

Maple 

evalff Int(fCx), x = a..b) ) 

TI-85 

fnlnt(a, b, f(x), x) 

X(PLORE) 

IN ( f (x) , x = a to b ) 


Figura 5.8.28 Instrucciones para la intcgracion numerica en una calculadora y una 
computadora 


Para sus propias versiones de los proyectos A, B y C, elija nn entero fijo n de 
1 a 9 y liselo en lo sucesivo. Por ejemplo, n podria ser el ultimo digito distinto 
de cero de su clave conio estudiante. 

PROYECTO A Sean/y g las dos funcioncs definidas conio sigue: 


fix) = X , 

(5) 

g(x) = x(x - n - l) 2 . 

(6) 


Como sc muestra en hi figura 5.8.29 (para el caso n = 4), las graficas y = f(x) 
y y =g(A') acotan dos regiones R x y R 2 . Debe determinar la suma A de las areas A { y 
A 2 de cstas dos regiones. 
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0 4 8 


x 

Figura 5.8.30 Las regiones del 
proyecto B 



0 2 4 6 8 


Figura 5.8.31 Las regiones del 
proyecto C 


5.9 ._ 

Integracion numerica 


Primero determine manualmente (es decir, mediante calculos con papel y 
lapiz) las abscisasde los tres puntosde interseccion dey =f(x)yy=g(x). Despues 
emplee su calculadora o computadora para evaluar numericamente las dos inte¬ 
grates necesarias para determinar A. Ademas, calcule A, y A 2 exactamente (utili- 
zando el teorema fundamental del calculo) y vea si sus resultados concuerdan. 

PROYECTO B Repita el proyecto A, pero reemplace la funcion f(x) en la 
ecuacion (5) por 

fix) = x 2 . (7) 

Como antes, puede determinar manualmente los tres puntos de interseccion de 
y = /(*) y y = g(x) (que aparecen en la figura 5.8.30 para el paso n = 4), pero 
seguramente no querra calcular las areas A x y A 2 de manera manual. En vez de 
esto, utilice su calculadora o computadora para evaluar las integrales necesarias 
numericamente. 

PROYECTO C Repita el proyecto A, pero reemplace la funcion f(x) en la 
ecuacion (5) con 

fix) = (*-§)■ (8) 

Una vez mas, lagrafica(la figura 5.8.31 ilustrael caso n = 4) muestra dos regiones 
/?, y R 2 acotadas por y=f (x) y y = g(x). Pero ahora, usted no debera determinar 
de manera manual los tres puntos de interseccion que proporcionan los Hmites 
necesarios para las integrales de area. En vez d e esto, utilice una solucion grafica, 
el metodo de Newton o la instruccion [SOLVE] de su calculadora o computadora. 
Por ultimo, determine los valores numericos de las areas A, y A 2 y su suma A. 


Podemos utilizar el teorema fundamental del calculo 


fix) dx = 



para evaluar una integral solamente si encontramos una formula conveniente para 
la primitiva G de / Pero existen funciones sencillas con primitivas que no son 
funciones elementales. Una funcion elemental es aquella que se puede expresar 
en terminos de polinomios, funciones trigonometricas, exponenciales y logaritmi- 
cas, mediante combinaciones de sumas, restas, productos, cocientes y composi- 
cion de estas fiinciones. 

El problema es que las fiinciones elementales pueden tener derivadas no 
elementales. Por ejemplo, se sabe que la funcion elemental/( x) = (1 +a: 2 ) i/3 
no tiene una primitiva elemental. En consecuencia, no podemos utilizar el teorema 
fundamental del calculo para evaluar una integral como 


(1 + ;c 2 ) l/3 dx. 


Aqui analizamos el uso de las sumas de Riemann para aproximar numerica¬ 
mente las integrales que no se pueden evaluar con exactitud de manera adecuada, 
sin importar que se empleen o no funciones no elementales. Dada una funcion 
continua/en [a, 6], con una integral por aproximar, consideremos una particion 
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P de [a, b\ en n subintervalos, cada uno con la misma longitud A x = (b - a)/n. 
Entonces, el valor de cualquier suma de Riemann de la forma 

S = 2 /Uf) Ax (1) 

1=1 

se puede considerar como una aproximacion al valor de la integral \ b „f(x) dx. 

Con x‘ = Xi_, y con x‘ = x, en la ecuacion (1), obtenemos la aproximacion 
mediante los extremos izquierdos L„ y la aproximacion mediante los extremos 
derechos R„ a la integral definida \ b a f{x) dx asociada con la partition de [a, 6] en 
n subintervalos de igual longitud. Asi, 

n 

L n = 2/Ui-i) Ax (2) 

i=l 

y 

R n = 2/U() Ax. (3) 

i=\ 

Podemos simplificar la notation de L„ y R„ escribieiido y , en vez de/ (a:,) (figura 
5.9.1). 


Dcfinicion Aproximaciones mediante los extremos 
La aproximacibn mediante los extremos izquierdos L n y la aproxima- 
cibn mediante los extremos derechos R n a if / (x) dx con A x = (b- a)/n 
son 


L„ = (Ar)(> 0 + y, + y 2 + . .. + y,^) (2') 


y 


K = (Ax)(y ] +y 2 + y } + ■ ■ ■+y n . x ) (S') 


En el ejemplo 1 de la seccion 5.3 calculamos las aproximaciones mediante los 
extremos izquierdos y derechos a la integral 

[ x 2 dx = 9 (4) 

•'o 

con n = 5 y n = 10. La tabla de la figura 5.9.2 muestra los valores de L„ y R n con 
valores mayores de n. 

La ultima columna de esta tabla proporciona el promedio de las sumas 
mediante los extremos L„ y R„. Se puede ver que (para un valor dado de n), este 
promedio es una aproximacion mucho mas precisa que cualquiera de las aproxi¬ 
maciones mediante los extremos. 
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Figura 5.9.2 Aproximaciones 
mediante los extremos izquierdos 
y derechos a la integral de la 
ecuacion (4) 


y 



hx 


Figura 5.9.3 El area del 
trapecio es 

i [/(*,- 1 ) + f(xd] Ax 


n 

L n 

Rn 

liLn + Rn) 

5 

6.4800 

11.8800 

9.1800 

10 

7.6950 

10.3950 

9.0450 

20 

8.3363 

9.6863 

9.0113 

40 

8.6653 

9.3403 

9.0028 

80 

8.8320 

9.1695 

9.0007 

160 

8.9258 

9.0846 

9.0002 

320 

8.9579 

9.0422 

9.0000 


LAS APROXIMACIONES DEL TRAPECIO 
Y LOS PUNTOS MEDIOS 

El promedio T u = (L n + R n ) /2 de las aproximaciones mediante los extremos 
izquierdos y derechos es la aproximacion del trapecio a J*/(x) dx asociada con 
la particion de [a, b ] en n subintervalos de igual longitud. Escrito en forma 
desarrollada, 

T n = X -{L n + R n ) ( 5 ) 

= ^ 2 [/(«-.) + fix,)] 

= y {[f(xo) + fix,)] + [/(*.) + fix 2 )] + [f(x 2 ) + fix 3)] + • • • 

+ [fiXn- 2) + /U„-l)] + [fix n - 1) + /(*«)]}; 

es decir, 

Ax 

Tn = -y[/U 0 ) + 2 f{x,) + Ifixf) + • • • 

+ 2 fix n - 2 ) + 2 fix,-,) + fix,)]. 

Observe el patron 1-2-2-. .. -2-2-1 de los coeficientes. 


Definicion La aproximacion de! trapecio 
La aproximacion del trapecio a 

J / (x) dx con Ax* = 

es 

T, = ^ Oo + 2y, + 2y 2 + ■ ■ ■ + 2y„_ 2 + 2y„_, + y„ ). (6) 


La figura 5.9.3 muestra por que el nombre de aproximacion del trapecio T n . 
Los puntos de la particion Xq, x ly x 2 ,. .., x„ se usan para construir trapecios desde 
el eje x hasta la grafica de la funcion f El trapecio sobre el i-esimo subintervalo 
[Xi_ u x,] tiene altura Ax, y sus bases paralelas tienen un ancho de f{Xi_ x ) y/(x,). 
Asi, su area es 

y[/U-,) + fix,)] = y (yi-t + y,). 
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Figura 5.9.4 Geometria de la 
aproximacion del trapecio 



La comparacion de esto con la ecuacion (6) muestra que T„ es simplemente la suma 
de las areas de los trapecios que se muestran en la figura 5.9.4. 


EJEMPLO 1 Calcule la aproximacion del trapecio a la integral en la ecuacion 
(4) con n = 6 y Ax = 0.5. 


Solution Los trapecios de la figura 5.9.5 indican por que T 6 debe ser una mejor 
aproximacion que cualquiera de las aproximaciones mediante los extremos L 6 y 
R e . La tabla de la figura 5.9.6 muestra los valores de f(x) = jc 2 necesarios para 
calcular L 6 y R 6 . Los coeficientes 1-2-2-...-2-2-1 aparecen en la ultima 
columna. Utilizamos la ecuacion (6) para obtener 


7i = -(°) + 2 (0.25) + 2-(l) 

+ 2-(2.25) + 2-(4) + 2-(6.25) + 1 ■ (9)] 
= 9.125 


(compare con el valor real 9). 


n 

x» 

/(*„) = xl 

Coeficientes 

0 

0 

0 

1 

1 

0.5 

0.25 

2 

2 

i 

1 

2 

3 

1.5 

2.25 

2 

4 

2 

4 

2 

5 

2.5 

6.25 

2 

6 

3 

9 

1 


Figura 5.9.6 Datos del 
ejemplo 1 



Figura 5.9.5 El area bajo y = jc 2 (ejemplo 1) 

Otra aproximacion util a /«/(*) dx es la aproximacion mediante lospuntos 
medios M n . Es la suma de Riemann que se obtiene al elegir el punto x* en [x M , jc ; ] 
como el punto medio m, = (jq_, + x,)/2. Asi, 

n 

M n = 2/(«,-) Ax = (Ax)[/(m,) + f(m 2 ) + • • • +/W]. (7) 

1=1 
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Figura 5.9.7 Las ordenadas empleadas en la 
aproximacion mediante los puntos medios 

Como m x es el punto medio de [x^ x x \, a veces es conveniente escribiry 1/2 en vez 
de n vez dey asi sucesivamente (figura 5.9.7). 


Definition La aproximacion mediante los puntos medios 
La aproximacion mediante los puntos medios a 

J f(x) dx con Ax = ^ ^ ^ 

es 

K = (to)(y\f2+ym+yyi+ • • • + ^o/2)). (7') 



n 

m n 

f(md 

Coeficientes 

1 

0.25 

0.0625 

1 

2 

0.75 

0.5625 

1 

3 

1.25 

1.5625 

1 

4 

1.75 

3.0625 

1 

5 

2.25 

5.0625 

1 

6 

2.75 

7.5625 

1 


Figura 5.9.9 Datos para el 
ejemplo 2 


Figura 5.9.8 Rectangulos basados en los puntos medios 
para aproximar el area bajo y = x 2 (ejemplo 2) 

EJEMPLO 2 La figura 5.9.8 ilustra la aproximacion mediante los puntos 
medios a la integral \ 3 0 x 2 dx = 9 del ejemplo 1, con n : = 6 y Ax = 0.5, y la tabla de 
la figura 5.9.9 muestra los valores de f(x) = x 2 necesarios para calcular M s . 
Utilizamos la ecuacion (7) para obtener 

M 6 = (0.5)[1 • (0.0625) + 1 -(0.5625) + 1 • (1.5625) 

+ 1 • (3.0625) + 1 • (5.0625) + 1-(7.56J25)] 

= 8.9375. 
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1.5 


EJEMPLO 3 La figura 5.9.10 muestra la grafica de la funcion 



Figura 5.9.10 La grafica de 
= (ejemplo 3) 


fix) = 


sen a: 

JC 


Recuerde de la seccion 2.5 que 


( 8 ) 


JC 

Por tanto, definimos/(0) = 1; entonces no existe dificultad en jc = 0, donde el 
numerador y el denominador en la ecuacion (8) se anulan. La funcion /(jc) no tiene 
una primitiva elemental, de modo que el teorema fundamental del calculo no puede 
emplearse para calcular el valor de la integral 


I = 


f 1 
Jn 


senjc f 

- ax. 

x 


(9) 


Pero tales integrales son importantes en el diseno de lentes fotograficos de 
precision, de modo que esto nos motiva a aproximar su valor numericamente. 
Con tt = 10yAx = 0.1,la aproximacion del trapecio es 


T\o 


T x o 


0.1 T , _ sen 0.1 ^ sen 0.2 

_ vl+2 ._ r + 2 .— 


s i »o ; 3 + 
0.3 

0.94583. 


sen 0.9 sen 1.0 
0.9 + ' 1.0 


La aproximacion mediante los puntos medios correspondientes es 


Mi o = 


(0.1) 
+ 1 • 


sen 0.05 
0.05 
sen 0-85 
0.85 


sen 0.15 
' 0.15 

sen 0.95 
0.95 r 


+ 


sen 0.25 
0.25 


Mio - 0.94621. 


El valor real de la integral en la ecuacion (9) es 1= 0.94608 (con una precision 
de cinco cifras decimales). Asi, T w y A/ l0 dan el valor correcto 0.946 si redondea- 
mos a tres cifras decimales. Pero 

□ T,o subestima / en cerca de 0.00025, mientras que 

□ M 10 sobreestima / en cerca de 0.00013. 

Asi, en este ejemplo, la aproximacion mediante los puntos medios es un poco mas 
precisa que la aproximacion del trapecio. 


APROXIMACION DE SIMPSON 

La aproximacion mediante los puntos medios de la ecuacion (7) se llama a veces 
aproximacion mediante la recta tangente, pues el area del rectangulo con base 
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Figura 5.9.11 La aproximacion 
del punto medio, o tangente 



Figura 5.9.12 Comparacion del 
error E M de la aproximacion del 
punto medio con el error £ r de la 
aproximacion del trapecio 


Xj] y altura/(m,) es tambien el area de otra figura de aproximacidn. Como 
se muestra en la figura 5.9.11, trazamos un segmento tangente a la grafica de f 
tangente en el punto ( m h f(m ,)) y utilizamos ese segmento como un lado de un 
trapecio (algo parecido a la aproximacion del trapecio). El trapecio y el rectangulo 
ya mencionado tienen la misma area, de modo que el valor de M n es la suma de 
las areas de los trapecios como el de la figura 5.9.11. 

El area del trapecio asociado con la aproximacion del punto medio esta por 
lo general mas cerca del verdadero valor de 

I f{x) dx 

Xi-] 

que el area del trapecio asociado con la aproximacion del trapecio, como en el 
caso del ejemplo 3. La figura 5.9.12 tambien muestra esto, en el sentido deque 
el error del punto medio E M (sobre la curva de la figura) es por lo general menor 
que el error del trapecio £ r (bajo la curva de la figura). La figura 5.9.12 indica 
tambien que si y= /(*) es concava hacia abajo, entonces M n sera una sobreestima- 
cion y T n una subestimacion de \ b a f(x) dx. Si la grafica es concava hacia arriba, 
esta situation se invierte. 

Estas observaciones motivan la consideration de un promedio ponderado de 
M, x y T n> de modo que M n tenga mayor peso que T ny para mejorar nuestras 
estimaciones numericas de la integral definida. El promedio con pesos particular 

$2* = \(2M n + T n ) = \M„ + (10) 

es la aproximacion de Simpson a /*/(*) dx. La razon del subindice 2 n es que 
asociamos S 2n con una particion de [a, b ] con un numero par , 2n, de subintervalos 
con la misma longitud, con los extremos 


a = X 0 < Xi < X 2 < • • • < *2/i-2 < *2/i-l < *2 n = b. 

Las aproximaciones del punto medio y del trapecio asociadas con los n subinter¬ 
valos 


[*0, *2]* [*2> *4]* [*4> *6]> • • • > [*2/i— 4> *2/i — 2]* f*2/i—2> *2n]> 

todos con la misma longitud 2 Ax, se pueden escribir como sigue 
M n = (2A*)(yi + y3 + ys + • • • + y^-i) 


y 


2 A* 

T n = ~^~(yo + 2y 2 + 2y 4 + • • • + 2y 2 „-2 + y^)- 

Sustituimos estas formulas para M n y T„ en la ecuacion (10) y vemos, despues de 
un poco de algebra, que 


S 2 n = — (yo + 4yi + 2y 2 + 4y 3 + 2y 4 + 
+ 2y 2 „_ 2 + 4y 2 „-i + y 2n ). 


(ID 


Para ser consistentes con nuestras demas formulas de aproximacion, volvemos a 
escribir la ecuacion (11) con n en vez de 2 n para denotar el numero de subintervalos 
utilizados. 
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Dcflnicion Aproximacion deSimpson 

La aproximacion de Simpson a \ b a f(x) dx con Ax = (b - a)/n , asociada 
a una particion de [a } b] en un numero par n de subintervalos de la misma 
longitud, es la suma S„ definida como 

Ax 

= -y Oo + 4y, + 2 y 2 + 4y 3 + 2 y 4 ■ 

+ 2y nJ2 + 4^_, + y n ). (12) 


OBSERVACI6N Observe el patron 1-4-24-2- ■ ■ ■ -2-4-2-4-1 de los coeficientes 
en la aproximacion de Simpson. Este patron es simetrico (termina en -2 -4 -1), 
como se muestra, si y solo si n es par . 


EJEMPLO 4 La aproximacion de Simpson (con n = 6 y Ax = 0.5) a la integral 

f x 2 dx = 9 

de los ejemplos 1 y 2 es 

S 6 = y[l (0) 2 + 4 • (0.5) 2 + 2 -(l ) 2 + 4 ■ (1.5) 2 + 2-(2) 2 
+ 4-(2.5) 2 + 1 • (3) 2 ]; 

Se = 9 (exactamente). 

El problema 29 explica por que la aproximacion de Simpson a esta integral 
particular es exacta en vez de ser solo una buena aproximacion. 


EJEMPLO 5 La aproximacion de Simpson (con n = 10 y Ax = 0.1) a la integral 


sen x 


dx 


del ejemplo 3 es 

Oio — „ 


M +4. S -^ + 2.^ + 4. S -^+ •• 


0.1 


0.2 


0.3 


„ sen 0.8 _ sen0.9 , , sen 1.0 

+ 2- —+ 4- —+ 1 • 


0.9 


1.0 


0.8 

S io ~ 0.94608, 

que tiene la precision de las cinco cifras decimales mostradas. 


Los ejemplos 4 y 5 ilustran la mayor precision de la aproximacion de Simpson 
en comparacion con las aproximaciones del punto medio y del trapecio. 

Aunque hemos definido la aproximacion de Simpson 5^, como un promedio 
con pesos de las aproximaciones del punto medio y del trapecio, la aproximacion 
de Simpson tiene una interpretacion importante en terminos de las aproximacio- 
ncs parabolicas a la curvay =f(x). Comenzamos con la particion de [a, b ] en 2 n 
subintervalos de igual longitud, y definimos la funcion parabolica 
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y 


y =/(*) 



x 2i - 2 *21-1 x 2i 


Figura 5.9.13 La aproximacion 
parabrilica y = Pi ( x ) a 
y = f(x) en [x 2 ,- 2 > * 21 ] 
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0123456789 10 
Tiempo t (h) 

Figura 5.9.14 Grafica de 
velocidad para el submarine* del 
ejemplo 6 
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Pi(x) = At + Btx + Qx 2 

en [x 2i _ h x 2 i\ como sigue: elegimos los coeficientes A h B t y C, de modo que p,(x) 
coincida con/(x) en los tres puntosx^^^i-i Y x n (figura 5.9.13). Podemos hacer 
esto al resolver las tres ecuaciones 


Ai + BiX 2 i -2 + Ci(x 2 i- 2 ) 2 = f(x 2i - 2 ), 
At + BiX2i -1 + C(x 2 y-0 2 = /(*2i- 1 ), 


A,- + BiX 2 i + Cf(x 2 f) 2 = /(x 2i ) 


para las tres incognitas A h B t y C,. Un calculo algebraico rutinario (aunque tedioso) 
(vease el problema 48 de la seccion 5.8) muestra que 



p{x) dx = ^(y 2 f- 2 


+ 4y 2 i-i 


+ y*)- 


Ahora aproximamos|*/(x) dx reemplazando f{x) con/?,(x) en el intervalo [x^, 
x 2t ] para i = 1,2, 3,. . . , n. Esto implica 


f b n rx 2 i n rxy 

f{x) dx = 2 f(x) dx w 2 P'(x) dx 

■'« i=1 " x 2l-2 i= ‘ ^ x 2l-2 

^ ( A \ 

- 2j —\y 2 i -2 + 4y 2 /-i + y 2 i) 

1=1 j 

Ax 

= y(yo + 4yj + 2y 2 + 4y 3 + ■ ■ ■ + 4y^_ 3 

+ 2y2*- 2 + 4y2n-i + yai). 

Asi, la aproximacion parabolica descrita aqui produce la aproximacion de Simp- 
son5 2 „al‘/(x) dx. 

Los metodos numericos de esta seccion son de particular utilidad para apro- 
ximar integrales de funciones que solo estan disponibles en forma grafica o de 
tabla. Con frecuencia, este es el caso con funciones obtenidas mediante datos 
empiricos o mediciones experimentales. 


EJEMPLO 6 Supongamos que la grafica de la figura 5.9.14 muestra la veloci¬ 
dad v(t) registrada por los instrumentos a bordo de un submarino que viaja bajo 
la capa de hielo polar directamente hacia el Polo Norte. Utilice la aproximacion 
del trapecio y la aproximacion de Simpson para estimar la distancia 5 = \ b a v(t) dt 
recorrida por el submarino durante el periodo de 10 horas, de t= 0 a t = 10. 


Solution Leemos los siguientes datos de la grafica. 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

h 

u 

12 

14 

17 

21 

22 

21 

15 

11 

11 

14 

17 

mi/h 


Utilizamos la aproximacion del trapecio con n = 10 y Ax = 1 para obtener 



»\[U + 2 - (14 + 17 + 22 + 23 + 21 + 15 
+ 11 + 11 + 14) + 17] 

= 162.5 (mi). 







Utilizamos la aproximacion de Simpson con 2 n= 10 y Ax = 1 para obtener 



« |[12 + 4-14 + 2- 17 + 4-22 + 2-23 + 4-21 
+ 2- 15 + 4- 11 +2-11 + 4- 14 + 17] 

= 163 (mi) 

como estimation de |a distancia recorrida por el submarino durante 10 horas. 


estimaci6n del error 


La aproximacion del trapecio y la aproximacion de Simpson tienen amplio uso en 
la integration numerica, y existen estimaciones del error que se pueden emplear 
para predecir el error maximo posible en una aproximacion particular. El error del 
trapecio ET„ y el error de Simpson ES„ se definen mediante las ecuaciones 


y 


f(x) dx = T„ + ET„ 


(13) 


f(x) dx = S„ + ES„ 


(n par) 


(14) 


respectivamente. Asi, | ET n \ es la diferencia numerica entre el valor del intervalo 
y la aproximacion del trapecio con n subintervalos, mientras que | ES„ | es la 
diferencia numerica entre la integral y la aproximacion de Simpson. 

Los teoremas 1 y 2 se demuestran en los textos de analisis numerico. 


Tcorema 1 Estimation del error del trapecio 

Supongamos que la segunda derivada/"es continua en [a, b] y que 
|/" (x) | ^ M 2 para toda x en [a, b]. Entonces 

. 05 ) 


Teorema 2 Estimation del error de Simpson 

Supongamos que la cuarta derivada/ (4) es continua en [a, b] y que 
|/ (4) (x) | ^ A/ 2 para todax en [a, b]. Si n es par, entonces 


b.\ **!£=# 

180« 4 


(16) 


OBSERVACI6N El factor n 4 de la ecuacion (1 6), comparado con n 2 en la ecuacion 
(15) explica la mayor precision de la aproximacion de Simpson. Por ejemplo, 
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si n = 10 , entonces « 2 = 100 pero n 4 = 10 ,000, de modo que el denominador en la 
formula para el error de la aproximacion de Simpson es mucho mayor. 

EJEMPLO 7 En el capitulo 7 veremos que el logaritmo natural del numero 2 
es el valor de la integral 



Estime los errores en las aproximaciones del trapecio y de Simpson a esta integral 
utilizando n = 10 subintervalos. (El valor real de In 2 es aproximadamente 
0.693147.) 

Solution Con/(x) = 1/x, calculamos 

rw = -p. rw-p. 
rw = -p. /™w = p. 

Los valores maximos de todas estas derivadas en [1,2] aparecen enx= 1, por lo 
que podemos considerar M 2 = 2 y M A — 24 en las ecuaciones (15) y (16). De la 
ecuacion (15) vemos que 

I £r ‘°l - ~\Ylo 2 “ 0 0016667, (17) 

de modo que debemos esperar que la aproximacion del trapecio T l0 tenga una 
precision de al menos dos cifras decimales. De la ecuacion (16) vemos que 

94. i 5 

\ES l0 \ = JgQ - [ q4 0000013, (18) 

por lo que esperamos que la aproximacion de Simpson tenga una precision de al 
menos cuatro cifras decimales. 

Tenemos entonces que T 10 ~ 0.693771 y que S w ~ 0.693150, de modo que los 
errores en estas aproximaciones (en comparacion con el valor real de la integral, 
cercano a 0.693147) son ET l0 * 0.000624 y £5 10 ~ 0.000003. Observe que los 
errores verdaderos son algo menores que sus estimaciones calculadas en las 
ecuaciones (17) y (18). Es tipico de la integracion numerica que las aproximaciones 
del trapecio y de Simpson calculadas en la practica sean un poco mas precisas que 
las estimaciones del “peor caso” proporcionadas por los teoremas 1 y 2. 


5.9 Problemas 


En los problemas 1 a 6, calcule la aproximacion T n del 
trapecio a la integral dada y compare T n con el valor exacto 
de la integral. Utilice el numero indicado n de subintervalos, 
y redondee las respuestas con dos cifras decimales. 


1. 

3. 


r 

i: 


x dxy n = 4 

2. J x 2 dx y n = 5 

Vx dx y n = 5 

“.Ufe »-4 


rV 2 

5. cos x dx y n = 3 
Jo 

6. sen xdxy n- 4 
Jo 

7 a 12. Calcule las aproximaciones del punto medio a las 
integrales de los problemas 1 a 6, empleando el numero dado 
de subintervalos. En cada caso, compare M n con el valor 
exacto de la integral. 
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En los problemas 13 a 20, calcule la aproximacidn del 
trapecio T n y la aproximacidn de Simpson S„ a la integral 
dada. Utilice el numero indicado desubintervalosy redondee 
las respuestas hasta cuatro cifras decimales. En los proble¬ 
mas 13 a 16 f compare tambien estas aproximaciones con el 
valor exacto de la integral. 


13. 

1 x 2 dx, n = 4 

J 1 


f 4 

14. 

I x 3 dx, n = 4 


f 4 1 

15. 

!,?*• " =4 
r 

16. 

V1 + xdx, n = 4 


Jo 

17. 

I Vl + x* dx, n — 6 


Jo 

18. 

3 j 

J. i +,■*■ "” 6 

f 5 

19. 

I Vl 4- x 2 dx, n — 8 

20. 

f 1 tan x 

dx, n = 10 

Jo x 


[Nota: Haga que el integrando del problema 20 sea continuo, 
suponiendo que su valor en jv* = 0 es igual a su limite en el 
mismo punto, 


x-0 x 

En los problemas 21 y 22, calcule {a) la aproximacidn del 
trapecio y (b) la aproximacidn de Simpson a 



Tiempo (minutos) 

Figura 5.9.15 Grafica del flujo de agua del problema 23 

24. La figura 5.9.16 muestra la temperatura diaria media 
registrada durante el mes de diciembre en Big Frog, Califor¬ 
nia. Utilice 10 subintervalos en cada caso y estime la tempe¬ 
ratura promedio durante ese mes, utilizando (a) la 
aproximacion del trapecio y (b) la aproximacidn de Simpson. 



Figura 5.9.16 Grafica de la temperatura del problema 24 


fix) dx , 

Ja 

dondef es la funcion tabulada dada. 



23. La figura 5.9.15 muestra la tasa medida de flujo de agua 
(en litros/minuto) en un tanque durante un periodo de 10 
minutos. Utilice 10 subintervalos en cada caso y estime la 
cantidad total de agua que fluye en el tanque durante este 
periodo empleando (a) la aproximacion del trapecio y (b) la 
aproximacion de Simpson. 



Figura 5.9.17 El terreno del problema 25 


25. La figura 5.9.17 muestra un terreno con las medidas en 
pies. Un topografo mide su ancho w a intervalos de 50 pies 
(los valores de x que se muestran en la figura), con los 
siguientes resultados. 
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0 

50 

100 

150 

200 

250 

300 

w 

0 

165 

192 

146 

63 

42 

84 


* 

350 

400 

" 450 

500 

550 

600 

w 

155 

224 

270 

267 

215 

0 


Utilice (a) la aproximacion del trapecio y (b) la aproximacion 
de Simpson para estimar el area de este terreno en acres. 
[Nola: Un acre equivale a 4840 yardas cuadradas.] 

26. La base para los logaritmos naturales es el numero e. En 
el capitulo 7 veremos que 



Aproxime las integrales 



con la precision suficiente para mostrar que 2.7 < e < 2.8. 
Losproblemas 27y 28 se refieren a la integral 



del ejemplo 7. 

27. Use la estimacion del error del trapecio para determinar 
el valor de n de modo que se garantice que T n diste de In 2 en 
a lo mas 0.0005. 


28. Use la estimacion del error de Simpson para determinar 
el valor de n de modo que se garantice que S n diste de In 2 en 
a lo mas 0.000005. 

29. Deduzca lo siguiente de la estimacion del error en la 
aproximacion de Simpson: Si p(x) es un polinomio de grado 
menor o igual que 3, entonces la aproximacion de Simpson 
con n = 2 subintervalos, da el valor exacto de la integral 

f p(x) dx. 


30. Utilice el resultado del problema 29 para calcular (sin 
integrar de manera explicita) el area de la region que se 
muestra en la figura 5.9.18. [Respues ta: 1331/216.] 



Figura 5.9.18 La region del problema 30 


5.9 Proyectos 


Estos proyectos requieren el uso de una calculadora programable o una computa- 
dora. En los proyectos de la seccion 5.4 (veanse las figuras 5.4.10 y 5.4.11) 
analizamos los programas y las instrucciones de los sistemas de algebra compu- 
tacional que se podian emplear para calcular las siimas de Riemann 

L,„ la aproximacion mediante los extremos izquierdos, 

R in la aproximacion mediante los extremos derechos y 

A/,„ la aproximacion mediante los puntos medios, 

con base cn una division de [a, b] en n subintervalos de la inisma longitud, para 
aproximar la integral ^ 

[ fix) dx. 

Las sumas de Riemann L, n R )} y M n bastan, a su vez, para calcular las 
aproximaciones del trapecio y de Simpson de esta seccion. En particular, la 
aproximacion del trapecio csta dada cn la ecuacion (5) como 

T„ = HLn + R„). 
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Si n es un entero par , entonces la ecuacion (10) implica que la aproximacion de 
Simpson con n subintervalos de igual longitud esta dada por 

Sn = \{2Mn/l + Tn/l) = z{L n f 2 + 4M„/2 + Rn/ 2 )- 
Usted puede emplear estas formulas para T n y S n en los siguientes proyectos. 


PROYECTO A De acuerdo con el ejemplo 7, el logaritmo natural (correspon- 
diente a la tecla ( LN ] o, en ocasiones, a la tecla [log] de la calculadora) del 
numero 2 es el valor de la integral 



El valor de In 2 con una precision de 15 cifras decimales es 


In 2 — 0.6931471805 59945. 

Vea cuantas cifras decimales correctas podemos obtener en un periodo razonable, 
si empleamos un procedimiento de aproximacion de Simpson. 


PROYECTO B En el capitulo 8 estudiaremos la funcion inversa de la tangente 
y = arctan jc (y es el angulo entre - nil y nil tal que tan y = x). Ahi veremos que 
la derivada de y = arctan x es 


dy _ 1 

dx 1 + x 2 ' 


Esto implica que 


1 


1 + X' 


dx = 


arctan jc 


= arctan 1 - arctan 0 = —. 

4 


Entonces, el numero ;res el valor de la integral 


7 T = 


1 + X‘ 


dx. 


El valor de ;rcon una precision de 15 cifras decimales es 


77 - 3.141592653589793. 

Vea cuantas cifras decimales correctas podemos obtener en un periodo razonable, 
si empleamos un procedimiento de aproximacion de Simpson. 


Capitulo 5 Repaso: DEFINICIONES, CONCEPTOS, RESULTADOS 


Utilice la siguiente lista como una guia para los conceptos 
que tal vez necesite revisar. 

1. Antiderivacion y primitivas 

2. La primitiva mas general de una funcion 

3. Formulas para integrales 

4. Problemas con condicion inicial 

5. Velocidad y aceleracion 

6. Solucion de problemas relacionados con la aceleracion 
constante 


7. Propiedades del area 

8. Notacion para la suma 

9. El area bajo la grafica de/de a a b 

10. Poligonos regulares inscritos y circunscritos 

11. Una particion de [a, b] 

12. La norma de una particion 

13. Una suma de Riemann asociada con una particion 

14. La integral definida de/de a a b 
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15. Existencia de la integral de una funcion continua 

16. La integral como un Hmite de una sucesion de sumas de 
Riemann 

17. Particiones regulares y 

n 

lim 2 f(xf) Ax 

Ax-0 i=1 

18. Sumas de Riemann 

19. Las propiedades del multiplo constante, union de inter¬ 
vals y de comparacion de las integrals 

20. Evaluacion de integrales definidas mediante las primi- 
tivas 

21. El valor promedio de/(x) en el intervalo [ a , b\ 

22. El teorema del valor promedio 


23. El teorema fundamental del calculo 

24. Integrales indefinidas 

25. El metodo de integracion por sustitucion 

26. Transformacion de los limites en la integracion por sus¬ 
titucion 

27. El area entre>> = /(x) y y = g(x) mediante una integracidn 
con respecto de x 

28. El area entre x =f(y) y x = g(y) mediante una integracion 
con respecto de y 

29. Las aproximaciones mediante los extremos izquierdos y 
derechos 

30. La aproximacion del trapecio 

31. La aproximacion del punto medio 

32. La aproximacion de Simpson 

33. Estimation del error para la aproximacidn del trapecio y 
la aproximacion de Simpson 


Capftulo 5 Problemas diversos 


Determine las integrales indefinidas de los problemas 1 a 24. 
En los problemas 13 a 24, utilice la sustitucion indicada. 

2. / V* (I + V* ) 3 dx 


3x) 9 dx 


j 


dx 


3 - J (1 ” J (2x + 3) 3 

5. f ^9 + 4x dx 6. [ . : dx 

J J V6x + 7 

7. J x 3 (l + x 4 ) 5 dx 8. J 3x 2 V4 + x 3 dx 


3x 


9. f x^/l - x 2 dx 10. [ - 

J J Vl + 3x 2 

11. I (7 cos 5x - 5 sen lx) dx 

12. J (5 sen 3 4x cos 4x) dx 

13 . /. 

“J 

13./ 

-/ 


dx 


3 V1 + x 4 dx\ u = 


sen 2 x cos x dx; u = sen x 


Vjc( 1 + Vx) 2 


dx ; u ~ 1 + Vx 
dx; u = Vx 


Vx(l + Vx) 2 

17. J x 2 cos 4x 3 dx; u = 4x 3 

18. J x(x + l) 14 dx; u = x + 1 


19. 

20 . 
21 . 


x(x 2 + 1 ) 14 dx; u — x 2 "H 1 
x 3 cos x 4 dx; u = x 4 


tV4 - x dx; u = 4 - 


^ . x + 2x 3 , . - 

22. | ~—-—;—— dx; u - x + x 2 


4 

■I 


U 4 + X 2 ) 3 

2x 3 


Vl + x 4 


dx; u = x 4 


f 2x + 1 2 

24. . dx; u = x 2 + x 

J Vx 2 + x 

Resuelva los problemas con condiciones iniciales de los 
problemas 25 a 30. 

25. £ = 3x 2 + 2x; y(0) = 5 

26 . ^ = 3Vx; y( 4) = 20 

27. ^ = (2x + l) 5 ; y(0)=2 

28. $ = 


dx Vx + 5 


; y(4) = 3 


dy 1 

19 '7x = K' y(1)=1 

dy 

30. — = 1 - cos.x; y(0) = 0 
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31. A1 aplicar completamente sus frenos, cierto automovil 
tiene una desaceleracion constante de 22 pies/seg 2 . Si su 
velocidad inicial es de 90 millas/hora, ^cuanto tarda en dete- 
nerse?, ^cuantos pies recorre durante ese tiempo? 

32. En la novel a Mission of Gravity de Hal Clement, gran 
parte de la accion se realiza en las regiones polares del planeta 
Mesklin, donde la aceleracion de la gravedad es 22,500 
pies/seg 2 . Una piedra se suelta cerca del polo norte de Mesklin 
desde una altura de 450 pies. ^Cuanto tiempo permanece en 
el aire?, ^con que velocidad llega al suelo? 

33. Un automovil viaja a lo largo del eje x en la direccion 
positiva. En el instante t = 0 se aplican los frenos completa¬ 
mente, y el auto experimenta una desaceleracion constante de 
40 pies/seg 2 mientras se derrapa. El auto derrapa 180 pies 
antes de detenerse. ^Cual era su velocidad inicial? 

34. Si un auto parte del reposo con una aceleracion de 
8 pies/seg 2 , ^que distancia habra recorrido cuando alcance una 
velocidad de 60 millas/hora? 

35. En el planeta Zorg, una pelota es soltada desde una altura 
de 20 pies y llega al suelo en 2 segundos. Si la pelota se suelta 
desde lo alto de un edificio de 200 pies en ese planeta, ^cuanto 
tarda en llegar al suelo?, ^con que velocidad llega? 

36. Suponga que puede arrojar una pelota desde la superficie 
de la Tierra directamente hacia arriba, hasta una altura maxi¬ 
ma de 144 pies, (a) ^Que tan alto podria arrojar la pelota en 
el planeta del problema 35? (b) ^Que tan alto podria arrojarla 
en las regiones polares de Mesklin (problema 32)? 

37. Suponga que un automovil derrapa 44 pies si su veloci¬ 
dad era 30 millas/hora al aplicar los frenos por completo. 
Suponga la misma desaceleracion constante, ^que distancia 
recorre al derrapar si su velocidad es 60 millas/hora al aplicar 
los frenos por completo? 

38. La grafica de la velocidad de un cohete prototipo lanzado 
en el instante / = 0 se muestra en la figura 5.PD. 1. (a) JEn que 
momento se termino el combustible? (b) ^En que momento 
se abrio el paracai'das? (c) JEn que momento alcanzo el cohete 
su maxima altura? (d) ^En que momento aterrizo? (e) ^ Hasta 
que altura llego? (f) que altura estaba el lugar donde 
aterrizo el cohete? 



Figura 5.PD.1 La grafica de la velocidad del cohete del 
problema 38 


Determine las sumas en los problemas 39 a 42. 


100 

39 . 2 17 

(=1 



1 


k + 1 


41. 2(3«- 2) 2 42. 2 sen — 

"=I H=1 2 

En los problemas 43 a 45, determine el limite de la suma de 
Riemann dada asociada con una particion regular del inter¬ 
val dado [a, bj. Exprese esteprimero como una integral de 
a aby despues evalue dicha integral. 


n * 

43. lim 2 L ; [1,2] 

(=i Vxf 

n 

44. lim 2 [W) 2 - 3**] Ajc; [0, 3] 

, = 1 
n 

45. lim 2 277 jc*V 1 + (x*) 2 Ax; [0, 1] 


46. Evalue 


l 10 + 2 10 + 3 10 + 


+ n 1 


lim 

n —► 00 


expresando este limite como una integral en [0, 1]. 

47. Utilice sumas de Riemann para demostrar que si f(x) = c 
(una constante), entonces 

r b 

f(x) dx = c{b - a). 


*b 

./ a 


48. Utilice sumas de Riemann para demostrar que si / es 
continua en [a, b] y f(x) ^ 0 para toda x en [a, b], entonces 

r b 

f(x) dx ^ 0. 


'•b 

Jo 


49. Utilice la propiedad de comparacion de integrales (sec- 
cion 5.5) para demostrar que 

r b 

f(x) dx > 0 


~b 

J a 


si/es una funcion continua tal que/(x) > 0 en [a, b]. 
Evalue las integrales de los problemas 50 a 63. 

50 -/. (l ~ x ' Ydx “-K^-vb 

f 


52. 

54. 

56. 


(1 -^) 2 

dt 

0 (3 - 2/) 2 


I 

t 


x 2 V9^ r V i dx 


58 . , 2L±^ dt 


60 . 


i VFTt 

-it/4 

sen t 


Vcos t 


dt 


2x 2 ^ 

55. J Vx cos xVx dx 

57. [ ~ sen- dt 

J t 2 t 

f ^ , 

59 ‘ J (1 + U 4 ' 3 ) 3 du 

6i. 
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du 63. 


Determine las areas de las regiones acotadaspor las curvas 
dadas en los problemas 64 a 70. 


65. y = x 4 , y = x 5 

66. y 2 = x, 3 y 2 = x + 6 

67. y = x 4 , y - 2 - x 2 

68. y = x 4 , y = 2x 2 - 1 

69. y = (x - 2) 2 , y = 10 - 5x 

70. y = x 2/ \ y = 2 - x 2 


77. Calcule la aproximacion de los puntos medios y la 
aproximacion del trapecio de 


71. Evalue la integral 


V2x - x 2 dx 


interpretandola como el area de una region. 

72. Evalue la integral 


V6x -5 - x 2 dx 


interpretandola como el area de una region. 

73. Determine una funcion/tal que 


+ [/«] 2 dt 


para toda x > 1. [Sugerencia: Derive ambos lados de la 
ecuacion con la ayuda del teorema fundamental del calculo.] 

74. Muestre que G (x) =f(h(x)) • h ' (x) si 


con n = 5 subintervalos. Despues explique por que el valor 
exacto de la integral esta entre estas dos aproximaciones. 

En los problemas 78 a 80, sea {x o x^x^ . . . , x„} wmz 
particion de [a, b], donde a < b. 

78. Para i = 1, 2, 3,. . . , n, dada porxf 

U *) 2 = Ku -.) 2 + + U ) 2 ]. 


Muestre primero que x M < xf < x { . Utilice entonces la 
identidad algebraica 

(c ~ d)(c 2 + cd + d 2 ) = c 3 - d 3 


para moslrar que 


2 (xf) 2 Ax,- = - a 3 ). 


Explique por que este cdlculo demuestra que 


x 2 dx - ^{b 3 ~ a 3 ). 


79. Sea x* = V x M x f - para / = 1,2, 3,..., n y suponga que 
0 < a < b. Muestre que 

^ Ax, _ 1 1 

^{^y~a~ b' 


<j>(t) dt. 


75. Utilice las aproximaciones mediante los extremos iz- 
quierdos y derechos para estimar 

j Vl + x 2 dx 

con un error no mayor de 0.05. 

76. Calcule la aproximacion del trapecio y la aproximacion 
de Simpson de 


1 - cos x dx 


con seis subintervalos. Como comparacion, emplee una 
identidad adecuada con un angulo mitad para calcular el 
valor exacto de esta integral. 


Despues explique por que este calculo demuestra que 


dx 1 
—r — —RR 

x 4 a 


80. Suponga que 0 < a < b. Defina xf por medio de la 
ecuacion (xf ) 1/2 (x ; -x^!) = 2/3[(x,-) 3/2 - (x^)^ 2 ]. Muestre que 
xv! < xf < x,. Utilice esta seleccion para la particion dada y 
demuestre que 


j*VJidx = i(b V2 - a 3/2 )- 


81. Obtuvimos la ecuacion (12) para la aproximacion de 
Simpson en la seccion 5.9 dando a la aproximacion del 
punto medio el “peso” 2/3 y a la aproximacion del trapecio 
el peso 1/3. ^Por que no utilizar otros pesos? Revise el 
analisis de la seccion 5.9 acerca de las aproximaciones 
parabolicas y despues resuelva el problema 48 de la seccion 
5.8. Esto le dara la mayor parte de la respuesta. 
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CAPITULOI 



Aplicaciones de la integral 


O El concepto general de integra- 
cion se remonta al calculo de areas 
y volumenes en la antigtiedad, pero 
las integrales utilizadas por Newton 
y Leibniz no se definieron con la 
suficiente precision para compren- 
derlas cabalmente. Al matematico 
aleman G. F. Bernhard Riemann de- 
bemos la definicion moderna que 
emplea "sumas de Riemann". Hijo 
de un ministro protestante, Riemann 
estudio teologia y filologia en la 
Universidad de G6ttingen (Alema- 
nia) hasta que obtuvo el penniso de 
su padre para estudiar matematicas. 
Fue transferido a la Universidad de 
Berlin, donde obtuvo su doctorado 
en 1851. Su trabajo en la decada 
posterior le aseguro un lugar en la 
breve lista de los matematicos mas 
profundos y creativos de todos los 
tiempos. Pero en 1862 enfenno gra- 
vemente. Nunca se recupero del 
todo y en 1866 murio de manera 
prematura a la edad de 39 anos. 

O Las investigaciones matematicas 
de Riemann fueron tan variadas como 
proftmdas, desde los conceptos basi- 
cos de fiinciones e integrales hasta 
areas tales como la geometria (dife- 
rencial) no euclidianay la distribucion 
de los muneros primos. Recordemos 
que un entero p > 1 es primo si no se 


puede factorizar mediante enteros 
positivos menores que el. En un fa- 
moso articulo de 1859, Riemann 
analizo la aproximacion 

/ dt 

K(x) =t 2 Wi =,i (x) 

al numero 7t(x) de aquellos primos 
menores o iguales que x (donde In x 
denota el logaritmo natural de x). 
Existe una correspondencia admira¬ 
ble entre los valores de K (x) y la 
aproximacion li(x) de la "integral 
logaritmica": 


X 

1,000,000 

10,000,000 

li(x) 

78,628 

664,918 

K(X) 

78,498 

664,579 

error 

0.165% 

0.051% 

x 100,000,000 

1,000,000,000 

li(x) 

5,762,209 

50,849,235 

K(x) 

5,761,455 

50,847,534 

error 

0.013% 

0.003% 


Treinta anos despues de la muerte de 
Riemann, sus ideas condujeron en 
ultima instancia a una demostra- 
cion de que el porcentaje de error en 
la aproximacion E(x) a 7i(x) tiende a 
cero cuando x —> oo. 

O En su tesis de 1851, Riemarm 
presento una forma geometrica de 


visualizar las funciones "multiva- 
luadas", como la funcion raiz cua- 
drada, con dos valores ± ^Tx, La 
siguiente grafica ilustra la funcion 
raiz cubica. Para cada numero com- 
plejo z = x +yi en el disco unitario 
x 2 + y 2 ^ 1 , las tres raices cubicas 
(complejas) de z se trazan directa- 
mente arriba de z. Cada raiz se gra¬ 
fica a una altura igual a su parte real, 
de modo que el color queda deter- 
minado por su parte imaginaria. El 
resultado es la "superficie de Rie¬ 
mann" de la funcion raiz cubica. 



Imagen creada en MATLAB, 
cortesia de The MathWorks, Inc., 
Natick, MA. 








6.1 

Construccion de 
formulas integrales 


En la seccion 5.4 definimos la integral de una funcion fen el intervalo [a, b ] como 
el limite de sumas de Riemann. Especificamente, dividimos el intervalo [a, b ] en 
n subintervalos, todos con la misma longitud Ax ~ ( b-a)/n (figura 6.1.1). Despues 
una selection de numeros xf,xj, . . ., x* en estos subintervalos (donde x* es un 
punto del i - esimo subintervalo , jc,-]) produce una suma de Riemann 

2/W)a* (l) 

r=i 


* 1 * x? 

i i i i i i 


a = x Q 


cuyos valores aproximan la integral de/en [a, b]. El valor de la integral, es el valor 
limite (si existe) de tales sumas cuando la longitud Ax del subintervalo tiende a 
cero. Es decir, 


x=b 


f(x)dx = lim Y /(x* )Ax. 

&x-> 0 


( 2 ) 


Figura 6.1.1 Una division La amplia variedad de aplicaciones de la integral definida surge del hecho de que 

(o partition) de [ a , b] en n muchas cantidades geometricas y fisicas se pueden aproximar arbitrariamente 

subintervalos de igual longitud mediante sumas de Riemann. Estas aproximaciones conducen a las formulas 

integrales para el calculo de estas cantidades. 

Por ejemplo, supongamos que/(x) es positiva en [a, b] y que nuestro objetivo, 
como en la seccion 5.3, es calcular el area A de la region que se encuentra bajo la 
grafica de y = f (x) en el intervalo [a, b\ Comenzamos con la subdivision (o 
particion) de [a, b ] que se indica en la figura 6.1.1; sea A A { el area de la “banda” 
vertical que se encuentra bajo y=f{x) sobre el i - esimo subintervalo [x f -_i, x,]. 
Entonces, como se ilustra en la figura 6.1.2, la suma del “area de las bandas” 


AAi, AA 2 , . . . , AA„ 


produce el area total A: 


A = S A A,. 

i=l 


(3) 


Figura 6.1.2 Aproximacion de 
un area mediante una suma de 
Riemann 


Pero la i - esima banda se aproxima mediante un rectangulo con base [x,_], xj y 
altura/(x*), por lo que su area es aproximada por 

A Ai « f(x?) kx. (4) 

Despues de sustituir la ecuacion (4) en la ecuacion (3), se puede ver que el 
area total A bajo la grafica de/es aproximada por 

A-2/(*,*) A*. (5) 
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Observe que la siima de aproximacion en el lado derecho es una suma de Riemann 
para/en [a, b]. Ademas, 

1. Es intuitivamente evidente que la suma de Riemann en (5) tiende al area real 
cuando n —> + °° (que fuerza a Ax —> 0); 

2. Por la definicion de la integral, esta suma de Riemann tiende a 

/ (jc) dx cuando n — » + OO. 


Estas observaciones justifican la definicion del area A mediante la formula 



( 6 ) 


OTRAS CANTIDADES COMO INTEGRALES 

Nuestra justificacion de la formula del area de la ecuacion (6) ilustra un metodo 
general importante para establecer formulas integrales. Suponga que queremos 
calcular cierta cantidad Q asociada con un intervalo [a, b] de tal forma que los 
subintervalos de [a, b] corresponden a porciones especificas de Q (como la porcion 
de area que se encuentra por arriba de un subintervalo particular). Entonces una 
subdivision de [a, b] en n subintervalos produce porciones 

AQi, Ag 2 , • • • , A<2„, 


cuya suma es la cantidad 

n 

Q = 2 A Q h (7) 

i= 1 

Ahora suponga que podemos detenuinar una fiincion /tal que la i - esima 
porcion Ag, es aproximada por 

A Q t - f{xf) Ax (8) 

(para toda /, 1 ^ i ^ n) para un punto seleccionado x] del i - esimo subintervalo 
.v ( ] de [a, b]. Entonces la sustitucion de la ecuacion (8) en la ecuacion (7) 
produce la suma de Riemann de aproximacion 

n 

Q~'Zf(xr)Ax (9) 

(=1 

analoga a la aproximacion en la ecuacion (5). La suma del lado derecho de la 
ecuacion (9) es una suma de Riemann que tiende a la integral 

f 

f{x) dx cuando n —> + <». 

J a 

Tambien es evidente (por razones geometricas o fisicas, por ejemplo) que esta 
suma de Riemann debe tender a la cantidad Q cuando n —> + oo; asi, la ecuacion 
(9) justifica establecer la fonnula integral 

Q = f fWdx. (10) 

J a 
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Como el lado derecho de la ecuacion (10) generalmente es facil de calcular (por 
el teorema fundamental del calculo), esto nos da una forma practica de determinar 
el valor numerico exacto de la cantidad Q. 

Ademas del area, las siguientes son algunas de las cantidades que pueden 
calcularse utilizando las formulas integrales como en la ecuacion (10). (La variable 
x se reemplaza por t donde sea apropiado.) 

□ La masa de un varilla delgada que se encuentra en el intervalo a^x^b; 

□ La ganancia obtenida por una compania entre el instante t - a y el instante 

* = b; 

□ El niimero de personas en una ciudad que contraen una cierta enfermedad entre 
el instante t = a y el instante t = b ; 

□ La distancia recorrida por una particula durante el intervalo de tiempo 
a S t ^ b; 

□ El volumen de agua que fluye a un tanque durante el intervalo de tiempo 
y a ^ t ^ b; y 

□ El trabajo realizado por una fuerza que mueve una particula desde el punto 
x = a hasta el punto x- b. 

En cada caso, es evidente que un subintervalo de [a, b ] determina una portion 
especifica A Q de la cantidad total Q correspondiente a todo el intervalo [a, b]. La 
pregunta es: ^Cual funcion/debemos integrar de a a ft? Los ejemplos 1 a 3 ilustran 
el proceso para determinar la funcion necesaria/aproximando la porcion A Q { de 
la cantidad Q que corresponde al subintervalo [x ( _ b x ( ]. Una aproximacion de la 
forma 


50-/ litros/segundo 




Figura 6.1.3 El tanque del 
ejemplo 1 


A Qi - f{xf) bx (8) 

conduce a la formula integral deseada 

Q=\ f(x) dx. (10) 

J a 

La integral de la ecuacion (10) resulta de la suma de la ecuacion (9) cuando 
reemplazamos lo siguiente: 

^ se convierte en 

i=i 

se convierte en x y 

A, 

Ax se convierte en dx. 

EJEMPLO 1 Suponga que se bombea agua hacia el tanque inicialmente vacio 
de la figura 6.1.3. La velocidad con que fluye el agua al tanque en el instante t (en 
segundos) es 50 -1 litros (L) por segundo. ^Cuanta agua fluye al tanque durante 
los primeros 30 segundos? 

Solution Queremos calcular la cantidad Q de agua que fluye al tanque durante 
el intervalo [0, 30]. Piense en una subdivision de [0, 30] de n subintervalos, todos 
con la misma longitud At = 30 In. 

Despues elija un punto t] en el subintervalo [/, _!, /■]. Si este subintervalo es 
muy pequeno, entonces la velocidad con que fluye el agua entre el instante y 
el instante t { es aproximadamente 50 - /* litros/segundo. Asi, obtenemos una 
aproximacion de la cantidad Ag, de agua en litros que fluye al tanque durante este 
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—H H— 

- o—-i^—it - 

x = 0 Xi * x = 20 

Figura 6.1.4 La varilla de 
20 cm del ejemplo 2 


subintervalo de tiempo multiplicando la velocidad delflujo en litros por segundo 
por la duration del flujo en segundos: 


y por tanto 


(50 - /?) 


litros 

iegtmdo 


■ [ At segandos]. 


A<2, - (50 - /?) A/ (litros). 

En consecuencia, la cantidad total Q que buscamos es aproximada por 

n n 

Q = X AQi « 2 (50 - /,*) A/ (litros). 

i =1 i=l 

Reconocemos que la suma de la derecha es una suma de Riemann y (lo que es mas 
importante) vemos que es una suma de Riemann para la funcion/(/) = 50 - 1. Por 
tanto, concluimos que 

n r30 

Q = lim 2 (50 - tf) At = (50 - t) dt 

— J 0 

30 

= 1050 (litros). 
o 

EJEMPLO 2 La figura 6.1.4 muestra una varilla delgada de 20 cm de largo. Su 
densidad (lineal) en el punto x es 15 + 2x gramos de masa por centimetro de 
longitud de la varilla (g/cm). Entonces, la densidad de la varilla varia de 15 g/cm 
en el extremo izquierdo x = 0 a 55 g/cm en el extremo derecho x = 20. Determine 
la masa total M de esta varilla. 



Solution Piense en una subdivision de [0, 20] con n subintervalos, cada uno de 
longitud Ax = 20 In. La figura 6.1.4 muestra el pedazo de varilla correspondiente 
al i - esimo subintervalo ti'pico [x,_ b x ( ]. Si x* es, por ejemplo, el punto medio de 
[x/-i, xj, entonces la densidad de este pedazo es cercana a 15 + 2x] en todo 
punto, de modo que obtenemos una aproximacion de la masa en gramos de 
este fragmento multiplicando su densidad en gramos por centimetro por su 
longitud en centimetros : 


(15 + 2x*) 


gramos 
centimetro _ 


[Ax centimetros]. 


Es decir, 


A Mi ~ (15 + 2xf) Ax (gramos). 

Por consiguiente, la masa total M de toda la varilla es aproximada por 


n 


n 


M = X AM, « X (15 + 2 xf) Ax. 

i =1 i= 1 


Reconocemos una suma de Riemann en el lado derecho, como en el ejemplo 1, 
aunque esta vez corresponde a la funcion f(x)= 15 + 2x en el intervalo [0, 20]. 
Por tanto, concluimos que 


n 

M = lim 2 (15 + 2x*) Ax = 

i= i 



(15 + 2x) dx 


20 


15x + x 2 


0 


700 (g). 
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Figura 6.1.5 El drculo dividido 
en anillos (ejemplo 3) 



A,v 


Figura 6.1.6 Un anillo 
“rectificado” (ejemplo 3) 


EJEMPLO 3 En el ejemplo 5 de la seccion 5.8 obtuvimos la formula para el 
area de un circulo, A = K r 2 , a partir de la definicion del numero ;rcomo el area de 
un circulo de radio 1. Consideraremos ahora un punto de vista diferente y 
comenzaremos con la formula 

C = 27rr (11) 

para la circunferencia de un circulo de radio r. 

La figura 6.1.5 muestra un disco circular de radio r dividido en anillos (aran- 
delas) mediante circulos concentricos cuyos radios son los puntos x u x 2 ,. . . , x„ = r 
de una subdivision del intervalo [0, r] del eje x, en subintervalos de igual longitud n . 
El i - esimo anillo correspondiente al i - esimo subintervalo [x,_!, x,] esta acotado 
por los circulos de radio y x,. Para aproximar su area AA h pensamos que 
cortamos este anillo rectangular fuera del disco circular y lo desdoblamos como 
una banda larga de ancho Ax (figura 6.1.6). Las longitudes de los extremos superior 
e inferior de esta banda son simplem$nte las circunferencias 2;rx / _ 1 y 2;rx ( de los 
dos circulos que acotan la banda. Esto implica que 

27tx,-\ Ax = AA/ = 27tx,- Ax, 

de modo que 

A At * 2ttxT Ax 

para cualquier x] en [x,-_i, x,-]. Al sumar el area de todos los anillos de este tipo que 
confonnan el disco circular, obtenemos la aproximacion 

n n 

A = 2 A Ai » 2 2ttx* Ax. 

i=i /=i 

Reconocemos en el lado derecho una suma de Riemann para /(x) = 2^x y 

concluimos que el area de un circulo de radio r esta dada por 

A = lim 2 2ttxT Ax = 27tx dx = 

1 J 0 



Al establecer las formulas integrales en los ejemplos 1 a 3, la clave fue 
reconocer una suma de Riemann cuando esta se presente. 


EJEMPLO 4 Calcule Q si 

n 

Q = lim 2 m,V25 — (m,) 2 Ax, 

a -^ 00 i=i 

donde (para cada i = 1,2,..., n) m } denota el punto medio del i - esimo subintervalo 
[* 1 - 1 ,X;] de unaparticion del intervalo [3,4] en n subintervalos, todos con lamisma 
longitud At = Mn. 


Solution Reconocemos las su mas dad as como una suma de Riemann (con 
x] = m) para la funcion/(x) = x V 25 -x 2 . Por tanto, 


Q = 



— x 2 dx = 


-U25- x 2 ) 3/2 


= l( 16 3/ 2 - 9 3/ 2 ) = 


37 
3 * 


3 
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DISTANCIA Y VELOCIDAD 


Considere una particula que viaja en linea recta (dirigida) con velocidad v= f(t) 
en el instante t. Queremos calcular la distancia neta s que recorre entre t = a y 
t = b;e s decir, la distancia entre su posicion inicial en el instante t = a y su posicion 
final en el instante t = b. 

Comenzamos con una division de [a, b] en n subintervalos, todos con la 
misma longitud At = (b - a)/n. Si t* es un punto arbitrario del i - esimo 
subintervalo [t { _ u *,■], entonces, durante este subintervalode tiempo, la velocidad 
de la particula es aproximadamente f{t* ). Por tanto, la distancia Ax, recorrida 
por la particula entre t = t t _ { y t = t; es aproximada por 

A* - fU?) A/. 


En consecuencia, la distancia neta s es aproximada por 


s 


n 

= 2 A Si 


i=l 


2/(1,*) A; 

1=1 


( 12 ) 


Reconocemos la aproximacion del lado derecho como una suma de Riemann para 
la funcion f{t) en el intervalo [a, b ] y podemos inducir que esta aproximacion debe 
tender a la distancia neta real s cuando n —> + 00 . Asi, concluimos que 

5 = f f{t) dt = f v dt. (13) 


Observe que la distancia neta es la integral definida de la velocidad . 

Si la funcion velocidad v=f(t) tiene valores positivos y negativos para t en 
[a, b] y entonces se cancelan las distances hacia adelante y hacia atras cuando 
calculamos la distancia neta s dada por la formula integral de la ecuacion (13). 
Podemos determinar la distancia total recorrida, sin importar la direccion, si 
evaluamos la integral del valor absoluto de la velocidad. Asi, la distancia total esta 
dada por 

rb rb 

| f(t) \ dt = I v \ dt. (14) 


Podemos calcular esta integral haciendo la integracion por separado en los 
subintervalos donde v es positiva y aquellos donde v es negativa para despues 
sumar los valores absolutos de los resultados. Este es exactamente el mismo 
procedimiento que utilizamos para determinar el area entre la grafica de una 
funcion y el eje x cuando la funcion tiene valores positivos y negativos. 


EJEMPLO 5 Suponga que la velocidad de una particula en movimiento es 
v = 30 - It pies/segundo. Determine la distancia neta y la distancia total recorrida 
entre t = 0 y t = 20 segundos. 


Solucion Para la distancia neta, utilizamos la ecuacion (10) y determinamos que 


s = \ (30 - 2t) dt = 


30 1 - t 2 


= 200 (pies). 


J o 


Para determinar la distancia total recorrida, observamos que v es positiva si 
t <15 y negativa si t >15. Como 


(30 - 2t) dt 


30 1 - t 2 


= 225 (pies). 
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y 


20 


(30 - 20 dt 


30; 


= -25 (pies), 


•'is L -Ms 

vemos que la particula recorre 225 pies hacia adelante y despues 25 pies hacia 
atras, para una distancia total recorrida de 250 pies. 


6.1 Problemas 

En losproblemas 1 a 10, x* denota un punto arbitrario, y mj 
el punto medio, del i - esimo subintervalo [x,-_i, x,] de una 
particion del intervalo indicado [a, b] en n subintervalos, 
cada uno de longitud Ax. Evalue el limite dado calculando el 
valor de la integral relacionada adecuada. 


1. lim 2 2x* Ax; a = 0, b = 1 
"-* 00 ,= 1 

'V Ax 

2. lim a = 1,6 = 2 

.=1 (*,*) 
ii 

3. lim 2 (sin irxf) Ax; a = 0, b = 1 

ii-oo , = I 

n 

4. lim 2 [3(xf) 2 - 1] Ax; a = -1, b = 3 

„-oo i=I 
n 

5. lim 2 x?V(x?) 2 + 9 Ax; a = 0, b = 4 

,!-oo f=1 
ft 

6. lim 2 (x,) 2 Ax; a = 2, b = 4 
,1-00 , = ] 

ii 

7. lim 2 (2 /ti, - 1) Ax; a = -1,6 = 3 

i=] 

n 

8. lim 2 V2/7I, + 1 Ax; a = 0, b = 4 

O —OC . . 


9. lim 2 


Wf 


i=i V(/ti,) 2 + 16 


Ax; 


10. lim 2 m, cos(/n,) 2 Ax:; 

«-°° /=! 


a = -3, b = 0 
a = 0, b = V^7T 


La notacion en los problemas 11 a 14 es la wisma que en los 
problemas 1 a 10. Exprese el limite dado como una integral 
con la funcion f. 

n 

11. lim 2 2t7 xff{xf) Ax; a = 1, b = 4 

1,-oc , = I 
n 

12. lim 2 [/(x?)] 2 Ax; a = - 1 , b = 1 

ii — oc _ j 

13. lim 2 Vl + [/(x?)l 2 Ax; a = 0, b = 10 

ii —oc , = ] 

n 

14. lim 2 277 /ti, Vl + [f(mi)] 2 Ax; a = -2, 6 = 3 

,-=i 


£n /os problemas 15 a 18, una varilla que coincide con el 
intervalo [a, 6] en el ejex (las unidades estan en centimetros) 
tiene la funcion de densidad p (x) que da su densidad (en 
gramos por centimetro) en el punto x. Determine la masa M 
de la varilla. 


15. a = 0, 6 = 100; p(x) = ^x 

16 . a = 0, 6 = 25; p(x) = 60 - 2x 

17. a - 0, 6 = 10; p(x) = x(10 - x) 

18. a = 0, 6 = 10; p(x) = 10sen^ 

En los problemas 19 a 28, calcule la distancia neta y la 
distancia total recorrida, entre los tiempos t = a y t = b, por 
una particula en movimiento con la funcion de velocidad 
dada v =f{t) a lo largo de una recta. 


19. v = -32; a = 0, 6 = 10 

20. v = 2t + 10; a = 1, 6 = 5 

21. v = 4t - 25; a = 0, 6 = 10 

22. v = | 2t - 5 |; a = 0, 6 = 5 

23. v = 41 3 ; a = -2, 6 = 3 

24. v = t - -p ; a = 0.1, 6 = 1 

25. v = sen 2f; a = 0, 6 = ^ 

26. u = cos 2f; a = 0,6 = -^ 

27. u = cos 77/; <3 = -1,6= 1 

28. u = sen * + cos t; a = 0, 6 = 77 

29. Suponga que el disco circular del ejemplo 3 tiene una 
densidad de masa p(x) (en gramos por centimetro cuadrado) 
a una distancia x del origen. Entonces el anillo de las figuras 
6.1.5 y 6.1.6 tiene una densidad aproximada p(x*) en cada pun¬ 
to. Concluya que la masa A/de este disco de radio r esta dada 
por 


M = 


277Xp(x) dx. 


En los problemas 30 a 31, utilice el resultado del problema 
29para determinar la masa de un disco circular con el radio 
ry la funcion de densidad p dados. 


30. r = 10; p(x) = x 31. r = 5; p(x) = 25 - x 2 
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32. Si una particula se arroja hacia arriba en linea recta desde 
el piso con una velocidad inicial de 160 pies/segundo, enton- 
ces su velocidad despues de t segundos es v = - 32 1 + 160 
pies/segundos, y alcanza su altura maxima cuando t = 5 
segundos (y v = 0). Utilice la ecuacion (13) para calcular su 
altura maxima. Verifique su respuesta mediante los metodos 
de la seccion 5.2. 

33. Suponga que la velocidad de flujo del agua a un tanque 
inicialmente vacio es 100 - 3 1 galones/minuto en el instante t 
(en minutos). Cuanta agua fluye al tanque durante el inter- valo 
de t = 10 a t = 20 minutos? 

34. Suponga que la tasa de natalidad en Calgary t anos despues 
de 1970 fiae 13 + t miles de nacimientos por ano. Establezca y 
evalue una integral adecuada para calcular el numero total de 
nacimientos que ocurrieron entre 1970 y 1990. 

35. Suponga que la ciudad del problema 34 tiene una tasa anual 
de mortalidad de 5 + {t! 2) miles t anos despues de 1970. Si la 
poblacion de la ciudad fue de 125,000 en 1970, ^.cual fue 
su poblacion en 1990? Considere los nacimientos y las muertes. 

36. El promedio diario de lluvia en Sioux City es r(t) pulga- 
das/dia en el dia /, 0 ^ t ^ 365. Comience con una particion 
del intervalo [0, 365] y obtenga la formula 

/■365 

R = J r(t) dt 

para el promedio total anual de lluvia R. 

37. Considere el promedio diario de lluvia del problema 36 
como 

, lirt 
r{t) = a - b cos —, 

donde ay b son constantes por determinar. Si el valor de r(/) 
el primero de enero (t = 0) es 0.1 pulgadas y su valor de 
r(f) el primero de julio (t = 182.5) es 0.5 pulgadas, ^cual es el 
promedio total anual de lluvia en esta localidad? 

38. Suponga que la velocidad de flujo del agua a un tanque 
es r{t) litros/minuto en el instante t (en minutos). Utilice el 
metodo del ejemplo 1 para obtener la formula 

Q = J r(t)dt 

paia la cantidad de agua que fluye al tanque entre t = ayt=b. 


39. Evalue 

^+V2 + ^ / 3 + ... + A 5 / n 

JL m .-- 

determinando primero una funcion/ tal que el limite sea igual a 
Jo f(x) dx. 

40. En este problema, usted obtendrd la formula del volumen 
V = \ nr 3 de una esfera de radio r, suponiendo conocida la 
formula S = Anr 1 para el area de la superficie de una esfera 
de radio r. Suponga que esto implica que el volumen de una 
capa esferica delgada de grosor t (figura 6.1.7) es aproximado 
por AV ~ S • t = AnP-t. Entonces, divida la esfera en capas 
esfericas concentricas, analogas a los anillos concentricos del 
ejemplo 3. Por ultimo, interprete la suma de los volumenes de 
estas capas esfericas como una suma de Riemann. 



Figura 6.1.7 Una capa esferica delgada de grosor t y 
radio interior r (problema 40) 

41. Una esfera tiene radio de 1 pie y, a una distancia x de su 
centio, su densidad es 100(1 + x) libras/pies 3 . Utilice las 
sumas de Riemann para determinar una funcion/(x) tal que 
el peso de la esfera sea 

W = Jo f(x) dx 

(en libras). Despues, calcule W evaluando esta integral. 
[Sugerencia: Dada una particion 0 = x 0 < x x < . . . <x n = 1 de 
[0, 1 ], estime el peso A W t de la capa esferica *,•_! £jc £*,-.] 


6.2 

Volumenes por medio 
del metodo de 
secciones transversales 


Utilizaremos integrales para calcular los volumenes de ciertos solidos o regiones 
en el espacio. Comenzamos con la idea intuitiva de volumen como una medida de 
los solidos, analoga al area como medida de las regiones planas. En particular, 
suponemos que toda region solida acotada R que se puede expresar de manera 
sencilla tiene un volumen dado por un numero no negativo v(R) tal que 

□ Si R consta de dos piezas que no se traslapan, entonces v(R) es la suma de sus 
volumenes; 

□ Dos solidos diferentes tienen el mismo volumen si tienen el mismo tamano y 
forma. 
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Figura 6.2.1 R x es la seccion 
transversal de R en el piano 
perpendicular al eje x, en el 
punto x 


El metodo de las secciones transversales es una forma de calcular el 
volumen de un solido descrito en terminos de sus secciones transversales (o 
“rebanadas”) en pianos perpendiculares a una linea de referenda fija (como el 
ejexo el ej ey). Por ejemplo, la figura 6.2.1 muestra un solido R con volumen 
V = v(R) situado a lo largo del intervalo [a, b] en el eje x. Es decir, un piano 
perpendicular al eje x interseca al solido si y solo si este piano corta al eje x en 
un punto de [a, b\. Sea R x la intersection de R con el piano perpendicular que 
corta al ejex en el puntox de [a, b]. R x es la seccion transversal (plana) del solido 
R enx. 

Esta situation es particularmente simple si todas las secciones transversales 
de R son congruentes entre si y son traslaciones paralelas de las demas. En este 
caso, el solido R es un cilindro con bases R a y R b y altura h = b - a. Si R a y R b 
son discos circulares, entonces R es el conocido cilindro circular. Recuerde que 
la formula para el volumen de un cilindro circular de altura h y base circular de 
radio r y area A = TTr 2 es 


Area A Area A Area A 



Figura 6.2.2 Todo cilindro de 
altura h y &rea de base A tiene 
volumen V-Ah 


V = irr 2 h = Ah . 

La figura 6.2.2 muestra varios cilindros (generales) con bases de varias 
formas. El metodo de secciones transversales se basa en el hecho de que el volumen 
Kde cualquier cilindro, circular o no, es igual al producto de la altura del cilindro 
por el area de su base: 

V ~ Ah ('volumen de un dlindro). (1) 

Podemos aproximar el volumen de un solido mas general, como la figura 
6.2.1, utilizando cilindros. Para cada x en [a, 6], sea A{x) el area de la seccion 
transversal R x del solido R: 

A(x) = a(R x ). (2) 


Supondremos que la forma de R es lo bastante sencilla como para que esta funcion 
£rea de una seccion transversal A sea continua (y por tanto integrable). 

Para establecer una formula integral para V = v(R), comenzamos con una divi¬ 
sion de [a, b] en n subintervalos, todos con la misma longitud A x = (b- a)/n. 
Sea/?,- la rodaja o rebanada del solido R colocada a lo largo del i-esimo subintervalo 
*;] (figura 6.2.3). Denotamos el volumen de esta i-esima rebanada de R por 
AVi = v(Ri), de modo que 


V = 2 AV,. 
1=1 


Figura 6.2.3 Los pianos que 
pasan por los puntos de particion 
Xq 7 X\ , x 2 , ..., x„, dividen al solido 
R en rebanadas R h R 2 ,..., R n 
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Figura 6.2.4 La rebanada /?, es 
aproximada por el cilindro C,de 
volumens) Ax 



(b) 

Figura 6.2.5 La piramide de 
base cuadrada del ejemplo 1 



Para aproximar AV h elegimos un punto tipico x,* en [x^ h x,] y consideramos 
el cilindro C, cuya altura es Ax y cuya base es la seccion transversal R x de R en 
x*. La figura 6.2.4 sugiere que si Ax es pequena, entonces t>(Q es una buena 
aproximacion a AV l ■ = v{R)\ 

AV,- - v (Ci) = a(R xr )- Ax = A(xf) Ax, 
que es consecuencia de la ecuacion (1) con A = A (x‘) y h = Ax. 

Entonces sumamos los volumenes de estos cilindros de aproximacion para 
i = 1, 2, 3,. . ., n. Tenemos que 

n n 

V = 2 AV, « E AW) Ax. 

M (=i 

Reconocemos la suma de aproximacion de la derecha como una suma de Riemann 
que tiende a \ b a A (x) dx cuando n —> + ©o Esto justifica la siguiente definicion del 
volumen de un solido R en tenninos de su funcion de area de las secciones 
transversales ^(x). 


Definicion Volumen por secciones transversales 
Si el solido R se encuentra a lo largo del intervalo [a, b\ en el eje x y tiene 
una funcion de area de las secciones transversales ^(x), entonces su 
volumen V= v(R) es 

b 

V = \ A (x) dx. (3) 

J a 


La ecuacion (3) se conoce como el principio de Cavalieri, en honor del 
matematico italiano Bonaventura Cavalieri (1598-1647), quien utilizo de manera 
sistematica el hecho de que el volumen de un solido queda determinado por las 
areas de sus secciones transversales perpendiculares a una linea de referencia 
dada. 

EJEMPLO 1 La figura 6.2.5(a) muestra una piramide de base cuadrada orientada 
de forma que su altura h coiresponde al intervalo [0, h] en el eje x. Su base es un 
cuadrado de lado b y cada seccion transversal perpendicular al eje x, tambien es 
un cuadrado. Para determinar el area A(x ) de la seccion transversal s en x, iguala- 
mos las razones altura/longitud en los triangulos semejantes de la figura 6.2.5(b): 

s b a a b 

- = 7 , de modo que s = -x. 

x h h 
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Por tanto, 


b 2 

A(x) = s 2 = -^x 2 , 

y la ecuacion (3), con [0, h] como el intervalo de integracion, implica 

f* f* j, 2 I"/, 2 y- 3 > =/ ' 1 

v “ " i. **'* *■ “ L*® ■•tL - ?*' 

Si = b 2 es el area de la base, nuestro resultado toma la forma 

V = £Ah 


para el volumen de una piramide. 


SECCIONES TRANSVERSALES PERPENDICULARES AL EJEj 


y 


d 


y 


c 


Figura 6.2.6 A(y) es el area de la 
seccion transversal R y t n el piano 
perpendicular al ejey en el puntoy 



En el caso de un solido R que se encuentra a lo largo del intervalo [c, d] en el eje 
y , denotamos A(y) al area de la seccion transversal del solido R y en el piano 
perpendicular al eje y en el punto y de [c, d] (figura 6.2.6). Un analisis similar al 
anterior, con una particion de [c, d] y produce la formula 

V = [ My) dy . ( 4 ) 

J c 


SOLIDOS DE REVOLUCION, DISCOS Y ARANDELAS 

Un caso particular importante de la ecuacion (3) proporciona el volumen de un 
solido dc rcvolucion. Por ejemplo, consideremos el solido R obtenido al girar en 
tomo del ejex, la region bajo la grafica dey=f(x) sobre el intervalo [ a , b], donde 
/ (x) ^ 0. Esta region y el solido resultante se muestran en la figura 6.2.7. 

Como el solido R se obtiene por revolucion, cada seccion transversal de R en 
x es un disco circular de radio /(a). La funcion area de la seccion transversal es 
entonces y4(x) = 7r(/(x)] 2 , de modo que con la ecuacion (3) se obtiene 

rb r b 


V = 


iry 2 dx 


n[f(x)] 2 dx 


(5) 


para el volumen dc un solido dc revolucion cn torno del eje jc. 


Figura 6.2.7 (a) Una region a 
partir de la cual podemos 
determinar el volumen de un 
(b) solido de revolucion en torno 
del eje a; 
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A(>) = 7LY 2 = 7t[£0’)] 2 


Figura 6.2.8 S61ido de 
revolucibn en tomo del eje y 



h) 


Figura 6.2.10 Generaci6n de un 
cono por rotacibn (ejemplo 3) 



Figura 6.2.11 Determinacibn 
del radio x de la seccibn 
transversal circular del ejemplo 3 


NOTA En la expresion jvfdx, la diferencial dx indica que la variable inde- 
pendiente es x. Debemos expresar y (y cualquier otra variable dependiente) en 
terminos dex para realizar la integration indicada. 


Por un argumento similar, si la region acotada por la curvax = g(y), el ejey, 
y lasrectashorizontalesy = cyy = dsz giraen tomo del ejey, entonces el volumen 
del solido de revolucion resultante (figura 6.2.8) es 

V = f 7 rx 2 dy = ( 7 T[g(y)] 2 dy. (6) 

^ c ^ c 

Debemos expresar x (y cualquier otra variable dependiente) en terminos de la 
variable independientey antes de realizar el calculo en la ecuacion (6). 


V 



Figura 6.2.9 (a) Una region semicircular que giramos (b) para generar una esfera 

(ejemplo 2) 



EJEMPLO 2 Utilice el metodo de secciones transversales para verificar la 
conocida formula V=\kR? para el volumen de una esfera de radio R. 


Solution Pensemos la esfera como el solido de revolucion obtenido al girar la 
region plana semicircular de la figura 6.2. 9 en tom o del eje x. Esta es la region 
acotada por arriba por el semidrculoy = V R 2 -x 2 (-R^x^R) y por debajo por 
el inter valo [ -R , /?] en el eje x. Para emplear la ecuacion (5), consideramos 
/(x) = V R 2 - x 2 , a = -R y b = R. Esto implica 




(R 2 - x 2 ) dx 


EJEMPLO 3 Utilice el metodo de secciones transversales para verificar la 
conocida formula V = - 3 Jti^h para el volumen de un cono circular recto con radio 
de la base r y altura /?. 


Solution La figura 6.2.10 representa al cono como el solido de revolucion que 
se obtiene al girar en tomo del eje y el triangulo con vertices (0, 0), (0, h) y (r, h). 
Los triangulos semejantes de la figura 6.2.11 implican la ecuacion x/y = r/h, de 
modo que el radio de la seccion transversal circular perpendicular al eje y en el 
puntoy es x = ry/h. Entonces, de la ecuacion (6), con g(y) = ry/h , se obtiene 
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Figura 6.2.13 La region plana 
del ejemplo 4 



Figura 6.2.14 Giro en tomo del 
eje x (ejemplo 4) 


'* V 2 


V = J A(y) dy = J ttx 2 dy = J J dy 
-frf y‘dy = 


donde A = nr 2 es el area de la base del cono. 



Figura 6.2.12 (a) La region entre dos graficas positivas (b) se gira en tomo del ejex. 
Las secciones transversales son anillos. 


GIRO DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS 

A veces necesitamos calcular el volumen de un solido generado al girar una region 
plana acotada entre dos curvas dadas. Suponga que f(x ) > g (x) £0 para x en el 
intervalo [a, b] y que generamos el sdlido R al girar la region entre y = fix) 
y y- g(x) en tomo del eje x. Entonces la seccion transversal en x es un anillo (o 
arandela) acotada por dos circulos (figura 6.2.12). El anillo tiene un radio interior 
r int = g(x) y un radio exterior r ext =/(x), por lo que la formula del area de la seccion 
transversal de R en x es 

A(x) = 7i(r e J 2 - n (rj 2 = ^[O sup ) 2 - (yj 2 ] = n{\f{x)] 2 - [g(jr)] 2 }, 

donde escribimos y Mf =f{x) y y in[ = g(x) para las curvas superior e inferior de la 
region plana. Por tanto, la ecuacion (3) implica 

V=\ b ^LCVsup) 2 -(Vinf) 2 ] ^‘ = f 4 n{\fix)f-\g{x)] 2 )dx (7) 

J a J a 

como el volumen V del solido. 

De manera analoga, si f(y) Sg(y) > 0, para cZy Sd, entonces el volumen 
del solido obtenido al girar en tomo del eje_y, la region entre x aet =f(y) y x izq = g(y) es 

v= \ c ^[(^der) 2 -(^ Z q) 2 ] = J f n{\f (y)f - \g(y)] 2 } dy. (8) 

EJEMPLO 4 Considere la region plana que se muestra en la figura 6.2.13, 
acotada por las curvas y 2 = x y y = x 3 que se intersecan en los puntos (0, 0) y 
(1, 1). Si esta region se gira en tomo del ejex (figura 6.2.14), entonces la ecuacion 
(7), con 

y sup =^ y^ =xl 
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Figura 6.2.15 Giro en tomo del 
ejey (ejemplo 4) 



implica 



7 t(x — x 6 ) dx 


como el volumen de revolucion. 

Si la misma region se gira en tomo del ejey (figura 6.2.15), entonces cada 
seccion transversal perpendicular al ejey es un anillo con radio exterior x der = j' 1/3 
y radio interior x izq = y 2 . Por tanto, la ecuacion (8) proporciona el volumen de 
revolucion generado por esta region como 


v = [ 7r[(;y' /3 ) 2 - (y 2 ) 2 ] dy = f 7 T(y 2/} - y 4 ) dy 

Jo Jo 

] 

= I 77 - 

0 

EJEMPLO 5 Suponga que la region plana del ejemplo 4 (figura 6.2.13) se gira 
en tomo de la recta vertical x = -1 (figura 6.2.16). Entonces cada seccion trans¬ 
versal del solido resultante es un anillo con radio exterior 


= 77 


b 5 / 3 -h 5 


?'*= 1 + *der = 1 +y' n 

y radio interior 

^ 1 = 1 + *i 2 q = 1 + y 2 - 
El area de esta seccion transversal es 

A(y) = 7r( 1 + y l/3 ) 2 - 7r( 1 + y 2 ) 2 = Tr(2y' ,2[ + y 2n - 2y 2 - y A ), 
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Figura 6.2.17 La cuna y el 
cilindro del ejemplo 6 



Figura 6.2.18 Una seccion 
transversal de la cuna: un 
triangulo isosceles (ejemplo 6) 



Figura 6.2.19 La base del 
cilindro del ejemplo 6 


de modo que el volumen del solido de revolucion resultante es 
V = f 7t(2 y ]/3 + y 2/3 - 2y 2 - y 4 ) dy 

J 0 


= 77 


\y* n + \y sn ~ b 3 ~h ! 


- 2Z _ 
30 77 


L J 0 

EJEMPLO 6 Determine el volumen de la cuna que se corta a partir de un 
cilindro circular de radio 1 y altura 1 con un piano que pasa por un diametro de la 
base del cilindro y por un punto de la circunferencia de su tapa. 


Solution El cilindro y la cuna se muestran en la figura 6.2.17. Para formar esta 
cuna, llene un vaso cilindrico con jugo de fruta y despues beba lentamente hasta 
exponer la mitad del fondo del vaso; el jugo restante forma la cuna. 

Elegimos como la recta de referencia y ejex la linea que pasa por la “orilla de 
la cuna”, el diametro original de la base del cilindro. Podemos verificar mediante 
triangulos semejantes que cada seccion transversal de la cuna perpendicular al 
diametro es un triangulo rectangulo isosceles. Uno de estos triangulos se muestra 
en la figura 6.2.18. Denotamos comoy a la base y la altura iguales de este triangulo. 

Para determinar la funcion area de la seccion transversal A{x\ debemos 
expresar_y en terminos dex. La figura 6.2.19 muestra la base circular unitaria del 
cilindro original. Aplicamos el teor ema de Pitagoras al triangulo rectangulo en 
esta figura y determinamos quey = V 1 - x 2 . Por tanto, 

A(x) = b 2 = 5(1 “ * 2 )> 
por lo que la ecuacion (3) implica 


V = 


A(x) dx = 2 A(x) dx 


(por simetria) 



1 - x 2 ) dx = 


X 



2 

3 


para el volumen de la cuna. 


Es muy util habituarse a verificar que las respuestas sean plausibles cuando 
sea conveniente. Por ejemplo, podemos comparar un solido dado con uno cuyo 
volumen sea conocido. Como el volumen del cilindro original en el ejemplo 6 es 
/r, hemos determinado que la cuna ocupa la fraccion 


v 

r cilindro 



21 % 


del volumen del cilindro. Un vistazo a la figura 6.2.17 indica que esto es plausible. 
Un error en nuestros calculos podria proporcionar una respuesta increible. 

La cuna del ejemplo 6 tiene una historia antigua. Su volumen fue calculado 
por vez primera en el siglo in a.C. por Arquimedes, quien tambien obtuvo la 
formula V = 4/3/rr 3 para el volumen de una esfera de radio r. Su trabajo sobre 
la cuna se encuentra en un manuscrito descubierto en 1906, despues de estar 
perdido durante siglos. Arquimedes utilizo un metodo exhaustivo para volumenes, 
similar al analizado para las areas en la seccion 5.3. 
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6.2 Problemas 


En los problemas 1 a 24, determine el volumen del solido 
generado, al girar en torno del eje indicado la region plana 
acotada por las curvas dadas. 

1 . y = x 2 , y = 0 , x = 1; el eje x 

2. y = VI, y ~ 0, x = 4; el eje x 

3. y = x 2 , y = 4, x = 0 (solo el primer cuadrante); 
el ejey (figura 6.2.20) 



Figura 6.2.20 Problema 3 Figura 6.2.21 Problema 4 

4 • y — 1 A, y = 0, x - 0.1, jc = 1; el eje x (figura 
6 . 2 . 21 ) 

5. y - sen x en [0, 7C\,y = 0; el ejex 

6. y = 9 - x 2 , y = 0; el eje x 

7. y = jc 2 , jc = y 2 \ el eje x (figura 6.2.22) 



Figura 6.2.22 Problema 7 Figura 6.2.23 Problema 8 

8- y = x 2 , y = 4x; la recta* = 5 (figura 6.2.23) 

9. y = x 2 y y = 8 - x 2 ; el eje* 

10. x = >> 2 , x = y + 6; el ej ey 

11. y = 1 - jc 2 , y = 0; el eje x (figura 6.2.24) 



Figura 6.2.25 Problema 12 

12. y = x — jc 3 , y = 0 (0 ^ x ^ 1); el eje x (figura 
6.2.25) 

13. y = 1 - X 2 , y = 0; el ej ey 

14. y - 6 - x 2 , y = 2, el eje x 

15. y = 6 - jc 2 , y - 2; el eje^ (figura 6.2.26) 


Figura 6.2.26 Problema 15 

16- y = 1 — x 2 , y — 0; la recta vertical x = 2 

17. y = x - jc 3 , y = 0 (0 ^ x ^ 1); la recta 

horizontal^ = -1 

18. y = 4, x = 0, y = jc 2 ; el ejex 

19. y = 4, x = 0, y - jc 2 ; el ejey 

20. x = 16 - y 2 , x = 0, y = 0; el ejex (figura 
6.2.27) 


Figura 6.2.27 Problema 20 

21. y - x 2 , x = y 2 \ la recta y = -2 

22. y = x 2 , y = 8 - x 2 ; la recta y = -1 

23. y = x 2 t x = y 2 \ la recta x = 3 

24. y = x 2 , y = 8 - x 2 ; la recta x = 4 

25. La region R que se muestra en la figura 6.2.28, esta 
acotada por las parabolas y 2 = xyy 2 = 2(x-3). Determine el 
volumen del solido generado al girar R en torno del eje x. 





Figura 6.2.24 Problema 11 

356 


Capitulo 6 / Aplicaciones de la integral 



Figura 6.2.28 La region Figura 6.2.29 La elipse de 
del problema 25 l os problemas 26 y 27 


26. Determine el volumen del elipsoide generado al girar en 
tomo del ejex la region acotada por la elipse con ecuacion 



(figura 6.2.29). 

27. Repita el problema 26, pero gire la region eliptica en tomo 
del ejey. 

28. Determine el volumen del solido no acotado generado al 
girar la region no acotada de la figura 6.2.30 en torno del eje 
x. Esta es la region entre la grafica dey = 1/x 2 y el eje x para 
x £ 1. [Metodo: Calcule el volumen de x = 1 a x = b, donde 
b > 1. Despues, determine el limite de este volumen cuando 
b —»+ °°.] 


A 

Figura 6.2.32 La base circular 
del observatorio (problema 29) 

30. La base de cierto solido es un disco circular con diametro 
AB de longitud 2a. Determine el volumen del solido si cada 
seccion transversal perpendicular a AB es un semicirculo. 

31. La base de cierto solido es un disco circular con diametro 
AB de longitud 2a. Determine el volumen del solido si cada 
seccion transversal perpendicular a AB es un tri&ngulo equi- 
latero. 

32. La base de un solido es la region en el piano xy acotada 
por las parabolas y = x 2 y x=y 2 . Determine el volumen de este 
solido si cada seccion transversal perpendicular al eje x es un 
cuadrado cuya base esta en el piano xy. 

33. El paraboloide generado al girar en tomo del eje x la 
region bajo la parabola y 2 = 2/?x, 0 ^x ^ h se muestra en 
la figura 6.2.33. Muestre que el volumen del paraboloide es la 
mitad del volumen del cilindro circunscrito que tambien 
aparece en la figura. 




Figura 6.2.30 La regi6n plana no acotada del problema 28 


\y y 2 =2px 



Figura 6.2.33 El paraboloide y el cilindro del problema 33 


29. Un observatorio (figura 6.2.31) tiene la forma de un 
solido cuya base es un disco circular con diametro AB de 
longitud 2 a (figura 6.2.32). Determine el volumen de este 
solido si cada seccion transversal perpendicular a AB es un 
cuadrado. 



Figura 6.2.31 El observatorio del problema 29 


34. Una piramide tiene altura h y base rectangular con &rea 
A. Muestre que su volumen es V=\Ah. [Sugerencia: Observe 
que cada seccion transversal paralela a la base es un rectan- 
gulo.] 

35. Repita el problema 34, excepto que la base es ahora un 
triangulo con area A. 

36. Determine el volumen que queda despues de perforar un 
agujero de radio 3, por el centro de una esfera solida de radio 
5 (figura 6.2.34). 



Figura 6.2.34 La esfera con agujero del problema 36 
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1 


Figura 6.2.35 Los cilindros que se intersecan del 
problema 37 


- j X 



Figura 6.2.36 El solido de interseccion (problema 37) 

37. Dos cilindros circulares rectos tienen radio a y sus ejes 
se intersecan en angulo recto. Determine el volumen de su 
solido de interseccion (figuras 6.2.35 y 6.2.36, donde a = 1). 
<?Le parece claro que cada seccion transversal horizontal del 
solido es un cuadrado? 

38. La figura 6.2.37 muestra un “segmento esferico” de 
altura h que se corta de una esfera de radio r, mediantc un 
piano horizontal. Muestre que su volumen es 

V = \irh 7 {2r — h). 




Figura 6.2.38 El toro del problema 39 

39. Un solido en forma de dona, llamado toro (figura 6.2.38) 
se genera al girar en tomo del ejey el disco circular (x - b) 2 
+y 2 ^ a 2 con centro en el punto ( b , 0), donde0 < a < b. Muestre 
que el volumen de este toro es V = l 7 i 2 a 2 b. [Sugerencia: 
Muestre que cada seccion transversal perpendicular al eje y 
es un anillo, y recuerde que 

f Va 2 - y 2 dy = \ira 2 
Jo 

pues la integral representa el area de un cuarto de circulo de 
radio a.] 

40. La cima de una colina esta a 100 pies de altura con 
respecto del terreno circundante, y cada seccion transversal 
horizontal de la colina es circular. La siguiente tabla da el 
radio r (en pies) para algunos valores de la altura h (en pies) 
sobre el terreno circundante. Utilice una aproximacion de 
Simpson para estimar el volumen de la colina. 


h 

0 

25 

50 

75 

100 

r 

60 

55 

50 

35 

0 


41. El tonel de vino de Newton . Considere un tonel con la 
forma del solido generado al girar en torno del eje x la region 
bajo la parabola 

y = R ~ kx 2 , -\h ^x^\h 

(figura 6.2.39). (a) Muestre que el radio de cada extremo del 
tonel es r = R- 8, donde 48= kh 2 . (b) Muestre a continuacion 
que el volumen del tonel es 


V = \irh{2R 2 4- r 2 — §S 2 ). 



V 



R 


' 



r 


h 

h 

j .V 

2 

2 



Figura 6.2.39 La regi6n del problema 41 

42. La clepsidra, o reloj de agua. Considere un tanque de 
agua cuya superficie lateral es generada al girar la curva 
y = kx 4 en torno del eje y (k es una constante positiva). (a) 
Calcule V(y), el volumen de agua en el tanque, como una 
funcion de la profundidad y. (b) Suponga que el agua sale 


Figura 6.2.37 Un segmento esferico (problema 38) 
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del tanque a traves de un pequeno agujero en el fondo. Utilice 
la regia de la cadena y la ley de Torricelli [ecuacion (3) de la 
seccion 5.2] para mostrar que el nivel del agua en este tanque 
desciende a razon constante. ^Como se podria utilizar este 
tanque como reloj? 

43. Un contratista desea participar en la tarea de nivelar una 
colina de 60 pies. El costo por eliminar el material de la colina 
sera de $3.30 la yarda cubica. La siguierite tabla, basada en 
medidas topograficas, muestra el area de las secciones trans- 
versales horizontales de la colina, a intervalos de 10 pies de 
altura. Utilice (a) la aproximacion del trapecio y (b) la apro¬ 
ximacion de Simpson para estimar el costo del proyecto. 
Redondee cada respuesta a cientos de dolares. 


Altura x (pies) 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

Area (pies 2 ) 

1513 

882 

381 

265 

151 

50 

0 


44. El agua se evapora de un tazon abierto a razon propor- 
cional al area de la superficie del agua, Muestre que inde- 


pendientemente de la forma del tazon, el nivel del agua 
desciende a razon constante. 



Figura 6.2.40 El cono truncado (problema 45) 

45. Un cono circular recto truncado tiene altura h y volumen 
V. Su base es un disco circular de radio R , y su parte superior 
es un disco circular de radio r (figura 6.2.40). Aplique el 
metodo de secciones transversales para mostrar que 

V = rhir 2 + rR + R 2 ). 

46. La base de un solido es la region en el primer cuadrante 
acotada por las graficas de y = x y y = x 2 . Cada seccion 
transversal perpendicular a la recta y - x es un cuadrado. 
Determine el volumen del solido. 


6.2 Proyecto 



Figura 6.2.41 Uso de cilindros 
para aproximar un solido de 
revolucion 



Figura 6.2.42 Uso de conos 
truncados para aproximar un 
solido de revolucion 


Podemos obtener la formula del volumen 



deesta seccion mediante cilindros circulares, para aproximar el volumen del solido 
generado al girar en tomo del eje x la region que esta bajo la curvay =/(x) en el 
intervalo [ a, b]. Por ejemplo, en la aproximacion mediante los extremos derechos 

n 

Rn = 2 7r[/U,)] 2 Ax, 

t=I 

donde Ax = (b-a)fn, el i - esimo termino 7t\f(x$\ 2 es el volumen del cilindro de 
radio r=/(,v f ) y altura h = Ax que aproxima la rebanada del solido correspondiente 
al subintervalo x,] (figura 6.2.41). 

En el siglo III a.C., Arquimedes considero la esfera de radio r como un solido 
de revolucion al obtener su famosa formula de volumen V = Una de las 
principales diferencias entre su metodo y el nuestro es que el utilizo conos 
truncados en vez de cilindros. La figura 6.2.42 muestra el solido de aproximacion, 
obtenido al girar en tomo del eje x el arco poligonal/W^ * * * P H , donde P/denota 
el punto (x,-,/(x ( )) de la curvay =/(x). La rebanada de aproximacion correspon¬ 
diente al i - esimo subintervalo [x,.,, xj es el cono truncado resaltado en la figura 
6.2.42. Tiene como radios de las bases R =/(x I _ 1 ) y r =/(x/) y altura h = Ax. 
Empleamos la formula de volumen del problema 45 para obtener la “aproximacion 
mediante conos truncados” 

F„ = 2 ^{[/(Xi-O] 2 + f(xi-i)f(x,) + [f(x,)] 2 } Ax 

i=i 3 

a la integral de volumen de la ecuacion (5). 
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En los problemas 1 a 4, utilice una calculadora programable, una compu- 
tadora o un sistema de algebra computacional (como en los proyectos de las 
secciones 5.4 y 5.9) para calcular las aproximaciones mediante los extremos 
izquierdos y derechos R n y L m la aproximacion del trapecio T n = \ (R n + L n ) y la 
aproximacion mediante conos truncados F n al volumen dado por la integral de 
la ecuacion (5). En cada caso, compare la precision de estas aproximaciones 
para n = 10, 20,. . . subintervalos. 

1. Sea /(x) = x en [0, 1 ], de modo que V = k!3 . (^Por que?) 

2. Sea/(x) = V 1 -x 2 en [0, 1 ]. Explique por que V es entonces el volumen 2x/3 
del hemisferio de radio 1. 

3. Sea /(x) = sen x en [0, Utilice la identidad sen 2 x = 1/2(1 - cos 2x) para 
mostrarque V= Milt 1 . 

4. Sea f{x) = sec x en [0, ;r/4], de modo que V= it. (^Por que?) 


6.3 

Volfimenes por el 
metodo de capas 
cilindricas 



Figura 6.3.1 Una capa cilindrica 


El metodo de secciones transversales de la section 6.2 es una tecnica de aproxi¬ 
macion de un solido mediante una pila de delgadas rodajas o rebanadas. En el caso 
de un solido de revolucion, estas rebanadas son discos circulares o anillos. Una 
segunda forma para calcular volumenes de solidos de revolucion es el metodo de 
capas cilindricas. Es una tecnica de aproximacion de un solido mediante una 
coleccion de delgadas capas cilindricas, y que con frecuencia conduce a calculos 
mas sencillos que el metodo de secciones transversales. 

Una capa cilindrica es una region acotada por dos cilindros circulares 
concentricos de igual altura h . Si, como en la figura 6.3.1, el cilindro interior tiene 
radio r x y el exterior tiene radio r 2 , entonces r = (r l + r 2 )/2 es el radio promedio 
de la capa cilindrica y t = r 2 - r x es su espesor. Entonces, obtenemos el volumen de 
la capa cilindrica al restar el volumen del cilindro interior del volumen del cilindro 
exterior: 


V = 77 r 2 2 h — 77 n 2 h — 277^—^—- (r 2 — n)h = lirrth. (1) 

En palabras, el volumen de la capa es el producto de 2su radio promedio, su 
espesor y su altura: el volumen de la capa es aproximado por el producto del area 
de su superficie y su espesor. 

Supongamos ahora que queremos determinar el volumen V de revolucion 
generado al girar en tomo del eje y la region bajo y - fix) de x = a a x = b. 
Suponemos, como se indica en la figura 6.3.2(a), que 0 ^ a < b y que/(x) es 
continua y no negativa en [a, b]. El solido se parece entonces al que se muestra en 
la figura 6.3.2(b). 

Para determinar V 7 primero dividimos [a, b ] en n subintervalos, todos con 
la misma longitud Ax = (b - a)/n , Sea xf el punto medio del i - esimo 
subintervalo [x,-_!, xj. Consideremos el rectangulo del piano xy con base [x^, xj 
y altura/(x*). Cuando el rectangulo se gira en tomo del ejey, este describe 
una capa cilindrica como la de la figura 6.3.2(c), con radio promedio x*, espesor 
Ax y altura/(x*). Esta capa cilindrica aproxima el solido de volumen A V t que 
se obtiene al girar la region bajoy =/(x) en [x,_j, xj, con lo que la ecuacion (1) 
implica 


AVI - 2t7x,*/(x? ) Ax. 
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Figura 6.3.2 Un solido de 
revolution (note el agujero en su 
centro) y una forma de 
aproximarlo mediante capas 
cilindricas anidadas 



y 


(c) 




X 


(b) 



Sumamos los volumenes de las n capas cilindricas determinadas por la subdivision 
de [a, b ]. Esta suma debe aproximar a V, pues, como lo sugiere la figura 6.3.2(d), 
la union de estas capas aproxima fisicamente el solido de revolution. Asi, 
obtenemos la aproximacion 



Figura 6.3.3 Argumento 
heuristico para establecer la 
ecuacidn (2) 



Figura 6.3.4 Capa cilindrica de 
espesor infinitesimal 


n n 

V = X AV, « 2 iTTxffixf) Ax. 

i=l 1=1 


Esta aproximacion del volumen V es una suma de Riemann que tiende a la integral 


J n 


iTrxfix) dx cuando Ax -» 0, 


de modo que el volumen del solido de revolucion esta dado por 

b 

V= f 2nxf(x)dx. 

^ a 


( 2 ) 


Un analisis completo requiere una demostracion de que esta formula da el mismo 
volumen que el defmido por el metodo de secciones transversales de la section 
6.2 (vease el apendice F). 

Es mas confiable aprender a plantear formulas integrales que simplemente 
memorizarlas. Una util via heuristica (sugerente pero no rigurosa) para establecer 
la ecuacion (2) es dibujar la delgada banda rectangular de area que se muestra 
en la figura 6.3.3. Cuando esta banda se gira en tomo del ej ey, produce una delgada 
capa cilindrica de radio x, altura y=f(x) y espesor dx (figura 6.3.4). Asi, su 
volumen se denota con dV\ y podemos escribir 
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Figura 6.3.5 Capa cilindrica 
infinitesimal, aplanada 


dV = 27 tx /(x) • dx = 27 rx/(x) dx. 


Esto es facil de recordar si visualiza la figura 6.3.5. 

Pensamos V como una suma de muchos de estos volumenes, anidados en 
forma concentrica en tomo del eje de revolucion, formando al propio solido. 
Entonces, podemos escribir 


"** rb 

= dV = 

J * J ,, 


2irxy dx = 27 Txf(x) dx. 


No olvide expresar y (y cualquier otra variable dependiente) en terminos de la 
variable independientex (identificada aqui por la diferencial dx) antes de integrar. 



Figura 6.3.6 La region del 
ejemplo 1; se gira en tomo 
del ej ey 


EJEMPLO 1 Determine el volumen del solido generado al girar en tomo del 
ejey la region bajoy = 3x 2 -x 3 dex = 0ax = 3 (figura 6.3.6). 


Solution -En este caso, no seria practico utilizar el metodo de secciones trans- 
versales, pues una seccion transversal perpendicular al eje y es un anillo y 
determinar sus radios exteiior e interior implica despejar x en terminos dey en la 
ecuaciony = 3x 2 -x 3 . Preferimos evitar esta tarea problematica, y la ecuacion (2) 
nos proporciona una altemativa: consideramos/(x) = 3X 2 -x 3 , a = 0 y b = 3. Esto 
implica de inmediato que 


27 tx( 3 x 2 - x 3 ) dx 


'o 

— hr 


= 2 J 
^ 0 


(3x 3 - x 4 ) dx 


3 _ i 5 

4 X 5 X 


— — 
10 77 ■ 


EJEMPLO 2 Determine el volumen del solido que queda despues de perforar un 
agujero circular de radio a por el centra de una esfera solida de radio b > a (figura 6.3.7). 


Solution Pensamos la esfera de radio b como generada al girar la mitad derecha 
del disco circularx 2 = b 2 en torno del ejey, y pensamos el agujero como vertical, 
con su linea central en el ejey. Entonces, la mitad superior del solido en cuestion 
es generada al girar en torno del ejey la region sombreada en la figura 6.3.8. Esta 



Figura 6.3.7 La esfera con agujero del ejemplo 2 
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Figura 6.3.8 La mitad de 
seccion transversal de la esfera 
con agujero (ejemplo 2) 



t 

i 


a .v b v 

Figura 6.3.9 La regi6n/t entre 
las graficas de/ y g en [ a , b] se 
va a girar en tomo del ejej> 



Figura 6.3.10 La region A se va 
a girar en tomo del eje x 


es la region bajo la grafica de y = V b 2 -x 2 (y sobre el eje x) de x = a a x = b. El 
volumen total de la esfera con agujero es entonces el doble de la mitad superior y 
la ecuacion (2) implica 


V = 2 lirxib 2 - x 2 ) ]/2 dx = 47 T 




-\{b 2 - x 2 ) 3/2 


de modo que 


V = hr(b 2 ~ a 2 ) 3/2 . 


Una forma de verificar una respuesta como esta es probar con algunos casos 
extremos. Si a = 0 y b = r, que corresponde a no taladrar un agujero a traves 
de la esfera de radio r, entonces nuestro resultado se reduce al volumen V 
= j Kr 3 de la esfera completa. Si a = b, lo que corresponde a emplear una broca de 
taladro tan grande como la esfera, entonces V= 0; esto tambien es correcto. 


GIRO DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS 

Ahora, sea A la region entre las curvas =/ (x)y y = g(x) en el intervalo [a, b \, 
donde 0 ^ a < b y g(x) ^ g(x) para x en [a, b]. Dicha region aparece en la figura 
6.3.9. Cuandose gira,4 en tomo del ejej>, genera un solido de revolucion. Suponga 
que queremos determinar el volumen V de este solido. Un desarrollo analogo al 
de la ecuacion (2) conduce a la aproximacion 


V « E 2ttxT [f(xf) ~ g(x?)] Ax, 

i= 1 

a partir de lo cual podemos concluir que 

v = f 2TTx[f(x) - g(x)] dx. (3) 

J a 

Asi, 

v = [ 2'7Tx[y wp -y M \dx, (3') 

* a 

donde y ivp =f(x) y y M = g(x). 

El metodo de capas cilindricas es tambien una via efectiva para calcuJar 
volumenes de solidos de revolucion en tomo del eje x. La figura 6.3.10 muestra 
la region^, acotadapor las curvasx =f(y) yx = g(y) para c ^ y ^ dy por las rectas 
horizontales^ = c y y = d. Sea V el volumen obtenido al girar la region A en tomo 
del eje x. Para calcular K, comenzamos con una subdivision de [c, d\ en n 
subintervalos, todos con la misma longitud Ay ~ (d- c)/n. Sea yf el punto medio 
del i - esimo subintervalo y { ] de la subdivision. Entonces, el volumen de la 
capa cilindrica con radio promedio>>*, altura/(y*) -g(y*) y espesor Ay es 

AK = 2iryf [/(yf) - g(yf )] Ay. 

Sumamos el volumen de estas capas cilindricas y asi obtenemos la aproximacion 
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Figura 6.3.11 La region del 
ejemplo 3 



Figura 6.3.12 Giro en tomo del 
eje 7 (ejemplo 3) 


V 



dy 


Figura 6.3.13 Giro en torno del 
eje x (ejemplo 3) 


n 


v 88 X 27 Tyf [f(y?) - g(y?)] Ay. 
1=1 


Reconocemos el lado derecho como una suma de Riemann para una integral con 
respecto de y de c a d y asi concluimos que el volumen del solido de revolucion 
es rd 


V 


27J7 [f(y) - sM] dy- 


(4) 


Asi, 


V = 


2 ^[*der-*izjrfy, 


(4') 


donde x der =f(y) y x /2q = g(y). 

NOTA Para emplear las ecuaciones (3') y (4'), el integrando debe expresarse en 
terminos de la variable de integracion especificada por la diferencial. 


EJEMPLO 3 Consideremos la region en el primer cuadrante acotada por las 
curvas y 2 = x y y = x J (figura 6.3.11). Utilice el metodo de capas cilindricas para 
calcular el volumen de los solidos obtenidos al girar esta region primero en tomo 
del eje y y despues en tomo del eje x. 


Solution Para establecer las integrates adecuadas, es mejor utilizar las capas 
cilindricas, como en las figuras 6.3.12 y 6.3.13, en lugar de formulas memorizadas. 
Asi, el volumen de revolucion en tomo del ejey (figura 6.3.12) esta dado por 


V = 


2nx (Vsup - >v) dx 
27r(x 3/2 - x 4 ) dx 



x 3 ) dx 


27r 


2 y-5/2 5 

5 X 5 X 


= 5^* 


El volumen de revolucion en tomo del ejex (figura 6.3.13) es 


* i ri 

V = 2iry (x*,-x^dy = 2iry{y' n - y 1 ) dy 
^0 ^0 


27r(y 4/3 - y 3 ) dy = 2tt 


n i 


|y 7/3 - h 4 


- ±~r 
i4 7r. 


Por supuesto, estas respuestas son las mismas que las obtenidas mediante el 
metodo de secciones transversales en el ejemplo 4 de la seccion 6.2. 


EJEMPLO 4 Suponga que la region del ejemplo 3 se gira en tomo de la recta 
vertical x = -1 (figura 6.3.14). Entonces el elemento de area 

dA = (y sup — dx = (Vx - x 3 ) dx 

se gira en tomo de un circulo de radio r = 1 + x. Por tanto, el volumen de la capa 
cilindrica resultante es 

dV = 27 Tr dA = 27t( 1 + x)(x I/2 - x 3 ) dx 

= 27t(x 1/2 + x 3/2 - x 3 - x 4 ) dx. 
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Figura 6.3.14 Giro en torno de 
la recta jc = -1 (ejemplo 4) 


x = -\ 



como vimos utilizando el metodo de secciones transversales en el ejemplo 5 de la 
seccion 6 . 2 . 


Por ultimo, observemos que el metodo de capas cilindricas se resume en la 
formula heuristica 


V = 


27Tr dA , 


donde dA denota el area de una banda infinitesimal que se gira en torno de un 
circulo de radio r para generar una delgada capa cilindrica. Los asteriscos indican 
los limites de integration que usted debera determinar en cada caso. 


6.3 Problemas h 

En los problemas 1 a 28, util ice el metodo de capas cilindricas 
para determinar el volumen del solido generado al girar en 
torno del eje indicado la region acotadapor las curvas dadas. 

1. y — jc 2 , y = 0, x = 2; el eje y 

2. x = y 7 , x = 4; el ejey 

3. y = 25 - jt 2 , y = 0; elejey (figura 6.3.15) 



Figura 6.3.15 Problema 3 Figura 6.3.16 Problema 4 
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4. y = 2x 7 y y = 8; el ejey (figura 6.3.16) 

5. y = x 2 y y = 8 - x 2 \ el eje^ 

6. x = 9 ~ y 2 , x = 0; e l eje* 

7. x = y t x + 2y = 3, y = 0; el eje jt 
(figura 6.3.17) 


Figura 6.3.17 Problema 7 Figura 6.3.18 Problema 11 
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8. y = x 2 , y = 2x; la recta y = 5 

9. y - 2x 2 , y 2 = 4x; el eje x 

10 . y = 3x ~ x 2 , y = 0 ; el ejey 

1L y = 4x - x 3 , y = 0; el ejey (figiira 6.3.18) 

IV IV 



Figura 6.3.19 Problema 12 Figura 6.3.20 Problema 15 

12. x = y 3 - y\ x ~ 0; la recta y = -2 (figura 
6.3.19) 

13. y = x - x\ v = 0 (0 ^ x ^ 1); el eje y 

14. x = 16 - y 2 , x = 0, y ^ 0 (0 ^ y = 4); 
el eje x 

15. y = x ~ x 3 , y = 0 (0 ^ x ^ 1); la recta* = 2 
(figura 6.3.20) 

16. y — x 3 , y = 0, x = 2; el ejey (figura 6.3.21) 



Figura 6.3.21 Problema 16 Figura 6.3.22 Problema 24 

17. y = x 3 , y = 0, * = 2; la recta* = 3 

18. y = x 3 , y = 0, x = 2; el eje* 

19. y = x 2 , y = 0, * = — 1, * = 1; la recta x = 2 

20. y = x\ y = x (0 ^ x ^ 1); el ejey 

21. y = x 2 , y = x (0 ^ x ^ 1); el eje x 

22. y = x 2 , y = x (0 ^ x ^ 1); larectay-2 

23. y = x 2 , y = x (0 ^ x ^ 1); la recta x =-l 

24. x = y 2 , x = 2 - y 2 ; el eje x (figura 6.3.22) 

25. x = y 2 , x = 2 - y 2 ; la recta y = 1 

26. y = 4x - x 2 , y = 0; el eje y 

27. y = 4x — x 2 , y = 0; la recta x = -1 

28. y = x 2 , x = y 2 ; la recta y = -\ 

29. Verifique la formula para el volumen de un cilindro 
circular recto, utilizando el metodo de capas cilindricas. 


Aplique el metodo a la figura generada al girar la region 
triangular con vertices (0, 0), (r, 0) y (0, h) en torno del 
ejey. 

30. Util ice el metodo de capas cilindricas para calcular 
el volumen del paraboloide del problema 33 en la sec- 
cion 6.2. 

31. Utilice el metodo de capas cilindricas para determinar el 
volumen del elipsoide obtenido al girar la region eliptica 
acotada por la grafica de la ecuacion 



en torno del ejey. 

32. Utilice el metodo de capas cilindricas para deducir la 
formula dada en el problema 38 de la seccion 6.2 para el 
volumen de un segmento esferico. 

33. Utilice el metodo de capas cilindricas para calcular el 
volumen del toro del problema 39 de la seccion 6.2. [, Suge - 
render. Sustituya u en vez de x - b en la integral dada en la 
formula de la ecuacion (2).] 

34. (a) Determine el volumen del solido generado al girar la 
region acotada por las curvas y~x 1 yy = x + 2tn torno de 
la recta x = -2. (b) Repita la parte (a), pero gire la region en 
torno de la recta x = 3. 

35. Determine el volumen del solido generado al girar el disco 
circular x 2 + y 2 ^ a 2 en torno de la recta vertical x = -a. 

36. (a) Verifique mediante una derivacion que 

x sen x dx — sen x - x cos x + C. 

(b) Determine el volumen del solido obtenido al girar en torno 
del ejey el area bajoy = sen xdex = 0ax=;r. 

37. En el ejemplo 2 vimos que el volumen que queda despues 
de perforar un agujero de radio a por el centro de una esfe- 
ra de radio b > a es 

V = 17r(b 2 - a 2 ) 3/2 . 

(a) Exprese el volumen V de esta formula sin emplear el 
radio a del agujero; en su lugar, utilice la altura h del 
agujero. [Sugerencia: Utilice el triangulo rectangulo de la 
figura 6.3.8.] (b) iQue es lo importante de la respuesta 
a la parte (a)? 

38. La region plana R esta acotada por arriba y a la derecha 
por la grafica de y = 25 - x 2 , a la izquierda por el eje y y 
debajo por el eje x. Se genera un paraboloide al girar R en 
torno del ejey. Despues se perfora a traves del paraboloide 
un agujero vertical de radio 3 centrado a lo largo del ejey. 
Determine el volumen del solido que resta utilizando (a) el 
metodo de secciones transversales y (b) el metodo de capas 
cilindricas. 
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6.3 Proyecto 


A 



Figura 6.3.23 Anillo de 
compromiso 



revolucion 7 —-1 


Figura 6.3.24 Seccion 
transversal del anillo de 
compromiso 


Este proyecto trata del anillo de compromiso que se muestra en la figura 6.3.23. 
Su forma se obtiene al girar la region ,4 de la figura 6.3.24, en tomo del eje vertical 
que tambien se muestra. El anillo tiene entonces 

□ Radio interior/?, 

□ Espesor minimo T y 

□ Ancho W. 

La frontera curva de la region A, es un arco de circulo cuyo centro esta sobre el 
eje de revolucion. En un anillo de compromiso tipico, R podria medir de 6 a 
12 mm, T de 0.5 a 1.5 mm y de 4 a 10 mm. 

Si un cliente pregunta el precio de un anillo de compromiso con las dimen- 
siones dadas R, T y W, el joyero debe calcular primero el volumen del anillo 
deseado para determinar la cantidad de oro necesario para hacerlo. Utilice los 
metodos de esta seccion para mostrar que el volumen V esta dado por la formula 

77 W 

V = — (W 2 + 12 RT + 6 T 2 ). (5) 

6 

Si estas dimensiones se miden en milimetros, entonces V esta dado en milimetros 
ciibicos. (Existen 1000 rmn 3 en 1 cm 3 .) 

Suponga que el joyero planea hacer un cargo al cliente de $1000 por onza troy 
de aleacion (90% oro, 10% plata) utilizada para fabricar el anillo. (La ganancia en 
la venta, que cubre el tiempo y gastos del joyero durante la fabricacion del anillo, 
es bastanle, pues el precio del oro esta por lo general abajo de $400 la onza y el 
de la plata debajo de $5 la onza.) El radio interior R del anillo de compromiso se 
determina mediante una medicion del dedo del cliente (en milimetros; hay exac- 
tamente 25.4 milimetros por pulgada). Supongamos que el joyero fabrica todos 
los anillos de compromiso con T= 1 (mm). Entonces, por un costo aceptable C 
(en dolares), el cliente desea saber el ancho maximo W del anillo de compromiso 
que puede pagar. 


PROBLEMA Mida su dedo para determinar R (puede medir su circunferencia 
C con un hilo y despues dividir entre 2k). Elija despues un costo C, en el rango 
de precios de $100 a $150. Utilice la ecuacion (5) con T= 1 para determinar el 
ancho W de una banda que cueste C dolares (a $1000 la onza). Necesitara saber 
que la densidad de la aleacion oro - plata es 18.4 g/cm 3 y que una libra contiene 
12 onzas troy y 453.59 gramos. Utilice una calculadora grafica o una calculadora 
con una tecla [solve] para resolver la ecuacion ciibica resultante en terminos de 
W. 


6.4 

Longitud de arco y 
area de superficies 
de revolucion 


Si planea recorrer la ruta de las montanas hacia el mar en Carolina del Norte, 
necesitara conocer la longitud de este camino curvo para saber la cantidad de 
comida y el equipo que debe llevar consigo. En esta seccion analizamos como 
determinar la longitud de una trayectoria curva y la idea intimamente relacionada 
con esta de determinar el area de una superficie curva. 

Un arco suave es la grafica de una funcion suave definida en un intervalo 
cerrado; una funcion suave /en [a, b ] es una funcion cuya derivada/' es continua 
en [a, b]. La continuidad de/' elimina la posibilidad de existencia de puntos 
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X 



X 


Figura 6.4.1 Graficas con 
puntos esquina 


esquina en la grafica de f puntos donde la direction de la recta tangente cambia 
drasticamente. Las graficas de/(x) = |x| ygM^x^aparecen en la figura 6.4.1; 
ninguna es suave debido a que cada una tiene un punto esquina en el origen. 

Para analizar la longitud de un arco suave, comenzaremos con la longitud de 
un segmento de recta, que simplemente es la distancia entre sus extremos. 
Entonces, dado un arco suave C, planteamos la siguiente cuestion. Si C fuera un 
cable delgado y lo rectificaramos sin estirarlo, ^que tan largo seria el cable? La 
respuesta es lo que llamamos la longitud de C. 

Para aproximar la longitud s del arco suave C, podemos inscribir en C un arco 
poligonal (un arco formado por segmentos de recta) y calcular despues la longitud 
de este arco poligonal. Procederemos de la manera siguiente, bajo la hipotesis de 
que C es la grafica de una funcion suave/definida en el intervalo cerrado [a, b]. 
Consideremos una division de [a, b] en n subintervalos, todos ellos con la misma 
longitud Ax. Sea P,- el punto (x ( -,/(x,)) sobre el arco correspondiente al i - esimo 
punto de subdivision x,-. Nuestro arco poligonal “inscrito en C” es entonces la union 
de los segmentos de recta PpP,, PjP 2 , P 2 P 3 , . . . , P,_, P a . Asi, una aproximacion 
a la longitud s de C es 

5 « 2 | fi-lfil, ( 1 ) 

/=| 

la suma de las longitudes de estos segmentos de recta (figura 6.4.2). 


Figura 6.4.2 Un arco poligonal 
inscrito en la curva suave C 



La longitud del segmento de recta tipico P^P, es 

| P,-.P,-| = [(*, - x,-,) 2 + (/(*) - /(x,-,)) 2 ] 172 . 

Aplicamos el teorema del valor medio a la funcion/en el intervalo [x M , x ( ] y con 
ello concluimos la existencia de un punto x* en este intervalo tal que 


f(xi) - f{Xi~ i) = f'(xT)-(Xi - Xi-i). 

Por tanto, 

\ X, - X|- ] / 

= Vl + [fix?)] 2 Ax, 

donde Av = x ( - - x,_,. 

A continuacion, sustituimos esta expresion para | P ( _, P- |en la ecuacion (1) y 
obtenemos la aproximacion 

n 

s « 2 Vl + [/'(x?)] 2 Ax. 


1/2 

• (Xj - Xi- I ) 
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Esta suma es una suma de Riemann para la funcion V 1 + [f'(x)] 2 en [a, b ] y en 
consecuencia (como /' es continua), tales sumas tienden a la integral 

[ Vl + [/'(x)] 2 dx 

cuando Ax —» 0. Pero nuestra aproximacion tambien deberia tender a la longitud 
real s cuando Ax 0. Con esta base, definimos la longitud s del arco suave C como 

5 = J VTTT/W dx = j yfi + dx. (2) 

En el caso de un arco suave, dado como la grafica de x = g(y) para y en [c, d\, 
un analisis similar parte de una subdivision de [c, d\ para obtener la formula 

s = £ ^ + te'OO ] 2 d y = J"^ V 1 + (^) 

para su longitud. Podemos calcular la longitud de una curva mas general, como 
un circulo, dividiendo en un numero finito de arcos suaves y despues aplicando a 
cada uno de estos arcos la ecuacion (2) o (3) segiin el caso. 


Q(x + dx,y + dy) j C 



Figura 6.4.3 Desarrollo 
heuristico de la formula para la 
longitud de arco 



Figura 6.4.4 La parabola 
semicubica del ejemplo 1 


Hay una manera simbolica conveniente de recordar la ecuacion (2) y la (3) 
simultaneamente. Pensemos en dos puntos cercanos P(x, y) y Q(x + dx, x + dy) 
en el arco suave C y denotemos ds la longitud del arco que une Py Q. Imaginemos 
que P y Q se encuentran tan cerca que ds es, para todos los propositos practicos, 
igual a la longitud del segmento de recta PQ. Entonces el teorema de Pitagoras 
aplicado al triangulo rectangulo pequeno de la figura 6.4.3 implica 


ds = y/{dx) 2 + (dy) 2 

(4) 


(4') 

= V> + (|) ^ 

(4") 


Pensamos la longitud total s de C como la suma de piezas pequenas tal como ds 
y escribimos 



Entonces la sustitucion fonnal (simbolica) de las expresiones en las ecuaciones 
(4') y (4 ,/ ) para ds en la ecuacion (5) implican las ecuaciones (2) y (3); solo falta 
determinar los limites de integracion. 


EJEMPLO 1 Determine la longitud de la llamada parabola semicubica (no es 
realmente una parabola )y = x 3/2 en [0, 5] (figura 6.4.4). 


Solution Calculamos primero el integrando de la ecuacion (2): 



= Vl + (fx l/2 V = VTTU = 5 (4 + 9x) W2 . 
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Por tanto, la Iongitud del arco y = x? !1 en el intervalo [0, 5] es 


s = 


■ (4 + 9x) u2 dx 


2^(4 + 9x) 3/2 


= w ~ 12.41. 


Como verificacion de la plausibilidad de esto, los extremos del arco son (0, 0) y 
(5, 5 Vs"), de modo que el segmento de recta que une estos puntos tiene Iongitud 
5 V6* = 12.25. Esto es, como debe ser, algo menor que la Iongitud del arco calculada. 


EJEMPLO 2 Determine la Iongitud s de la curva 


X = l y% + Ty' l - y ~ 2 - 

Solution En este caso, yes la variable independiente natural, por lo que utiliza- 
mos la formula de Iongitud del arco de la ecuacion (3). Primero calculamos 


1 + 


1 


1 


2y : 

1 


= 1 + U? = 1 + iy' - ~ + 1—4 


4 y 4 


iy + t + = U)' + 


4 J 2 4y 4 

Podemos “sacar del radical” en la ecuacion (3) 


2y : 


r dx\ 2 

1 + y dy ‘ 


1 , 1 , , 

V + 2?> dy 


1 3 1 


17 

12 ' 


EJEMPLO 3 Un fabricante necesita hacer hojas de metal corrugado de 36 
pulgadas de ancho con secciones transversales con la forma de la curva 


y = { sen ttx, 0 ^ x ^ 36 

(figura 6.4.5). ^Que ancho deben tener las hojas originales extendidas para que el 
fabricante produzca estas hojas corrugadas? 



0 2 4 34 36 


Figura 6.4.5 La hoja corrugada con la forma d ey = \ sen x (ejemplo 3) 

Solution Si 

fix) = 7 sen kx, entonces f\x) = ~ 2 7 T cos kx. 

Por consiguiente, la ecuacion (2) produce la Iongitud de arco de la grafica de/ 
sobre [0, 36]: 

s = f V 1 + {[tt ) 1 cos 2 ttx dx = 36 f V 1 + Q'tt ) 2 cos 2 ttx dx. 

Jo Jo 

Estas integrales no pueden ser evaluadas en terminos de fujnciones elementales. 
Por ello, no podemos aplicar el teorema fundamental del calculo. Estimamos 
entonces sus valores con la ayuda de la aproximacion de Simpson (seccion 5.9). 
Con n = 6 y n = 12 subintervalos delerminamos que 
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I Vl + C 2 V ) 2 cos 2 7 tx dx * 1.46 
■'0 

pulgadas. Por tanto, el fabricante debe utilizar hojas extendidas de aproximada- 
mente 36 ■ 1.46 ~ 52.6 pulgadas de ancho. 


AREAS DE SUPERFICIES DE REVOLUCl6N 



Figura 6.4.6 Un cono truncado. 
La altiira inclinada es L 



Figura 6.4.7 El area de la 
superficie de un cono. Cortamos 
por L y despues desarrollamos el 
cono como un sector circular 



Figura 6.4.8 Deduction de la 
ecuacion (6) 


Una superficie de revolution es aquella superficie que se obtiene al girar un arco 
de curva en tomo de un eje, que se encuentra en el mismo piano del arco. La 
superficie de un cilindro o de una esfera y la superficie curva de un cono son 
importantes ejemplos de superficies de revolucion. 

Nuestro metodo basico para determinar el area de esta superficie es el 
siguiente: primero inscribimos un arco poligonal en la curva por girar. Despues 
consideramos el area de la superficie generada al girar el arco poligonal como una 
aproximacion de la superficie generada al girar la curva original. Como la 
superficie generada al girar un arco poligonal en tomo de un eje consta de conos 
truncados (secciones), podemos calcular su area en una forma razonablemente 
sencilla. 

Este metodo para el calculo del area de la superficie proviene de Arquimedes. 
Por ejemplo, el utilizoeste metodo para establecer la formula^ =4^ para el area 
de la superficie de una esfera de radio r. 

Necesitaremos la formula 


A = ItttL (6) 

para el area de la superficie curva de un cono con un radio promedio de r = + r 2 ) 

y altura inclinada L (figura 6.4.6). La ecuacion (6) es consecuencia de la formula 

A = 7 rrL (7) 

para el area de una superficie conica con radio de la base r y una altura inclinada 
L (figura 6.4.7). Es facil obtener la ecuacion (7) “desarrollando” la superficie 
conica como un sector de un circulo de radio L, ya que el area de este sector es 


A = 


277T 
27 tL 


■7 tL 2 = 7TrL. 


Para obtener la ecuacion (6) de la ecuacion (7), pensamos el cono truncado 
como la seccion inferior dc un cono con altura inclinada L 2 = L + L ] (figura 6.4.8). 
Despues de restar el area de la seccion conica superior del cono completo 
obtenemos 


A = 777*2 L 2 - TrriLi = 7 tt 2 (L + L,) - irr^Lx = 7r(r 2 - ri)Lj + 7 rr 2 L 

para el area del cono tmncado. Pero los triangulos rectangulos semejantes de la 
figura 6.4.8 implican la proporcion 


H = H = K2 
L\ ~ L 2 ~ L + L\* 

de donde determinamos que (r 2 - r x )L x ~ r x L . Por tanto el area del cono truncado 
es 

A = 777*1 L + 77T 2 L = 2tt7L, 

donde 7* = 1/2 (/■, + r 2 ). Asi, hemos verificado la ecuacion (6). 
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/(*,'-1)| ! r,]! !/(*,) 


*/-> / /V *, 

x t* Punto medio 

Figura 6.4.9 Aproximacion del 
area deuna superficie de 
revolution mediante la superficie 
de un cono truncado 



Figura 6.4.10 El arco ds puede 
girarse en tomo del eje x o 
del ejey 


Supongamos ahora que la superficie S tiene area A y que se genera al girar en 
tomo del eje x el arco suave y =/(x), a^x^b\ suponga tambien que/(x) nunca 
es negativa en [ a , b]. Para aproximar A, comenzamos con una division de [a, b ] 
en n subintervalos, cada uno de longitud Ax. Como en nuestro analisis de la 
longitud del arco que nos condujo a la ecuacion (2), sea P { el punto (x,-,/ (xi)) en el 
arco. Entonces, como antes, el segmento de recta P^P-, tiene longitud 

Li = | | = Vl + [f’(x?)] 2 Ax 

para algun punto xf en el i - esimo subintervalo jc,-]. 

El cono truncado obtenido al girar el segmento P,.,/ 5 ,- en tomo del eje x tiene 
una altura inclinada L,- y, como se muestra en la figura 6.4.9, el radio promedio 

n = /(*,)]■ 

Como ?i se encuentra entre los valores de/ ( jc ,-_,) y / (x,), la propiedad del valor 
intermedio para funciones continuas (seccion 2.4) proporciona un punto x* * 
en [*,_!, x f ] tal que 7, = f(xf *). Por la ecuacion (6), el area del cono truncado es 


2tt7,L, = Infix?*) Vl + [fixf)] 2 Ax. 


x Sumamos las areas de estos conos truncados para / = 1, 2, 3, . . . , n. Esto 
produce la aproximacion 

n 

A « E 2wf(x?*) Vl + [/'(jr,*)] 2 Ax. 

i=l 

Si xf y xf * fiieran el mismo punto del / - esimo subintervalo [x,_ b x f ], entonces 
esta aproximacion podria ser una suma de Riemann para la integral 

2ir/(x)Vl + [/'(x)] 2 dx. 

Aiuique los numeros xf y xf * scan distintos por lo general, aun asi tenemos (por 
un resultado enunciado en el apendice F) que nuestra aproximacion tiende a la 
integral anterior cuando Ax —> 0. Intuitivamente, esto es facil de creer: despues de 
todo, cuando Ax —> 0, la diferencia entre xf y xf * tambien tiende a cero. 

Por tanto, definimos el area A de la superficie generada al girar la curva suave 
y =/(■*), a^x^bt n torno del eje.v, mediante la formula 


A = \ IvMVTTTrm d*. 


( 8 ) 


Si escribimosy en vezde/(x) y ds en vez de V ] + (dy/dx) 1 dx , como en la ecuacion 
(4'), entonces podemos abreviar la ecuacion (8) como 


(9) 


A - liry ds (eje x). 


Podemos recordar esta formula si pensamos en dA = 271yds como el area del cono 
truncado angosto obtenido al girar el pequeno arco ds en tomo del eje x en un 
circulo de radio y (figura 6.4.10). 

Si el arco suave que se gira en tomo del eje x esta dado por x = g(y), c^y^d, 
entonces una aproximacion basada en una subdivision de [c, d] conduce a la 
formula 


2777Vl + [g'W] 2 dy- 


( 10 ) 
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Podemos obtene r la ecuacion (10) si hacemos la siguiente sustitucion formal ds = 

V 1 + {dx fdy) 2 dy de la ecuacion (4") en la formula abreviada de la ecuacion 
(9) para el area deuna superficie de revolucion y despues reemplazamos ay b por 
los limites correctos de integracion. 

Ahora, consideremos la superficie generada al girar un arco suave en tomo 
del ejey en vez del ejex. En la figura 6.4.10 vemos que el radio promedio del cono 
truncado angosto obtenido al girar el arco pequeno ds es x en vez d ey. Esto sugiere 
la formula abreviada 

A = f 27 tx ds (ejey) (11) 

J a 

para el area de una superficie de revolucion en tomo del ejey. Si el arco suave 
esta dado porv = fix), a^x^b entonces la sustitucion simbolica implica ds = 

V 1 + (dy/dx) 2 dx 

A = f 27rxVl + [f'(x)] 2 dx. (12) 

*' a 

Pero si el arco s uave tiene la forma x = g(y), c^y^d entonces la sustitucion 
simbolica ds - V 1 + {dxldyfdy en la ecuacion (11) implica 

A = f 2TTg(y)V\ + [g'(>)] 2 dy. (13) 

J c 

Podemos verificar las ecuaciones (12) y (13) utilizando aproximaciones similares 
a la que condujo a la ecuacion (8). 

Asi, tenemos cuatro formulas para el area de superficies de revolucion, 
resumidas en la tabla de la figura 6.4.11. Decidir cual de estas formulas es la 
adecuada para calcular el area de una superficie dada, depende de dos factores. 

1. Si el arco suave que genera la superficie tiene la forma y =/(x) o la forma 

* = gO). y 

2. Si este arco se gira en tomo del ejex o del ejey. 

No es necesario memorizar las cuatro formulas de la tabla. En vez de esto, le 
sugerimos recordarlas formulas abreviadas de las ecuaciones (9) y (11) junto con 
la figura 6.4.10 y hacer la sustitucion 


y = fix). 


ds = 



dx 


y = fix X 

a ^ x ^ b 

Descripcion de 
la curva C 

x = g(y), 

c ^ y ^ d 


Eje de revolucion 

Ejex Ejey 


f b 

f* 

1 2 tt/U)V1 + [f(x)] 2 dx (8) 

a 

| 2irx\ / \ +[f{x)Y dx (10) 

a 


f d i 

r d 

[ 27ryVl + [g'(;y)] 2 dy (10) J 

1 2irg(y)V \ + [g 1 (y)] 2 dy (13) 

c 


Figura 6.4.11 Formulas para el area de superficies de revolucion 
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o la sustitucion 


2 


■* = g(y), ds 



dy , 


segun si el arco suave se presenta como funcion dex o como funcion dey. Tambien 
puede ser util observar que cada una de estas cuatro formulas para el area de una 
superficie es de la forma 


A = 



2irr ds , 


(14) 


donde r denota el radio del circulo en torno del cual se gira el elemento de longitud 
de arco ds. 

Como en las secciones anteriores, de nuevo le advertimos que identifique la 
variable independiente examinando la diferencial que exprese cada variable 
dependiente en terminos de la variable independiente antes de obtener la primitiva. 
Es decir, exprese todo, incluyendo ds, en terminos de x (y dx) o todo en terminos 
de y (y dy). 



/I '■ 


Figura 6.4.12 El paraboloide 
del ejemplo 4 


EJEMPLO 4 Determine el area del paraboloide que se muestra en la figura 6.4.12, 
que se obtiene al girar el arco parabolicoy = x 2 , 0 ^xsV ~2 en torno del ejey. 


Solution Seguimos la sugerencia que precede a este ejemplo y obtenemos 


27 TX ds 


2ttx\ i 1 + !^V dx 


dx) 


V ~ 2 


2i tx V 1 + ( 2 x ) 2 dx 


V2 


77 


-(1 + 4x 2 ) l/2 -8xdx = 


77 


■ 7(1 + 4x 2 ) 3/2 
6 




13 

= T 77 ' 


La decision de la formula abreviada por utilizar (ecuacion (9) u (11)) queda 
detenninada por el eje de revolution. En contraste, la decision de que la variable 
de integracion deba ser x 0 y se toma con base en el arco suave dado: como una 
funcion de x 0 como funcion de y. En algunos problemas, x 0 y se pueden emplear 
como la variable de integracion, pero por lo general, la integral es mucho mas 
simple y facil de evaluar si se hace la election correcta. La experiencia es muy util 
en este contexto. En este momento, intente resolver el ejemplo 4 con la variable 
independiente y. 


6.4 Problemas 

En los problemas 1 a 10, establezca y simplifique la integt'al 5 ^ _ j _ ^2 O^x^lOO 

que proporciona la longitud del arco suave dado . No evalue 


la integral . 


6 . 

>< 

11 

1 

K> 

O 

IIA 

v 

IIA 

1 . y = x 2 . 

O 

IIA 

>< 

IIA 

7. 

x = y 4 , 

-1 § y § 2 

2. y = X 5 ' 2 , 

IIA 

IIA 

u> 

8. 

X 2 - y, 


II 

tO 

>< 

- 3a: 2 , 0 § a: S 2 

9. 

xy = 1, 

1 = A = 2 

4. y = x 4/ \ 

VII 

VII 

1 

10 . 

x 2 + y 2 

II 

4^ 

O 

IIA 

>< 

IIA 

to 
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En los problemas 11 a 20, establezca y simplifique la integral 
que da el area de la superficie de revolucion, generadu al 
girar el arco suave dado en tor no del eje especificado. No 
evalue la integral. 

11 . y = x 2 , 0 ^ x = 4; el ejex 

12. y = x 2 , 0 ^ x ^ 4; el ejey 

13. y = x - x 2 , 0 ^ x ^ 1 ; el ejex 

14. y = x 2 , 0 = x = 1 ; la recta y = 4 

15. y = x 2 , 0 ^ x ^ 1; larectax = 2 

16. y = x - x 3 , 0 ^ x ^ 1 ; el ejex 

17. y = Vx, 1 ^ x ^ 4; el eje x 

18. y = Vx, 1 ^ x ^ 4; el eje y 

19. y = x 3/2 , 1 = x = 4; la recta x = -1 

20 . y = x 5/2 , 1 ^ x ^ 4 ; la recta y = -2 

Determine la longitud de los arcos suaves en los problemas 
21 a 28. 

21 . y = \ (x 2 + 1 ) 3/2 de x ^ 0 a x ~ 2 

22. x = \ (y — 1 ) 3/2 de y = 1 a y = 5 

23. y = -x 3 + — de x = 1 a x = 3 

6 2 x 

24. x = ly 4 + dey = 1 ay = 2 

8 4y l 

25. 8 x 2 y - 2x 6 = 1 de(l,|)a(2,f) 

26. \2xy -4y 4 = 3 de(£, l)a(£,2) 

27. y 3 = 8 x 2 de ( 1 , 2 ) a ( 8 , 8 ) 

28. (y - 3 ) 2 = 4(x + 2 ) 3 de(-l,5)a(2, 19) 


34. y = 2/3x 3/2 , 1 £ x S 2; el eje y. [ Sugerencia : Haga la 
sustitucion w = 1 + x.] 

35. y = (2x-x 2 ) 1/2 , 0 ^x ^2; el ejex. 

36. Demuestre que la longitud de un arco de la curva sinu¬ 
soidal y = sen x es igual a la mitad de la circunferencia de la 
elipse 2x 2 + y 1 = 2. [Sugerencia: Sustituya x = cos 0en la 
integral de longitud de arco para la elipse.] 

37. Use la aproximacion de Simpson con n = 6 subintervalos 
para estimar la longitud del arco del seno del problema 36. 

38. Use la aproximacion de Simpson con n = 10 subinterva¬ 
los para estimar la longitud de la parabola y = x 2 de x = Oax 
= 1 . 

39. Verifique la ecuacion (6) para el area de un tronco conico. 
Piense el cono como generado al girar en tomo del ejey el 
segmento de recta de (r b 0) a (r 2 , h). 

40. Considere una esfera de radio r como una superficie de 
revolucion, para obtener la formula A = 4nr 2 para el area 
de su superficie. 

41. Determine la longitud total de la astroide que se muestra 
en la figura 6.4.13. La ecuacion de su grafica es x 273 + y 273 = 1. 



En los problemas 29 a 35, derermine el area de la superficie 
de revolucion generada al girar la cun>a dada en torno del 
eje indicado . 

29. y = Vx, 0 ^ x ^ 1; el ejex 

30. y = x 3 , 1 ^ x ^ 2 ; el ejex 

31. y = \x 5 + — 1 ^ x ^ 2 ; el ejey 

5 12x J 

32. x = ^y 4 + 1 ^ y ^ 2 ; el ejex 

33. y 3 = 3x, 0 ^ x ^ 9; el eyey 


42. Determine el area de la superficie generada al girar la 
astroide del problema 41 en torno del ejey (figura 6.4.14). 



Figura 6.4.14 La superficie 
del problema 42 


6.4 Proyecto ^ 


En pocas ocasiones, las integrales de longitud de arco que aparecen en las 
aplicaciones son faciles de evaluar con exactitud. Este proyecto utiliza tecnicas de 
integration numerica (como se describio en los proyectos para las secciones 5.4 
y 5.9) para aproximar tales integrales. 


Section 6.4 / Longitud de arco y area de superficies de revolucion 


375 


En los problemas 1 a 10, calcule las aproximaciones mediante los puntos 
derechos e izquierdos R n y L m la aproximacion por trapecios T n = (R n + L ^/2 o la 
aproximacion de Simpson S n . En cadacaso, utilice n = 10,20,40,... subintervalos, 
duplicando el numero de subintervalos hasta que este satisfecho con la precision 
obtenida. 


1 a 5. Determine las longitudes de arco de las graficas descritas en los problemas 
1 a 5 de esta seccion. 

6 a 10. Determine las areas de las superficies descritas en los problemas 11 a 15 
de esta seccion. 


c 

y 

C . 1 


* o *1 


X 


Figura 6.4.15 El cable 
parabolico de soporte de un 
puente colgante 


11. La figura 6.4.15 muestra un cable de un puente colgante, que tiene la forma 
de una parabola con ecuacion y = kx 2 . El puente colgante tiene una longitud total 
25y la altura del cable (con respecto de su punto mas bajo) es //en cada extremo. 
Muestre que la longitud total de este cable es 



12. Los ingenieros italianos han propuesto un puente de suspension entre el 
estrecho de Messina (con un ancho de 8 km) entre Italia y Sicilia. Los pianos 
incluyen torres de suspension a 380 m de altura en cada extremo. Utilice la integral 
del problema 11 para aproximar la longitud L del cable parabolico de suspension 
para el puente propuesto. Suponga que las dimensiones dadas son exactas y 
aproxime la integral con la precision suficiente para determinar L redondeada a 
metros. 


Ecuaciones 

diferenciales 

separables 


Observamos en la seccion 5.2 que los modelos matematicos de los fenomenos 
cambiantes del mundo real implican con frecuencia ecuaciones diferenciales (es 
decir, ecuaciones que contienen derivadas de funciones desconocidas). Una 
ecuacion difercncial de primer orden es una ecuacion diferencial que se puede 
escribir de la forma 


fx = F(x,y) ’ (1) 

donde x denota la variable independiente y y es la funcion desconocida. Una 
solucion de la ecuacion (1) es una funcion y = y(x) tal quey'(x) = F(x,y(x)) para 
toda x en algiin intervalo adecuado /. 

EJEMPLO 1 Si y = x 3/2 , entonces 

dy = 3 1/2 _ 3 X V1 3y 

dx 2 2 x 2x 

si x > 0. Por tanto, la funcion y(x) = x 3 ^ es una solucion (en el intervalo x > 0) de 
la ecuacion diferencial 


dy = 3y 
dx 2x 

Asi, para verificar que y = y(x) es una solucion de la ecuacion (1), primero 
calculamos dyldx y despues mostramos que es igual a F(x, y). 
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La ecuacion diferencial en (1) es separable si su lado derecho es el products 
de una funcion de x y una funcion de y. En tal caso, la ecuacion toma la forma 
particular 


j- = g(x)<f>(y). (2) 

dx 

En este caso, las variables xyyse pueden “separar” (aislar en lados opuestos de 
la ecuacion) escribiendo de manera informal la ecuacion diferencial 

f(y ) dy = g(x) dx. (3) 

Entendemos la ecuacion (3) como una notacion concisa para la ecuacion 

/GO t = *(*), (4) 

dx 

a la que llegamos multiplicando cada lado de la ecuacion (2) por f(y) = !/0(y). 


METODO DE SOLUCI6N 

Una de las aplicaciones mas importantes de la integracion es la solucion de 
ecuaciones diferenciales. Ahora mostraremos que la solucion de la ecuacion 
diferencial en (4) se reduce a la evaluacion de dos integrales. Cuando integramos 
ambos lados de la ecuacion (4) con respecto de x, obtenemos 

J ^dx dx = J dx + C ’ 

pues dos primitivas de la misma funcion solo pueden diferir por una constante. Si 
sustituimos 

dy 

y = y(x), dy = — dx 
dx 

en el lado izquierdo de la ecuacion (5), obtenemos 

J f(y) dy = J g(x) dx + C, (6) 

como si integrasemos cada lado de f (y)dy = g(x)dx con respecto de su propia 
variable. Si podemos evaluar las integrales indefinidas 

F(y) = J f{y) dy y G(x) = J g(x) dx (7) 

entonces la ecuacion (6) toma la forma 

F(y) = G(x) + C. (8) 

Por ultimo, podemos tratar de resolver la ecuacion (8) para obtener una solucion 
explicitay = y(x) de la ecuacion diferencial original. En caso contrario, podriarnos 
tratar de resolver la ecuacion (8) para x = x(y). Si tambien esto es imposible, por 
lo general nos conformaremos con la solucion en la forma de la ecuacion (8). 
Llamamos a esta forma una solucion implicita de la ecuacion diferencial original, 
pues la ecuacion (8) presenta la solucion en una forma definida de manera 
implicita. 

Observe quey(x) involucra la constante arbitraria C. Cuando una solucion de 
una ecuacion diferencial contiene una constante arbitraria, la llamamos una 
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solution general de la ecuacion diferencial. Una solution general describe en 
realidad una coleccioninfinitade soluciones diferentesde una ecuacion diferencial 
dada, pues los distintos valores de la constante C proporcionan diferentes solucio- 
nes particulares (soluciones que no contienen constantes arbitrarias). 

EJEMPLO 2 Determine una solution general de la ecuacion diferencial 

^ = V7y (x,y> 0). (9) 

dx 

Solution Cuando separamos las variables e integramos, como en la ecuacion 
(6), obtenemos 

| y-U2 dy = j x 1/2 dx + C . ly M7 = l x 3/2 + Q ( 10 ) 

Ahora, podemos despejary para obtener la solucion general 

y{x) = {\x 2 ' 2 + \C) 2 (ID 

en forma explicita. 


CAMPOS DE PENDIENTES Y CURVAS SOLUClbN 




4 


2 


0 



0 2 4 


x 

Figura 6.5.1 Campo de 
pendientes y curvas solucion para 


Para analizar el posible comportamiento de las soluciones de una ecuacion 
diferencial de la forma dy/dx =f(x, y), podemos pensar la ecuacion diferencial de 
una manera muy geometrical en varios puntos (x, y) del piano xy, el valor 
de f(x, y) determina una pendiente dy/dx. Una solution de esta ecuacion diferencial 
es una funcion diferenciable cuya grafica tiene pendiente dy/dx = f(x, y) en cada 
punto (x, y). En ocasiones, la grafica de una solucion de una ecuacion diferencial 
se llama curva solution de la ecuacion. En terminos geometricos, una curva 
solucion de la ecuacion diferencial dy/dx =f(x, y) es una curva en el piano cuya 
recta tangente en cada punto (x, y) tiene pendiente m =f(x, y). 

Suponga que trazamos un pequeno segmento de recta con pendiente 
m = f(x, y) por cada punto de una coleccion representativa de puntos (x, y) en el 
piano xy. (Existen programas de computadora para hacer esto sin demasiado 
esfuerzo.) El conjunto de todos estos segmentos de recta es un campo de 
pendientes o campo dc direcciones, para la ecuacion dy/dx =f(x, y). Podemos 
intentar bosquejar (o visualizar) una curva solucion que se desplace por el campo 
de pendientes de modo que la curva sea tangente a cada uno de los pequenos 
segmentos de recta que interseca. 

La figura 6.5.1 muestra un campo de pendientes y las curvas solucion tipicas 
para la ecuacion diferencial dy/dx = 'Txy del ejemplo 2. Como sugiere la figura, 
estas curvas solucion llenan el primer cuadrante del piano xy. A traves de cualquier 
punto (* 0 , ^o) del primer cuadrante pasa exactamente una curva solucion, la 
correspondiente al valor de la constante 

c = 2(yo) l/2 - Hxoy /2 

obtenida al sustituirx = x 0 yy=y 0 en la segunda ecuacion en (10). 

Una solucion especifica de una ecuacion diferencial, como la que se obtiene 
cuando se especifica el valor de la constante C en una solucion general, es una 
solucion particular de la ecuacion diferencial. Con ffecuencia, buscamosuna solu¬ 
cion particular que satisfaga una condition initial de la forma 



y(xo) - yo. 


( 12 ) 
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( 13 ) 


En este caso, queremos resolver el problema con condicion inicial 

dy 

— = F{x, y), y(x 0 ) = y 0 , 

que consta de una ecuacion diferencial y una condicion inicial. 

En los textos de ecuaciones diferenciales se demuestra que si F(x, y) es una 
funcion de x y y “bien comportada”, entonces el problema con condicion inicial 
(13) tiene exactamente una solucion y = y(x) para x cercano a x 0 . Si una ecuacion 
diferencial es separable, entonces podemos intentar determinar esta solucion como 
sigue: 

□ En primer lugar, separamos las variables e integramos para obtener una solu¬ 
cion general. 

□ Despues imponemos la condicion inicial y(x 0 ) =y 0 para evaluar la constante C 
y con ello determinar la solucion particular deseada. 

EJEMPLO 3 Resuelva el problema con condicion inicial 

(a) ^ = V^, M = 1; 

(b) ^ = Vxy, y{2) = 2. 

Solucion En el ejemplo 2 determinamos la solucion implicita 

2y 1/2 = §x 3/2 + C (10) 


que produce la solucion general 
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Figura 6.5.2 Las curvas 
solucion del ejemplo 2 


y(x) = G * 3/2 + icy 

de la ecuacion diferencial dy/dx = V ~xy. 

Para resolver el problema con condicion inicial de la parte (a), sustituimos 
a- = 0 yy = 1 en la ecuacion (10), para obtener C= 2. Por tanto, la solucion particular 
deseada esta dada por 

y(x) = G * 3/2 + l) 2 = £(* 3/2 + 3) 2 . 

Para resolver el problema con condicion inicial en la parte (b), sustituimos x = 2 
yy = 2 en la ecuacion (10): 

2 • 2 1/2 = f • 2 3/2 + C = l-2' /2 + C. 

Esto implica que C = 2/3 Vlf, por lo que la solucion particular deseada es 
y(x) = (jx 3/2 + 3 V 2) 2 = H * 3/2 + V2) 2 . 

Las curvas solucion de las partes (a) y (b) se muestran en la figura 6.5.2. 


CRECIMIENTO DE POBLACIONES 


Una ecuacion diferencial de la forma 



(14) 


se utiliza con frecuencia para modelar el crecimiento de una poblacion con P(t) 
individuos en el instante /, si podemos considerar la funcion continua P(t) como 
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una aproximacion suficientemente precisa de la poblacion real discreta. La cons- 
tante de proporcionalidad k debe determinarse por lo general mediante experimen¬ 
tation, mientras que el valor del exponente adepende de las hipotesis acerca de 
la forma en que cambia la poblacion. Por ejemplo, el caso de tasas de natalidad y 
mortalidad constantes corresponde al valor a = 1 e implica la ecuacion de 
crecimiento natural de poblaciones dPIdt = kP. En el ejemplo 4, consideramos 
a= 0.5 (principalmente para simplificar los calculos). 

EJEMPLO 4 Suponga que inicialmente en un lago existen P(0) = 100 peces y 
que la poblacion de tales peces P(t) satisface la ecuacion diferencial 

^ = kV? (k constante). (15) 

Si despues de t = 6 meses hay 169 peces en el lago, ^cuantos habra despues de un 
ano (es decir, cuando t = 12)? 

Solucion Utilizamos el dato P(6) = 169 para determinar el valor de k. Pero 
primero debemos resolver la ecuacion diferencial. Separamos las variables de la 
ecuacion (15) e integramos: 

J P~' /2 dP = J kdt + C, 

iVp = kt + C. (16) 

Sabemos que P = 100 cuando t = 0. L a sustitucion simultanea de estos valores en 
la ecuacion (16) implica C = 2 V 100 = 20, de modo que 

iVP = kt + 20. 

A continuation, sustituimos t - 6 y P = 169 para obtener el valor k = 1, por lo que 
2V~P = t + 20. En consecuencia, la poblacion de peces despues de t meses esta 
dada por 

P(t) = \{t + 20 ) 2 . 

Por ultimo, el niimero de peces en el lago despues de un ano es 

P(12) = i-32 2 = 256. 



Figura 6.5.3 Deduccion de la 
ley de Torricelli 


LEY DE TORRICELLI 

Supongamos que un tanque de agua tiene un agujero de area a en el fondo y que 
el agua sale por el agujero. Denotamos y(/) la profundidad (en pies) del agua en el 
tanque en el instante t (en segundos) y V{t) el volumen de agua (en pies cubicos) 
en el tanque en el mismo instante. Es plausible (y cierto bajo condiciones ideales) 
que la velocidad del flujo de agua que sale por el agujero es 

v = V2 gy 32 pies/s 2 ), (17) 

que es la velocidad adquirida por una gota de agua en caida libre desde la superficie 
del agua hasta el agujero. Esta es la ley de Torricelli . 

Como lo indica la figura 6.5.3, la cantidad de agua que sale por el agujero del 
fondo durante un pequeno lapso dt equivale a un cilindro con area de la base a y 
altura vdt. Portanto, el cambio resultante dV en el volumen de agua en el tanque 
esta dado por 
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dV = -av dt = -aV2gy dt. (18) 

Pero si A (y) denota el area de la seccion transversal del tanque a una altura y sobre 
el agujero, entonces 

dV = A(y) dy , (19) 

comoes usual. Sicomparamoslasecuaciones (18) y (19), vemosquey(/) satisface 
la ecuacion diferencial 


A (y)^jr t = -aV2~gy. (20) 

En algunas aplicaciones, esta es una forma muy conveniente de la ley de Torricelli 
(vease la seccion 5.2). En otras situaciones, sera preferible trabajar con la ecuacion 
diferencial en (18) de la forma 


o bien, si se desconoce el area del agujero del fondo, la forma 


dV_ 

dt 


~cVy, 



donde c = a^^2g es una constante positiva. 


EJEMPLO 5 Un tanque semiesferico tiene un radio superior de 4 pies y, en el 
instante t = 0, esta lleno de agua. En ese momento, se abre un agujero circular de 
diametro de 1 pulgada en el fondo del tanque. ^.Cuanto tiempo tarda en vaciarse 
el tanque? 

Solution A partir del triangulo rectangulo de la figura 6.5.4, vemos que 


A(y) = -nr 2 = 7 t[ 16 - (4 - y) 2 ] - 7r(8y - y 2 ). 


Figura 6.5.4 Vaciado de un Si g = 32 pies/s 2 , la ecuacion (20) toma la forma 

tanque semiesferico , , 2 

„( 8 , . -rfL = V64?, 

J (8y 1/2 - y V2 ) dy = - j j^dt + C; 

— y 3/2 - -y 5/2 = + C. 

3 7 5^ 72 


Sabemos quey(0) = 4, por lo que 

C' — 4 ^ _ 2 _ a'/1 _ 448 

U _ T 5 15 * 

El tanque esta vacio cuandoy = 0; es decir, cuando 

/ = 72-^ » 2150 (s), 

cerca de 35 minutos y 50 segundos. Asi, el tanque se vacla en poco menos de 36 
minutos. 
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6,5 Problemas 


Determine soluciones generates (implicitas en caso necesa- 
rio, explicitas cuando esto sea posible) de las ecuaciones 
diferenciales de ios problemas 1 a 10. 


I. ^ = 2x\fy 
dx 


S. J = 2x Vy - 1 
dx 

dy = 1 + 

’ dx ] + 
dy = * 2 + 1 

dx x 2 (3y 2 + 1) 


. dy 0 2 

2 ' T x 2xy 

4. % - (,,)« 


6. — = 4jc 3 (y - 4) 2 
dx 

s dy = x + x 3 

dx y + y 3 

rfy = U 3 ~ Dy 3 

dx x 2 (2y 3 - 3) 


Resuelva : /os problemas con condiciones iniciales de los 
problemas 11 a 20. 


18. y 


gOc 
dy 
dx 
dy 
dx 
dy 
dx 
dy 
dx 
dy 
dx 
dy 
dx 
2 dy 


11 . = 


12 . — = 


13. ^ = 


14. -r = 


15. = 


16. ~ = 


17. = 


dx 


19. 


dy 

dx 


20 . 

dx 


y\ y(0) = 1 
Vy, y( 0) = ' 


_i 

4y 


—- y(°) = 


— . y(i) = 2 

x y 


/xy\ y(0) = 4 


y(3) = 5 

y 


,v( 12) = -5 

y 


= x 2 + 2x + 1, y(l) = 2 
3*y - y 2 , y(o) = i 
2xy\2x 2 + I), y(l) = I 


21. Suporiga que la poblacion P(t) de peces en un lago es 
atacada por una enfermedad en el instante t = 0, con el 
resultado 


— = -kVp (k > o) 

dt 


22. Demuestre que la solucion al problema con condicion 
inicial 


^ = kVP, P( 0) = P 0 , 

dt 


esta dada por 


P(t) = (\kt + Vp 0 ) 2 . 

23. Suponga que la poblacion de Beaverton satisface la 
ecuacion diferencial del problema 22. (a) Si P- 100,000 en 
1970 y P= 121,000 en 1980, ^,cual sera la poblacion en el ano 
2000? (b) Cuando llegara la poblacion a 200,000? 

24. Considere una raza de conejos cuya poblacion P(t) satis¬ 
face el problema con condicion inicial 

^ = kP 2 , P( 0) = Po, 

dt 

donde k es una constante positiva. Obtenga la solucion 



25. En el problema 24, suponga que P 0 = 2 y que existen 4 

conejos despues de 3 meses. ocurre en los 3 meses 

siguientes? 

26. Suponga que una lancha de motor viaja a v= 40 pies/seg 
cuando su motor se apaga en el instante t- 0. A partir de ese 
momento, su desaceleracion dcbida a la resistencia del agua 
esta dada por dvidt = - ki) 1 , donde k es una constante 
positiva. (a) Resuelva esta ecuacion diferencial para mostrar 
que la vclocidad de la lancha despues de t segundos es v = 
40/(1 + 40^) pics/segundo. (b) Si la velocidad de la lancha 
despues de 10 segundos es 20 pies/segundo, ^cuanto tiempo 
tarda en reducirla a 5 pies/segundo? 

27. Un tanque con forma de cilindro vertical contiene inicial- 
mente agua con ima profundidad de 9 pies (figura 6.5.5). El 
tapon del fondo se retira en el instante t = 0 (t en horas). 
Despues de una hora, la profundidad ha descendido a 4 pies. 
^Cuanto tiempo tarda en vaciarse el tanque? 



Si inicialmente habia 900 peces en el lago y quedan 441 
despues de seis semanas, ^cuanto tiempo taVdan en morir 
todos los peces del lago? 


Figura 6.5.5 El tanque cilindrico del problema 27 

28. Suponga que cl tanque del problema 27 tiene im radio de 3 
pies y que el agujcro del fondo es circular con radio 1 pulgada. 
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^Que tanto tiempo le tomara al agua, inicialmente de 9 pies 
de profundidad, drenarse completamente? 

29. Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto 
coneje vertical yverticeen el fondo. El tanque tiene una altura 
de 16 pies, y el radio de la parte superior es de 5 pies. En el 
instante t = 0, se retira un tapon en el vertice y el tanque, 
inicialmente lleno, comienza a vaciarse. Despues de una hora, 
el agua en el tanque tiene una profiindidad de 9 pies. ^En que 
momento se vacia el tanque (figura 6.5.6)? 



i 


Figura 6.5.6 El tanque conico del problema 29 


30. Suponga que un tanque cilindrico (con eje vertical) con- 
tiene inicialmente V 0 litros de agua y que se vacia por un 
agujero en el fondo en T minutos. Utilice la ley dc Torricelli 
para mostrar que el volumen de agua en el tanque despues de 
t ^ T minutos es V(t) = F 0 [l- (t/T)] 2 . 

31. La forma deun tanque de agua seobtienealgirar lacurva 
y = x 473 en torno del eje y (las unidades sobre el eje de 
coordenadas estan en pies). Se retira un tapon del fondo a las 
doce del dia, cuando la profundidad del tanque es de 12 pies. 
A la una de la tarde, la profundidad del agua es de 6 pics. <?JEn 
que momento se vacia el tanque? 

32. La forma de un tanque de agua se obtiene al girar la 
parabola y = x 2 en torno del ejey (las unidades sobre el eje de 
coordenadas estan en pies; vease la figura 6.5.7). La profun¬ 
didad del agua es de 4 pies a las doce del dia; en ese momento, 
se retira el tapon del agujero circular del fondo. A la una de 
la tarde, la profundidad del agua es de 1 pie. (a) Determina la 
profundidad del agua y(t) despues de t horas. (b) ^En que 
momento se vacia completamente el tanque? (c) ^Cual es el 
radio del agujero circular del fondo? 



,4) 


Figura 6.5.7 El tanque del problema 32 

33. Un tanque cilindrico de longitud 5 pies y radio 3 pies esta 
situado con su eje horizontal. Si se abre un agujero circular 
de radio de 1 pulgada en el fondo y el tanque esta lleno inicial¬ 
mente con xileno, ^cuanto tiempo tarda en vaciarse el tanque 
porcompleto? 

34. Un tanque esferico de radio 4 pies esta lleno de mercurio 
cuando se abre un agujero circular con un radio de 1 pulgada 
en el fondo. ^Cuanto tiempo tarda en salir todo el mercurio 
del tanque? 

35. La clepsidra o reloj de agua. Un reloj de agua de 12 horas 
se va a disenar con las dimensiones que se muestran en la 
figura 6.5.8, con la forma de la superficie obtenida al girar 
la curvay =f(x) en torno del ejey. ^Que ecuacion debe tener 
esta curvay que radio debe tener el agujero circular del fondo, 
de modo que el nivel del agua descienda a razon constante de 
4 pulgadas/hora? 



Figura 6.5.8 La clepsidra del problema 35 


Fuerza y trabajo 


El concepto de trabajo se introduce para medir el efecto acumulado de una fuerza 
al mover un cuerpo de una posicion a otra. En el caso mas sencillo, una particula 
se mueve a lo largo de una linea recta por la accion de una fuerza constante. El 
trabajo realizado por tal fuerza se define como el producto de la fuerza por la 
distancia durante la cual actiia. Asi, si la fuerza constante tiene magnitud F 
y la particula se mueve a lo largo de la distancia d , entonces el trabajo realizado 
por la fuerza esta dado por 

W = Fd. (1) 
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Fuerza de 50 N 


I--10 m- q 

Figura 6.6.1 Una fuerza de 
50-N realiza un trabajo de 
500 Nm a) empujar una caja 10 m 



Figura 6.6.2 Una fuerza 
variable que empuja una particula 
dta a b 


n a ,*) 


Figura 6.6.3 La fuerza 
constante F (x *) que actua en el 
/-esimo subintervalo 


Por ejemplo, si una fuerza constante horizontal de 50 Newtons (N) se aplica a una 
pesada caja para empujarla una distancia de 10 m a lo largo de un piso rugoso 
(figura 6.6.1), entonces el trabajo realizado por la fuerza es 

PF=50- 10 = 500 

newton-metro (N m). Observe las unidades; debido a la definicion de trabajo, las 
unidades de trabajo siempre son producto de unidades de fuerza por unidades de 
distancia. Otro ejemplo: para levantar un peso de 75 libras una distancia vertical 
de 5 pies, debe aplicarse una fuerza constante de 75 libras. El trabajo realizado por 
esta fuerza es 


W= 75 -5 = 375 


pies—libra. 

Aqui utilizamos la integral para generalizar la definicion de trabajo al caso en 
que una particula se mueve a lo largo de una linea recta por la accion de una fuerza 
variable. Dada una funcion dc fuerza F(x) definida en cada punto x del segmento 
de recta [a, b] 9 queremos definir el trabajo W realizado por esta fuerza variable al 
empujar la particula desde el punto x = a hasta el punto x = b (figura 6.6.2). 

Comenzamos con la division usual del intervalo [a, b ] en n subintervalos, cada 
uno con la misma longitud Ax = (b- a)In. Para cada i = 1,2, 3, . . . , n, sea x ■ un 
punto arbitrario del i - esimo subintervalo [x,-_ lf x,]. La idea fundamental es 
aproximar el trabajo real A W h realizado por la fuerza variable F{x) al mover la 
particula dex,.! a x ( , por el trabajo f^x,*) Ax (fuerza x distancia) realizado al mover 
una particula una distancia Ax de x,_, a x ( (figura 6.6.3). Asi, 


m ~ Fix?) Ax. 


( 2 ) 


Aproximamos el trabajo total W sumando de i - 1 a i = n\ 

n n 

w = X AW « X F{x?) Ax. (3) 

1=] i=] 

Pero la suma final en (3) es una suma de Riemann para F(x) en el intervalo [ a , b] y 
y cuando n —> +°o (y Ax — > 0), tales sumas tienden a la integral de F(x) de x = a 
a x = b. Por tanto, esto nos motiva a definir el trabajo W realizado por la fuerza 
F(x) al mover la particula dex = flax = 6 como 



(4) 


La siguiente fonna heuristica de establecer la ecuacion (4) es util para 
establecer las integrales para problemas de trabajo. Imaginemos que dx es un 
numero tan pequeno que el valor de F{x) no cambia de manera apreciable en el 
pequeno intervalo de x a x + dx. Entonces, el trabajo realizado por la fuerza al 
mover la particula de x a x + dx debe ser muy cercano a 


dW = F(x) dx. 


La propiedad aditiva natural del trabajo implica entonces que podriamos obtener 
el trabajo total W sumando estos pequenos elementos de trabajo: 

r** rb 


W = dW = Fix) dx. 
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RESORTES ELASTICOS 


x = 0 



Longitud 
natural L 


x = 0 




Alargamiento a: 

Figura 6.6.4 El alargamiento x 
es proporcional a la fnerza 
impuesta F. 


Consideremos un resorte cuyo extremo izquierdo esta fijo y cuyo extremo derecho 
es libre de moverse a lo largo del ejex. Suponemos que el extremo derecho esta 
en el origen x = 0 cuando el resorte tiene su longitud natural; es decir, cuando el 
resorte esta en su posicion de reposo, sin estar comprimido ni estirado por la accion 
de fuerzas extemas. 

De acuerdo con la ley de Hooke para resortes elasticos, la fuerza F(x) que se 
debe ejercer sobre el resorte para mantener su extremo derecho en el punto x es 
proporcional al desplazamiento x del extremo derecho con respecto de su posicion 
de reposo. Es decir, 

-- F(x) = kx, (5) 

donde k es una constante positiva. La constante k , llamada constante del resorte 
(o constante de elasticidad), es una caracteristica particular del resorte en 
cuestion. 

La figura 6.6.4 muestra la disposition de tal resorte a lo largo del ejex. El extremo 
x Fuerza impuesta F {x) derecho del resorte se mantiene en la posicion x sobre el eje x debido a una fuerza 

-1- x ^(x). La figura muestra la situation para x > 0, de modo que el resorte esta estirado. 

La fuerza que ejerce el resorte sobre su extremo derecho esta dirigida hacia la 
izquierda, de modo que, como muestra la figura, la fuerza externa F(x) debe actuar 
hacia la derecha. La derecha es la posicion positiva en este caso, de modo que F(x) 
debe ser un numero positivo. Como x y F(x) tienen el mismo signo, k tambien debe 
ser positiva. Puede verificar que k es positiva tambien en el caso x < 0. 



El trabajo en el sentido de la 
fisica es diferente del trabajo en el 
sentido de la fisiologia. En este 
momento, el levantador de pesas 
no realiza trabajo en el sentido de 
la fisica, pues mantiene la pesa en 
una posicion. 


EJEMPLO 1 Suponga que un resorte tiene una longitud natural de 1 pie y que 
se necesita una fuerza de 10 libras para tenerlo comprimido a una longitud de 
6 pulgadas. ^Cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte desde su longitud natural 
hasta una longitud total de 2 pies? 


Solution Para mover el extremo libre de x = 0 (la posicion de la longitud natural) 
a x = 1 (estirado 1 pie), debemos ejercer una fuerza variable F(x) determinada por 
la ley de Hooke. Tenemos que F- - 10 (libras) cuando x = -0.5 (pies), de modo 
que la ecuacion (5), F= kx , implica que la constante de elasticidad para este resorte 
es k = 20 (libras/pie). Asi, F(x) = 20x, y entonces (utilizando la ecuacion (4)) 
tenemos que el trabajo realizado al estirar este resorte de la manera indicada es 

-i» 


W 




20x dx = 


10x 2 


= 10 (pies • libra). 


*TRABAJO REALIZADO CONTRA LA GRAVEDAD 

De acuerdo con la ley de la gravitation de Newton, la fuerza que se debe ejercer 
en un cuerpo para mantenerlo a una distancia r del centra de la Tierra es 
inversamente proporcional a / 2 (si r2/i,e 1 radio de la Tierra). En otras palabras, 
si F(r) denota la fuerza que lo mantiene, entonces 

F(r) = - 2 (6) 

para cierta constante positiva k. El valor de esta fuerza en la superficie de la Tierra, 
donde r = R~ 4000 mi (~ 6370 km), es el peso del cuerpo. 

Dado el peso F(R) de un cuerpo particular, podemos determinar el valor 
correspondiente de k utilizando la ecuacion (6): 
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k = R 2 F(R). 

El trabajo que debe realizarse para levantar el cuerpo en forma vertical desde la 
superficie hasta una distancia R } > R, desde el centro de la Tierra, es entonces 

r k 

W = \ — dr. (7) 

K r 

Si la distancia se mide en millas y la fuerza en libras, entonces esta integral da el 
trabajo en millas - libra. Esta no es una unidad convencional de trabajo. Multipli- 
camos por 5280 (pies/milla) para convertir este resultado en pies—libra. 



EJEMPLO 2 (Lanzamiento de un satelite) ^Cuanto trabajo debe realizarse para 
levantar un satelite de 1000 libras de manera vertical con respecto de la superficie 
de la Tierra hasta una orbita 1000 millas sobre la superficie? Vease la figura 6.6.5, 
y considere R = 4000 millas como el radio de la Tierra. 

Solution Como F = 1000 (libras) cuando r- R = 4000 (millas), tenemos de la 
ecuacion (6) que 

k = (4000) 2 (1000) = 16 X 10 9 (millas 2 ■ libras). 


Figura 6.6.5 Un satelite en 
orbita a 1000 millas sobre la 
superficie de la Tierra (ejemplo 2) 


Entonces, por la ecuacion (7), el trabajo realizado es 




5000 

4000 


= (16 x 10 9 ) 




= 8 x 10 5 


(millas • libras). 


Multiplicamos por 5280 (pies/milla) y escribimos la respuesta como 


4.224 X 10 9 = 4,224,000,000 (pies • libras). 



Figura 6.6.6 Un tanque sobre el 
suelo 


Tambien podemos expresar la respuesta del ejemplo 2 en terminos de la 
potencia que debe proporcionar el cohete de lanzamiento. La potencia es la raz6n 
con la que se realiza el trabajo. Por ejemplo, un caballo de potencia (hp) se define 
como 33,000 pies- libra/minuto. Si el ascenso hasta la orbita tarda 15 minutos y si 
solo 2% de la potencia generada por el cohete es efectiva para elevar el satelite (el 
resto se utiliza para elevar al cohete y su combustible), podemos convertir la 
respuesta del ejemplo 2 a caballos de potencia. La potencia promedio que debe 
producir el motor del cohete durante el ascenso de 15 minutos es 

(50X4.224 X 10 9 ) r . .. , . . 

P = — (l 5)(33 000) — ~ 426 > 667 (caballos de potencia). 

El factor 50 en el numerador proviene de la eficiencia del 2% del cohete: la 
potencia total debe multiplicarse por l/(0.02) = 50. 

TRABAJO REALIZADO AL LLENAR UN TANQUE 

Los ejemplos 1 y 2 son aplicaciones de la ecuacion (4) para calcular el trabajo 
realizado por una fuerza variable al mover una particula una cierta distancia. Otro 
tipo comun de problema de fuerza-trabajo implica la suma de trabajo realizado 
por fuerzas constantes que actuan en diversas distancias. Por ejemplo, considere- 
mos el problema de bombear un fluido desde el nivel del suelo hacia arriba a un 
tanque por arriba del suelo (figura 6.6.6). 
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Es conveniente pensar que el tanque se llena por capas delgadas y horizontales 
del fluido, cada una de las cuales se levanta desde el suelo hasta su posicion final 
en el tanque. No importa como se comporte el fluido mientras se llena el tanque; 
esta sencilla forma de pensar el proceso nos da una forma para calcular el trabajo 
realizado en el proceso de llenado. Pero cuando pensamos que el tanque se llena 
de esta forma, debemos permitir que las diferentes capas de fluido se levanten a 
distancias diferentes para alcanzar su posicion final en el tanque. 

Supongamos que el fondo del tanque esta a una alturay - a y que su parte 
superior esta a una alturay = b> a. Sea A(y) el area de la seccion transversal del 
tanque en la alturay. Consideremos una subdivision de [a, b ] en n subintervalos, 
todos con la misma longitud Ay. Entonces, el volumen de la rebanada horizontal- 
del tanque correspondiente al /-esimo subintervalo [y;_ h yj es 

AVi = | A(y) dy = A(yf) Ay 

Jyi -i 

para algiin numero y* en [y M , y,]; esto es consecuencia del teorema del valor 
promedio para integrates (seccion 5.6). Si pes la densidad del fluido (en libras por 
pie cubico, por ejemplo), entonces la fuerza necesaria para levantar esta rebanada 
desde el suelo hasta su posicion final en el tanque es simplemente el peso 
(constante) de la rebanada: 

Ft = p AVi = pA{yf) Ay. 

Que hay de la distancia a traves de la cual debe actuar esta fuerza? El fluido en 
cuestion se levanta desde el nivel del suelo hasta el nivel del subintervalo [y,-^, y,], 
de modo que cada particula del fluido se levanta al menos la distancia y { _ x y a lo 
mas la distancia y,-. Por tanto, el trabajo AW; necesario para levantar esta i-e sima 
rebanada de fluido satisface las desigualdades 

F,y,-\ ^ AW; ^ F,y 

es decir, 

py,--iA(y *) Ay ^ AW; ^ pyA(yf) Ay. 

Sumamos ahora estas desigualdades para i= 1,2, 3, . . . , n y vemos entonces 
que el trabajo total W= ZWi satisface las desigualdades 

i py^A(yf) A y^W^t py,A(yt) Ay. 

i= 1 i=y 

Si los tres puntosy,.,, y ; yyf de [y M , y t ] fueran el mismo, entonces las dos ultimas 
sumas serian siuuas de Riemann para la funcion f(y) = pyA(y) en [a, b]. Aunque 
los tres puntos no son iguales, si se tiene (por un resultado establecido en el 
apendice F) que ambas sumas tienden a 

f pyA(y) dy cuando Ay —» 0. 


La ley del sandwich para limites implica la formula 


W = pyA(y) dy. 


Este es el trabajo W realizado al bombear un fluido de densidad p desde el suelo 
hasta un tanque que tiene un area de seccion transversal A(y) y que se localiza 
entre las alturas y = a y y = b sobre el suelo. 
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Una rapida forma heuristica de establecer la ecuacion (8) y muchas variantes 
de ella, es pensar en una delgada rebanada horizontal de fluido con volumen 
dV=A(y)dy y peso pdV=pA(y)dy. El trabajo necesario para levantar esta rebanada 
una distanciay es 

dW = y ■ p dV = pyA(y) dy y 


de modo que el trabajo total necesario para llenar el tanque es 

rb 


w = 


dW 


pyA(y) dy , 


pues las rebanadas horizontales estan entre y = a y y = b. 



La gran piramide de Khufu 



EJEMPLO 3 Supongamos que la construccion de la gran piramide de Khufu en 
Gizeh, Egipto, tardo 20 anos. Esta piramide tiene 500 pies de altura y una base 
cuadrada cuyo lado mide 750 pies. Supongamos tambien que la piramide esta hecha 
de roca con densidad p = 120 libras/pie cubico. Por ultimo, supongamos que cada 
trabajadorrealiza un trabajo de 160 pies dibra/hora al levantar las rocas desdeel nivel 
del suelo hasta su posicion final en la piramide y trabajo 12 horas diarias durante 330 
dias/aho. ^Cuantos trabajadores se necesitaron para construir la piramide? 

Solution Suponemos una fuerza de trabajo constante a lo largo del periodo de 
20 anos de construccion. Pensamos la piramide formada por delgadas laminas 
horizontales de roca, cada una de las cuales se levanto (como una rebanada de 
liquido) desde el nivel del suelo hasta su altura final. Por tanto, podemos utilizar 
la ecuacion (8) para calcular el trabajo W necesario. 

La figura 6.6.7 muestra una seccion transversal vertical de la piramide. La 
seccion transversal horizontal a una altura y es un cuadrado de lado 5 . Por los 
triangulos semejantes de la figura 6.6.7, tenemos que 

5 500 - y 3 

750 = 500 ' modo ^ ue ‘ = - 2 m->y 

En consecuencia, el area de la seccion transversal a la altura y es 

My) = 1(500 - y)\ 

Por tanto, la ecuacion (8) implica 


Figura 6.6.7 Seccion 
transversal vertical de la piramide 
de Khufu 


W= 120 ■ jy ■ | (500 - y) 2 dy 


rittO 


= 270 


(250,OOOy - 1000^ 2 + y 3 ) dy 


= 270 


125,000.y 2 - 


de modo que W » 1.406 x 10 12 pies • libra. 

Como cada trabajador rcaliza 

160- 12-330 -20 = 1.267 X 10 7 pies libra 

de trabajo, la constmccior dc la piramide (bajo nucstras hipotesis) habria necesitado 

1.406 X 10 12 
1.267 X 10 7 ’ 

o cerca de 111,000 trabajadores. 
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h-y 



x 


Figura 6.6.8 Bombeo de un 
liquido de un tanque a un nivel 
superior 

<r=*-\ - t — - v = 8 


S-y 



Figura 6.6.9 Vista del tanque 
cilindrico del ejemplo 4 


VACIADO DE UN TANQUE 

Supongamos ahora que el tanque que se muestra en la figura 6.6.8 esta completa- 
mente lleno con un liquido de densidad p libras/pie cubico y que queremos 
bombear todo ese liquido desde el tanque hacia arriba, al nively = h sobre la parte 
superior del tanque. Imaginamos una delgada rebanada horizontal de liquido a una 
alturay. Si su espesor es dy, entonces su volumen es dV = A(y) dy , de modo que 
su peso es p dV= pA(y)dy. Esta rebanada debe levantarse una altura h -y, de 
modo que el trabajo realizado para levantar la rebanada es 

dW = (h — y) p dV = p(h y)A(y) dy. 

Por tanto, la cantidad total de trabajo realizado en todo el liquido que originalmente 
estaba en el tanque es 

W = \ p(h - y)A(y) dy. (9) 

J a 

El problema 14 le pide que utilice sumas de Riemann para establecer esta integral. 

EJEMPLO 4 Un tanque cilindrico de radio 3 pies y longitud 10 pies reposa 
sobre su lado en el suelo. Si este tanque esta inicialmente lleno de gasolina con un 
peso de 40 libras/pie cubico, ^cuanto trabajo se realiza al bombear toda esa 
gasolina hasta un punto a 5 pies sobre la parte superior del tanque? 

Solution La figura 6.6.9 muestra una vista del tanque. Para aprovechar la 
simetria circular, elegimos y = 0 en el centro de la seccion vertical circular, de 
modo que el tanque esta entrey = -3 yy = 3. Una seccion transversal horizontal 
del tanque que corta al ejey eny es un rectangulo con un largo de 10 pies y ancho 
w. Por el triangulo rectangulo de la figura 6.6.9, tenemos que 

= (9 - y 2 ) l/2 , 

de modo que el area de esta seccion transversal es 

A(y) = lOvv = 20(9 - y 2 ) ]n . 

Esta seccion transversal debe levantarse desde su posicion inicial y hasta su 
posicion final 5 + 3 = 8, de modo que debe levantarse la distancia 8 -y. Asi, la 
ecuacion (9) con p- 40, a = -3 y b = 3 implica 

W - [ 40 (8 - y) - 20 • (9 - y 2 ) I/2 dy 

^-3 


= 6400 (9 - y 2 ) I/2 dy - 800 y {9 - y 2 ) l/2 dy 


-3 


Resolvemos las dos integrales por separado. En primer lugar, 


En segundo, 


y(9 - y 2 Y n dy = 


-H9-)’ 2 ) 


2\3/2 


= 0. 


(9 - y 2 y n dy - , 


pues la integral no es mas que el area de un semiclrculo de radio 3. Por tanto, 

W = 6400 §7 t = 28,80077, 
aproximadamente 90,478 pies • libra. 
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Como en el ejemplo 4, en Ios problemas puede utilizar la siguiente integral 
en caso necesario: 

f (a 2 - x 2 Y n dx - \7ra 2 , (10) 

que corresponde al area de un cuarto de circulo de radio a. 


FUERZA EJERCIDA POR UN UQUIDO 


La presion p a profundidad h en un liquido es la fuerza por unidad de area ejercida 
por el liquido a esa profundidad. La presion esta dada por 



Figura 6.6.10 Una placa 
delgada suspendida de manera 
vertical en un liquido 


P = ph, (11) 

donde pes la densidad (peso) del liquido. Por ejemplo, a una profundidad de 
10 pies en el agua, para la cual p = 62.4 libras/pie cubico, la presion es 62.4-10 = 
624 libras/pie cuadrado. Por tanto, si se suspende una delgada placa de area 5 pies 
cuadrados en posicion horizontal a una profundidad de 10 pies en el agua, entonces 
el agua ejerce una fuerza hacia abajo de 624 ■ 5 = 3120 libras en la cara superior 
de la placa y una fuerza identica hacia arriba en la cara inferior. 

Es un hecho importante que a una profundidad dada en un liquido, la presion 
es la misma en todas las direcciones. Pero si una delgada placa se sumerge en 
posicion vertical en el liquido, entonces la presion sobre la cara de la placa no es 
constante, pues, por la ecuacion (11), la presion aumenta con la profundidad. En 
consecuencia, la fuerza total ejercida sobre una placa vertical debe determinarse 
mediante una integration. 

Consideremos una delgada placa vertical sumergida en un liquido de densidad 
p (figura 6.6.10). La superficie del liquido esta en la recta y = c, y la placa esta a 
lo largo del intcrvalo a^y^b. El ancho de la placa en la profundidad c -y es 
alguna funciondey, que denotamos por w(y). 

Para calcular la fuerza total F ejercida por el liquido en cualquiera de las caras 
de esta placa, comenzamos con una division de [a, b] en n subintervalos, todos 
con la misma longitud Ay y denotamos y* al punto medio del subintervalo [y^ u y-]. 
La banda horizontal de la placa frente a este / -esimo subintervalo esta aproximada 
por un rectangulo de ancho w(y* ) y altura Ay, y su profundidad promedio en el 
liquido es c - yf. Por tanto, la fuerza A F t ejercida por el liquido a esta banda 
horizontal esta aproximada por 



A Fi - p(c - y*My,*) Ay. (12) 

La fuerza total sobre la placa complcta esta aproximada por 

F = 2 A F,- * E p(c - y*)w(y*) Ay. 

/'= I f=i 

Obtenemos el valor exacto de F mediante el limite de tales sum as de Riemann 
cuando Av —> 0: 

^ rb 

F = I p(c - y)vv(y) dy. (13) 

J a 

EJEMPLO 5 Un tanque cilindiico con 8 pies de diametro reposa sobre su lado 
y esta lleno hasta la mitad con petroleo de densidad p=15 libras/pie cubico. 
Determine la fuerza total F ejercida por el petroleo en un extremo del tanque. 


Figura 6.6.11 Vista de un 
extremo del tanque del ejemplo 5 


Solution Colocamos el ejey como se indica en la figura 6.6.11 de modo que la 
superficie del petroleo cste en el nively = 0. El petroleo esta a lo largo del intervalo 
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-4 ^ y ^ 0. Por el triangulo rectangulo de la figura, vemos que el ancho del petroleo 
en la profundidad -y (y por tanto, en la posicion j>) es 


w(y) = 2(16 - y 2 )' n . 
Por tanto, la ecuacion (13) implica 


F = | 75(->0[2(16 - y 2 ) ]/2 ] dy = 75 

-4 


~|0 


3 (16 - y 2 ) 3/2 


= 3200 (libras). 


6.6 Problemas 

En los problem as 1 a 5, determine el trabajo realizado por la 
fuerza dada F(x) al mover una particula a lo largo del eje x 
de x = a a jt = b. 


1. F(x) =10; a = -2, b = 1 

2. F(x) = 3x - 1; a =], b ~ 5 

3. F(x) = ^; a = ] t b = 10 

jc 

4. F(x) = ~3Vx; a = 0, b = 4 

5. F(x) = sen irx\ a = — ], b = ] 

6. Un resorte tieneuna longitud natural de 1 metroysenecesita 
una fuerza de ] 0 N para estirarlo hasta una longitud total de 
2 metros. ^Cuanto trabajo se realiza para comprimir este resorte 
desde su longitud natural hasta una longitud de 60 cm? 

7. Un resorte tiene una longitud natural de 2 pies y se necesita 
una fueiza de 15 libras para comprimirlo hasta una longitud de 
18 pulgadas. ^.Cuanto trabajo se realiza para estirar este resorte 
desde su longitud natural hasta una longitud de 3 pies? 

8. Aplique la ecuacion (4) para calcular la cantidad de 
trabajo realizado al levantar un peso de 100 libras a una altura 
de 10 pies, suponiendo que este trabajo se realiza contra la 
fuerza constante de gravedad. 

9. Calcule la cantidad de trabajo (en pies-libras) realizado 
al llevar un peso de 1000 libras, desde una orbita a 1000 millas 
sobre la superficie de la Tierra a otra orbita a 2000 millas sob re 
la superficie. Util ice el valor de k dado en el ejemplo 2. 

10. Un tanque cilindrico con un radio de 5 pies y altura 10 
pies reposa sobre el suelo con su eje vertical. Util ice la ecuacion 
(8) para calcular la cantidad de trabajo realizada al llenar este 
tanque con agua bombeada desde el nivel del suelo. (Utilice p 
= 62.4 libras/pie ciibico como ladensidad del agua.) 

11. Un tanque conico reposa sobre su base, que esta al nivel 
del suelo, y su eje es vertical. El tanque tiene un radio de 5 
pies y una altura de 10 pies (figura 6.6.12). Calcule el trabajo 
realizado al llenar este tanque con agua (p = 62.4 libras/pie 
ciibico) bombeada desde el nivel del suelo. 

12. Repita el problema 11, excepto que ahora el tanque esta 
boca arriba: su vertice esta en el nivel del suelo y su base 
esta a 10 pies sobre el suelo (pero su eje sigue siendo vertical). 

13. Un tanque cuyo punto minimo esta a 10 pies sobre el 
suelo tiene una forma de un tazon, obtenida al girar la parabola 




Figura 6.6.12 El tanque Figura 6.6.13 El tanque 
conico del problema 11 con forma de tazon del 
, problema 13 


x 2 = 5y, -5^x^ 5, en tomo del ejex (figura 6.6.13). 

Las unidades en los ejes de coordenadas estan en pies. ^Cuan- 
to trabajo se realiza al llenar este tanque con petroleo de 
densidad 50 libras/pie ciibico, si el petroleo se bombea desde 
el nivel del suelo? 

14. Suponga que el tanque de la figura 6.6.8 se Uena con un 
fluido de densidad p y que todo este fluido debe bombearse 
del tanque hasta el nivel y-h sobre la parte superior del 
tanque. Utilice sumas de Riemann, como en la deduccion de 
la ecuacion (8), para obtener la formula W=\%p(h -y)A(y) dy 
como el trabajo necesario para hacer esto. 

15. Utilice la formula del problema 14 para determinar la 
cantidad de trabajo realizado al bombear el agua en el tanque 
del problema 10 hasta una altura de 5 pies sobre la parte 
superior del tanque. 

16. La gasolina de una estacion de servicio se guarda en uri 
tanque cilindrico enterrado a un lado de la estacion, de modo 
que la parte mas alta del tanque esta a 5 pies debajo de la 
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superficie. El tanque tiene 6 pies de diametro y 10 pies de largo. 
La densidad de la gasolina es 45 libras/pie cubico. Suponga que 
laentradadel depositode gasolina de cada automovil esta a 2 
pies sobre el suelo (figura 6.6.14). (a) ^Cuanto trabajo se 
realiza al vaciar toda la gasolina de este tanque, inicialmente 
lleno, a todos los automoviles? (b) Recuerde que 1 hp (caballo 
de fuerza) es equivalente a 33,000 pies - libra/minuto. Para las 
conversiones electricas, 1 kW (1000 W) es lo mismo que 
1.341 hp. El costo del uso de electricidad generada por una 
compahia es por lo general de 7.2 centavos/kWh. Suponga que 
el motor electrico en la bomba de gasolina de la estacion tiene 
una eficiencia de 30%. ^Cuanto cuesta bombear la gasolina de 
este tanque en los automoviles? 

17. Considere un tanque esferico para agua cuyo radio es 
10 pies y cuyo centro esta a 50 pies sobre el suelo. ^Cuanto 
trabajo se necesita para llenar este tanque bombeando agua 
desde el nivel del suelo? [ Sugerencia : puede simplificar los 
calculos si hacej> = 0 en el centro del tanque y piensa en la 
distancia que debe levantarse cada rebanada de agua.] 



Figura 6.6.15 El tanque semicsferico del problema 18 

18. Un tanque semiesferico de radio 10 pies esta colocado de 
modo que su lado piano reposa sobre una torre de 60 pies de 
altura (figura 6.6.15). ^Cuanto trabajo se necesita para llenar este 
tanque con petroleo de densidad 50 libras/pie cubico si el petroleo 
debe bombearse al tanque desde el nivel del suelo? 

19. Se extrae agua de un pozo de 100 pies de profundidad, 
utilizando un cubo que extrae 100 libras de agua. El cubo se 
sube a razon de 2 pies/segundo, pero tiene un agujero en 
fondo, por el que se derrama el agua a razon de 0.5 libras/se- 
gundo. ^Cudnto trabajo se realiza al jalarel cubo hasta la parte 
superior del pozo? Desprecie el peso del cubo, el peso de la 
cuerda y el trabajo realizado por la friccion. [ Sugerencia : 
considere quey = 0 en el nivel de agua del pozo, de modo que 
y = 100 al nivel del suelo. Sea [y 0 , y h y 2 , . . . , y n } una 
subdivision de [0, 100] en n subintervalos de igual longitud. 
Estime la cantidad de trabajo A W, necesaria para elevar el 
cubo de>>,*_! a y f . A continuacion establezca la suma W= IA W i 
y proceda a la integral adecuada haciendo n +°o ] 

20. Una cuerda de 100 pies de largo y que pesa 0.25 libras 
por pie lineal cuelga de la orilla de un edificio muy alto. 
^Cuanto trabajo se necesita para jalar la cuerda hasta la parte 
superior del edificio? 


21. Supongamos que tapamos el agujero del cubo que se 
derrama, en el problema 19. ^Cuanto trabajo realizamos al 
levantar dicho cubo, lleno de agua, hasta la superficie, utili¬ 
zando la cuerda del problema 20? Ignore la friccion y el peso 
del cubo, pero considere el peso de la cuerda. 

22. Considere el volumen V de un gas en un cilindro cerrado 
con un piston en un extremo, donde la presion p del gas es 
una funcion p(V) de su volumen (figura 6.6.16). Sea ,4 el area 
de la cara del piston. Entonces, la fuerza ejercida sobre el 
piston por el gas en el cilindro es F=pA. Suponga que el gas 
se expande del volumen V 1 al volumen V 2 . Muestre que el 
trabajo realizado por la fuerza F es entonces 

W = f p{V) dV. 

JV\ 

[Sugerencia: si x es la longitud del cilindro (desde su extremo 
fijo hasta la cara del piston), entonces F = A -p{Ax). Aplique 
la ecuacion (4) y sustituya V = Ax en la integral resultante.] 



Figura 6.6.16 Un cilindro cerrado con un piston 
(problema 22) 

23. La presion p y volumen V del vapor en una pequena 
maquina de vapor satisface la condicion pV 1A = c (donde c es 
una constante). En un ciclo, el vapor se expande de un 
volumen V ] = 50 pulgadas cubicas hasta V 2 = 500 pulgadas 
cubicas, con una presion inicial de 200 libras/pulgada cua- 
drada. Utilice la formula del problema 22 para calcular el 
trabajo, en pics—libra, realizado por la maquina en cada ciclo. 

24. Un tanque con la forma de un hemisferio de radio 60 pies 
reposa sobre su base plana, con la parte curva hacia arriba. Se 
llena con alcohol de densidad 40 libras/pie cubico. ^Cuanto 
trabajo se realiza al bombear todo el alcohol hasta la parte 
superior del tanque? 

25. Un tanque tiene la forma de la superficie generada al girar 
en torno del ejey la grafica dey = x 4 , 0 ^ x ^ 1. El tanque 
esta inicialmente lleno con petroleo de densidad 60 libras/pie 
cubico. Las unidades de los ejes de coordenadas estan en pies. 
^Cuanto trabajo se realiza para bombear todo el petroleo hasta 
la parte superior del tanque? 

26. Un tanque cilindrico con un radio de 3 pies y longitud de 
20 pics reposa sobre su lado en el suelo. Cierta gasolina que 
pesa 40 libras/pie cubico esta en el nivel del suelo y debe 
bombearse hacia el tanque. Determine el trabajo necesario 
para llenar el tanque. 

27. La base de un tanque de almacenamiento esferico de 
radio 12 pics esta en el nivel del suelo. Determine la cantidad 
dc trabajo necesaria para llenar el tanque con petroleo de 
densidad 50 libras/pic cubico si todo el petroleo se cncuentra 
inicialmente a nivel del suelo. 

28. Un mono de 20 libras se ata a una cadena de 50 pies que 
pesa 0.5 libras por pie (lineal). El otro extremo de la cadena 
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Figura 6.6.17 El mono del problema 28 

se une al techo de la jaula del mono, a 40 pies de altura (figura 
6.6.17). Determine la cantidad de trabajo que realiza el mono 
al utilizar la cadena para subir hasta el techo. 

29. Tomas esta volando una cometa a una altura de 500 pies 
sobre el suelo. Suponga que la cuerda de la cometa pesa 1/16 
onzas por pie (lineal) y que su cuerda esta estirada en linea 
recta, con un angulo de 45° respecto de la horizontal. ^Cuanto 
trabajo realiza el viento al levantar la cuerda desde el nivel del 
suelo hasta la posicion descrita? 

30. El centro de un tanque esferico de radio R esta a una 
distancia H> R sobre el suelo. Un liquido de densidad (peso) 
pesta al nivel del suelo. Muestre que el trabajo necesario para 
bombeary llenar el tanque con este liquido es igual al trabajo 
necesario para levantar el tanque lleno una distancia H. 

31. Un canal de agua de 10 pies de largo tiene una seccion 
transversal cuadrada con un ancho de 2 pies. Si el canal esta 
lleno (/?= 62.4 libras/pie cubico), determine la fuerza ejercida 
por el agua en un extremo del canal. 

32. Repita el problema 31, para un canal con una seccion 
transversal dada por un triangulo equilatero con lados de 
longitud igual a 3 pies. 

33. Repita el problema 31, para un canal cuya seccion trans¬ 
versal es un trapecio con una altura de 3 pies, un ancho de 2 
pies en la parte inferior y un ancho de 4 pies en la parte 
superior. 


34. Determine la fuerza en un extremo del tanque cilindrico 
del ejemplo 5 si el tanque esta lleno de petroleo con densidad 
50 libras/pie cubico. Recuerde que 

j\a 2 - y 2 ) ,/2 dy = $Tra 2 , 

pues la integral representa el area de un cuarto de circulo de 
radio a. 

En l os problemas 35 a 38, se describe una compuerta en la 
car a vertical de una presa. Determine la fuerza total del agua 
sobre esta compuerta, si la parte superior esta a 10 pies 
debajo de la superficie del agua. 

35. Un cuadrado de lado igual a 5 pies, cuya parte superior 
es paralela a la superficie del agua. 

36. Un circulo de radio 3 pies. 

37. Un triangulo isosceles de 5 pies de altura y 8 pies de 
ancho en la base. 

38. Un semicirculo de radio 4 pies cuya orilla superior es su 
diametro (paralelo a la superficie del agua). 

39. Suponga que la presa de la figura 6.6.18 tiene L = 200 
pies de largo y T= 30 pies de ancho en su base. Determine la 
fuerza del agua sobre la presa si el agua tiene una profundidad 
dc 100 pies y el extremo inclinado de la presa da la cara al 
agua. 


D 



Figura 6.6.18 Vista de un modelo de una presa 
(problema 39) 


Capitulo 6 Repaso: deftniciones, conceptos, resultados 


Utilicc la siguiente lisfa como una guia de los conceptos que 
tal vez deha revisar. 

1. El mctodo general para establccer una formula integral 
para una cantidad, aproximandola y reconociendo despucs la 
aproximacion como una suma de Ricmann corrcspondicntc a 
la integral deseada: si cl intcrvalo [a, b] sc divide en // 
subintcrvalos dc igual longitud Ax. = (b - a)fn y si .v ’ denota 
un punto cn cl i - esimo subintcrvalo, cntonces 

n rh 

lim 2 /(**) A* = f(x) dx. 

,,- * 3C /=) Ju 


2. La distancia neta recoirida como la integral de la velocidad: 



3. El mctodo de secciones transversales para el calculo de 
volumencs: 

V = [ A(x) dx y 
J a 

donde A{x) denota el area de una rebanada con un espesor 
infinitesimal dx. 
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4. Determinar el volumen de un solido de revolucion me- 
diante el metodo de secciones transversales, donde las seccio- 
nes transversales son discos o anillos. 

5. Determinar el volumen de un solido de revolucion me- 
diante el metodo de las capas cilindricas: 

V = j 2ttt dA, 

donde r denota el radio del circulo en tomo del cual se gira el 
elemento de area dA. 

6. La longitud de arco de un arco suave descrito en la forma 
y =/(;c), a Sx^b, o en la forma jc = g(y), c£y^d\ 


s = 


ds (ds = V(dx) 2 + ( dy ) 2 ), 


donde 


ds = Vl + [f'{x)] 2 dx para y = /(*); 
ds = Vl + [g'(y)] 2 dy para x = g{y). 


IV - F(x) dx 


si la fuerza F(x) actua de jc = a a jc = b. 

9. La ley de Hooke y el trabajo realizado al estirar o 
comprimir un resorte elastico. 

10. El trabajo realizado contra la fuerza variable de la grave- 
dad. 

11. El trabajo realizado al llenar un tanque o bombear el 
liquido en el tanque a otro nivel: 

W = \ ph(y)A(y) dy, 


donde h(y) denota la distancia vertical a la que debe levantarse 
una rebanada horizontal de fluido dV= A{y)dy, a la alturay. 

12. La fuerza ejercida por un liquido sobre una cara de una 
placa vertical sumergida: 

F = J ph dA , 

donde h denota la profundidad del elemento de area horizontal 
dA debajo de la superficie del fluido con densidad (peso) p. 

13. Solucion de la ecuacion diferencial separable 


7. Determinar el area de la superficie de revolucion gene- 
rada al girar un arco suave, dado en la forma y -f(x) o en la 
forma jc = g(y), ya sea en torno del eje jc o del eje y: 

A = J 27 rr ds , 

donde r denota el radio del circulo en torno del cual se gira el 
elemento de longitud de arco ds. 

8. El trabajo realizado por una funcion fuerza al mover una 
particula a lo largo de un segmento de recta: 


= g(x)4>(y) 
dx 

mediante integration: 

J f(y) dy = J g(x) dx + C, 

donde f(y) = \/<p(y). 


Capitulo 6 Problemas diversos 

En los problemas 1 a 3, determine la distancia net a y la 
distancia total recorrida entre t = ay t = b por una particula 
que se mue\>e a lo largo de una linea recta con la funcion de 
velocidad dada V=f (t). 

1. v = t 2 — t - 2; a = 0, b = 3 

2. v — \ t 2 ~ A\\ a = 1, b = 4 

3. v = 7rsen^7r(2r - 1); a = 0, b = 1.5 

En los problemas 4 a 8, un solido se extiende a lo largo del 
eje x de x = a a x = b y el area de su seccion transversal en x 
es A(x). Determine su volumen. 


4. 

A(x) 

= * 3 ; 

a = 0, b = 1 

5. 

A(x) 

= V^; 

a = 1, b - 4 

6. 

A(x) 

= 

a = 1, b = 2 

7. 

A(x) 

= 7 T(x 2 

- jc 4 ); a = 0, b 

8. 

A(x) 

— „I00. 
X ) 

a 

II 

1 

o- 

II 
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9. Suponga que la lluvia comienza en el instante t = 0 y que 
la razon despues de t horas es (t + 6)/12 pulgadas/hora. 
^Cuantas pulgadas de lluvia caen durante las primeras 
12 horas? 

10. La base de cierto solido es la region del primer cuadrante 
acotada por las curvas y = x 3 y y = 2jc - x 2 . Determine el 
volumen del solido, si cada seccion transversal perpendicular 
al eje jc es un cuadrado con un lado en la base del solido. 

11. Determine el volumen del solido generado al girar en tomo 
del ejex la region del primer cuadrante del problema 10. 

12. Determine el volumen del solido generado al girar la 
region acotada por y = 2x?yy=x 2 + \ en tomo de (a) el eje 
x; (b) el ejey. 

13. Un cable hecho de cobre (de densidad 8.5 gramos/cm 3 ) 
tiene la forma de una helice que forma una espiral en tomo 
del eje x de x = 0 a x = 20. Cada seccion transversal de este 
cable perpendicular al eje jc es un disco circular de radio 
0.25 cm. i Cual es la masa total del cable? 
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14. Obtenga la formula V - \/37di(r y 2 + r,r 2 + r 2 2 ) para el 
volumen de un cono truncado de altura h y radios de las bases 

r\ y r i- 

15. Suponga que el punto P esta en una recta perpendicular 
al piano xy en el origen O, con | OP | = h. Considere el “cono 
eliptico” que consta de todos los puntos en los segmentos de 
recta dePa los puntos sobre y dentro de la elipse con ecuacion 



Mnestre que el volumen de este cono eliptico es V - \mbh. 

16. Lafigura6.PD.l muestra la region/? acotada por la elipse 
{x/a) 1 + iy/b) 1 = 1 y por la recta x = a- /?, donde 0 < h < a. El 
giro de R en tomo del eje x genera un “segmento de elipsoide” 
de radio r, altura h y volumen V. Mucstre que 


b 2 (2ah - h 2 ) 


y qtie 



3a - h 
2a ~ h' 



Figura 6.PD.1 Un segmento 
de una elipse (problema 16) 



Figura 6.PD.2 La region R 
del problema 17 


17. La figura 6.PD.2 mucstra la region R acotada por la 
hiperbola (x/a) 2 - (y/b) 2 = 1 y la recta x = a + h, donde h > 0. 
El giro de R en tomo del eje .v genera un “segmento de 
hipcrboloide” de radio r, altura h y volumen V. Mucstre que 

b\2ah + h 2 ) 1 3 a + h 

r ’ - 7‘ - v = V r h 27Th’ 

Ert los problemas 18 a 20, la funcion f (x) es no negativa y 
continua para x £ 1. Cuando la region bajo y =f (x) de x = 1 
ax = tsegira en torno del eje indicado, el volumen del solido 
resultante es V(t). Determine la funcion f(x). 

18. L(/) = 77^1 - jj; elcjc.v 

19. V(t) = ^ 7r[( 1 + 3f) 2 “ 16]; el eje x 

20. V(t) = | 7r[( 1 + 3/ 2 ) V2 - 8]; elejey 


21. Utilice la formula integral en el problema 36 de la 
seccion 6.3 para determinar el volumen del solido genera- 
do al girar en tomo del ejey la region del primer cuadrante 
acotada pory=xyy = sen(;rx/2). 

22. Utilice el metodo de capas cilindricas para determinar el 
volumen del solido generado al girar en torno de la recta 
* = -2 la region acotada por y=x 2 yy = x + 2. 

23. Determine la longitud de la curva y = j x m - x m de jc = 
1 a x ^ 4. 

24. Determine el area de la superficie generada al girar la 
curva del problema 23 en tomo de (a) el eje x; (b) el ejey. 

25. Determine la longitud de la curva y = \ (y 4/3 - 2y 273 ) de y 
= 1 ay = 8. 

26. Determine el area de la superficie generada al girar la 
curva del problema 25 en tomo de (a) el ejex; (b) el ejey. 

27. Determine el area de la superficie generada al girar la 
curva del problema 23 en tomo de la recta x = 1. 

28. Si -r < a < b < r, entonces una “zona esferica” de 
“altura” h = b -a se g enera al girar en torno del ejex el arco 
circular y = V r 2 - x 2 , a^xS b. Muestre que el area de esta 
zona esferica es A = 2mdi, lo mismo que la de un cilindro de 
radio r y altura h. 

29. Apliqne el resultado del problema 28 para mostrar que el 
area de la superficie de una esfera de radio r es A = 

30. Sea R la region acotada por las curvas y = 2x 3 y y 2 = 
4x. Determine los volumenes de los solidos generados al 
girar la region R en torno de (a) el eje x; (b) el eje y\ (c) la 
recta v = -1; (d) la recta x = 2. En cada caso, use el metodo 
de sccciones transversales y el metodo de capas cilindricas. 

En los problemas 31 a 42, determine la solucion general de 
la ecuacion diferencial dada. Si se da una condicion inicial , 
determine la solucion particular correspondiente. 


dy 

31. — = 2x + cos x\ y(0) = 0 
ax 


32. y- = 3V* + -f; jv( 1) = 10 
dx Vx 

d y - *y 


33. =f- = (y +1) 2 
dx 

35. ^ = 3*V; y(0) = 1 
dx 


34. = V7T 

dx 


dy 
dx 

37. x 2 y 


36. =f- = v([) = 1 

dx 


2„2 *y - 


dx 


38. Vly — = 


dx 


dy 


39. — = y 2 cos x; y(0) = 1 
dx 

40. ^ = Vy sen x; y(0) = 4 
dx 
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41 dy = ? 2 U ~ Vx) 42 dy = Vy(x + l) 3 

‘ <ir *2(1 - V^) ‘ dx Vx(y + l) 3 

43. Determine la longitud natural L de un resorte si se nece- 
sita cinco veces mas trabajo para estirarlo de una longitud de 
2 pies a 5 pies que el trabajo necesario para estirarlo de una 
longitud de 2 a 3 pies. 

44. Una viga de acero que pesa 1000 libras cuelga de un cable 
de 50 pies que pesa 5 libras por pie lineal. ^Cuanto trabajo se 
realiza al izar 25 pies del cable con un tomo? 

45. Un tanque esferico de radio R (en pies) esta inicialmente 
ileno de petroleo con densidad p libras/pie cubico. Determine 
el trabajo total realizado al bombear todo el petroleo de la 
esfera a una altura de 2 R sobre la parte superior del tanque. 

46. ^Cuanto trabajo realiza una colonia de hormigas para 
construir un hormiguero conico de altura y diametro iguales 
a 1 pulgada, utilizando arena que inicialmente esta al nivel del 
suelo y con una densidad de 150 libras/pie cubico? 

47. La atraccion gravitacional debajo de la superficie de la 
Tierra es directamente proporcional a la distancia al centro de 
la Tierra. Suponga que se cava un agujero cilindrico recto de 
radio 1 pie desde la superficie de la Tierra hasta el centro. 


Suponga que la Tierra tiene un radio de 3960 millas y una 
densidad uniforme de 350 libras/pie cubico. ^Cuanto trabajo, 
en pies—1 ibra, se realiza al levantar un peso de 1 libra desde 
el fondo de este agujero hasta su salida? 

48. ^Cuanto trabajo se realiza al cavar el agujero del proble- 
ma 47; es decir, en levantar el material que contenia inicial¬ 
mente hasta la superficie de la Tierra? 

49. Suponga que una presa tiene la forma de un trapecio con 
una altura de 100 pies, 300 pies de largo en la parte superior 
y 200 pies de largo en el fondo. ^Cual es la jfuerza total que 
ejerce el agua sobre la presa, cuando el nivel del agua, detr&s 
de la presa, llega hasta su parte superior? 

50. Suponga que una presa tiene las mismas longitudes en la 
parte superior e inferior que la presa del problema 49 y 
la misma altura de 100 pies, pero que su cara hacia el agua 
esta inclinada 30° con respecto de la vertical. ^Cual es la 
fuerza total de presion del agua en esta presa? 

51. Para c > 0, las graficas de y = c 2 x 2 y y = c acotan una 
region plana. Gire esta region en tomo de la recta horizontal 
y = -Me para formar un solido. ^Para que valor de c es el 
volumen de este solido maximo?, ^minimo? 
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Funciones exponenciales 
y logaritmicas 


C APtTULO 

7 


□ John Napier fue el octavo baron 
de Merchiston, localidad cercana a 
Edinburgo, Escocia. Como terrate- 
niente, participo vigorosamente en 
los asuntos locales y controlo de ma- 
nera activa las cosechas y el ganado 
en su tierra, en torno del castillo de 
Merchiston. Se dice que conside- 
raba como su contribution mas im- 
portante y duradcra la obra A Plaine 
Discovery of the Whole Revelation 
of Saint John (1593), donde (entre 
otras cosas), predecia que el fin del 
mundo seria en 1786. Pero el mun- 
do, que sigue aqui despues de dos 
siglos, recuerda a Napier como el 
inventor de los logaritmos. El final 
del siglo xvi fue una era de calculo 
numcrico, cuando los dcsarrollos en 
astronomia y navegacion pedian una 
mayor precision y grandcs calculos 
trigonometricos. Con su obra tcolo- 
gica dctras, Napier comenzo en 
1594 una labor de 20 anos para rc- 
volucionar el arte practico del calcu¬ 
lo numcrico. El rcsultado de cstc 
proyccto fcnomcnal fue su obra de 
1614 Mirifici Logarithnwruin Ca- 
nonis Descripfio (Description del 


maravilloso canon de los logarit¬ 
mos), que contenia sus tablas loga¬ 
ritmicas junto con una breve 
introduction y guia para su uso. 

□ Los estudiantes actuales apren- 
den primero que el logaritmo “co- 
mun” de base 10, log, 0 a; es el 
exponente al que deben elevar 10 
para obtener el niimero x. Como 

log, 0 A;y= log, o x + log,o y 

la multiplication de dos numeros x 
y y se reduce a la operation mas 
sencilla de sumar sus logaritmos. El 
“logaritmo”Nlog(.v) que utilizo Na¬ 
pier era un tanto diferente. Mientras 
que log, 0 1 = 0, la definition de Na¬ 
pier impJicaba que Nlog(10 7 ) = 0, 
donde reemplazamos la regia ante¬ 
rior por una regia de la forma 
Nlog(.vy) = Nlog(.v) + Nlog(y) - C. 
Por tanto, el uso de la tabla de loga¬ 
ritmos original dc Napier implicaria 
la suma o resta conlinua de la cons- 
tante particular C = 10 7 x In 10 7 
(donde In denota el logaritmo “natu¬ 
ral” moderno). 


□ En 1615, el profesor ingles de 
matematicas Henry Briggs visito a 
Napier en Escocia. Sus discusiones 
produjeron la construction por par¬ 
te de Briggs de una tabla de logarit¬ 
mos “mejorados”, aquellos para los 
cuales el logaritmo de 1 es 0, y el 
logaritmo de lOes 1. Aunadecada 
de la muerte de Napier, se termi- 
naron las tablas con 10 cifras de 
estos logaritmos comunes. Estas 
tablas jugaron un papel central en 
los calculos cientificos durante los 
tres siglos siguientes. 

□ En una regia de calculo del tipo 
utilizado de manera universal por 
los estudiantes de calculo antes del 
advenimiento de las calculadoras 
electronicas de bolsillo en la decada 
de 1970, los numeros estan inscritos 
en las reglas a distancias proporcio- 
nales a sus logaritmos. En conse- 
cuencia, los logaritmos de x en una 
escala fija y 6ey en una regia desli- 
zante se suman facilmente para de- 
tenninar el producto xy . 






7 1 Hasta ahora, nuestro estudio del calculo se ha concentrado principalmente en las 

* funciones potencia y trigonometricas, asi como las funciones algebraicas obteni- 

bxponenciales, das a p ar tir de las funciones potencia mediante combinaciones finitas y composi- 

logaritmos y ciones. Dedicamos este capitulo al calculo de las funciones exponenciales y 

tiinciones inversas logaritmicas. Esta seccion de introduccion da un panorama breve y un tanto 

informal de estas funciones no algebraicas, en parte desde la perspectiva de la 
matematica anterior al calculo. Ademas de revisar las leyes de los exponentes y 
de los logaritmos, nuestro proposito aqui es proporcionar cierto fiundamento 
intuitivo para el tratamiento sistematico de las funciones exponenciales y logarit¬ 
micas que se inicia en la seccion 7.2. 


FUNCIONES EXPONENCIALES 

Una fund on exponendal es una funcion de la forma 

fix) = a* ( 1 ) 

donde a > 0. Observe que a - es la variable; el numero a, llamado la base, es una 
constante. Asi, 

□ Una funcion exponencial f(x) = a* es una constante elevada a una potencia 
variable, mientras que 

□ La funcion potenciap(x) = **es una variable elevada a una potencia constante. 

En el algebra elemental, una potencia racional del numero real positivo a se 
define en terminos de raices y potencias enteras. Ahi aprendimos que sip y q son 
enteros (con q > 0), entonces 

a piq = V7 p = (V^y. 

Tenemos entonces las siguientes Icycs de los exponentes para todos los exponen¬ 
tes racionales r y s\ 


a r+s = a r a\ ( a r ) s = a rs , 

a~ r = f (ab) r = a r b r . 


( 2 ) 


Ademas, recordemos que 

a 0 = 1 

para todo numero real positivo a. 


(3) 


EJEMPLO 1 Un calculo tipico mediante las leyes de los exponentes es 

(2 2 )3( 3 )-4 _ 2 6 -2 2 _ 2 8 _ 256 

( 2) -2 

Algunas potencias fraccionarias de 2 son 


y 


2 3/2 = V2 5 = V8, 2 5/3 = V2 5 = ^32, 

2 o . 7 = 2 vio = ^7 = ^28 « j .6245. 
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t 

2 l 

3.1 

8.5742 

3.14 

8.8152 

3.141 

8.8214 

3.1415 

8.8244 

3.14159 

8.8250 

3.141592 

8.8250 

3.1415926 

8.8250 

1 

i 

77 

T* 


Figura 7.1.1 Estudio dc 2 n 
(ejemplo 2) 


EJEMPLO 2 A veces, las aplicaciones requieren exponentes irracionales y 
racionales. Consideremos una poblacion de bacterias P(t) que comienza (en el 
instante t = 0) con una poblacion inicial 

P(0) = 1 (millon) 

y se duplica cada hora subsecuente, incrementandose en el mismo factor durante 
dos intervalos de tiempo de la misma longitud. En 3 horas, P se incremental 
mediante un factor de 2 ■ 2 ■ 2 = 2 3 , de modo que 

P(3) = 2 3 = 8 (millones) 

Si k es el factor con el que P se incrementa en 1/3 hora, entonces en una hora P se 
incrementa por un factor k - k - k = A 3 = 2, de modo que 

k=2 m yP(\) = 2 ln (millones). 

De manera mas general, si p y q son enteros positivos, entonces P(\/q) = 2 Vq . En 
plq horas, P se incremental mediante un factor de 2 xtq cada p veces, de modo que 



Asi, la poblacion de bacterias (en millones) despues de t horas esta dada por 

P(t) = 2' (4) 

si t es un numero racional. Pero como el tiempo no se restringe solamente a valores 
racionales, podemos concluir que P(t) = 2' para toda t > 0. 

Pero, ^quesignifica una expresion con un exponente irracional, como 2^o 2*7 
Para determinar el valor de 2*, debemos trabajar con aproximaciones decimales 
finitas (racionales) del numero irracional K= 3.1415926 . . . Por ejemplo, una 
calculadora daria 

2 3.i = 2 3i/io = (^2)31 * 8.5742. 

Los valores aproximados que se muestran en la tabla de la figura 7.1.1 indican que 
la poblacion de bacterias despues de Zhoras es 

P(tt) = 2” — 8.8250 (millones). 


El ejemplo 2 sugiere la importancia practica de las funciones exponenciales 
2 V de base 2. En este capitulo veremos que, para cualquier base fija a > 0, se puede 
definir para toda x la funcion exponencial f{x) = a\ de modo que 

□ Las leyes de los exponentes de la ecuacion (2) sean validas para exponentes 
irracionales y racionales; 

□ La funcion f{x) = <? sea continua, de hecho derivable. 

Comenzaremos estudiando la funcion f(x) = a x en el caso a > 1. Primero 
observamos que d > 1 si r es un numero racional positivo. Si r <s, otro numero 
racional, entonces las leyes de los exponentes implican 

a r < a r -a s ~ r = a\ 

de modo que f(r) < f(s) siempre que r < s. Es decir,/ (x) = a x es una funcion 
creciente del exponente racional x. Si graficamos puntos sobre la grafica de y ~ a x 
para valores racionales de .v utilizando un valor fijo tipico de a como a = 2, 
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y 


5 


4 


3 

2 



y = cr x (en este caso a = 2) 
_I_I_I_ 


-2 -1 


1 


obtenemos una grafica como la de la figura 7.1.2. Esta grafica aparece como una 
curva punteada para sugerir que esta densamente poblada con “agujeros” corres- 
pondientes a los puntos faltantes (jq y) cuandojt es irracional. En la section 7.4 
mostraremos que los agujeros de esta grafica se pueden rellenar para obtener 
la grafica de una funcion creciente y continua/definida para todo real jc y para la 
cual / (r) = a r para todo numero racional r. Por tanto, escribimos f(x) = a x para 
todajc y llamamos a/la funcion exponencial con base a. 

Como se ilustra en la figura 7.1.3, la funcion f(x) = a x crece rapidamente 
si jc > 0 crece, y las graficas de^ = cf tienen una apariencia cualitativa similar para 
diferentes valores de a > 1 como base. 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES 


Figura 7.1.2 La grafica de 
y - a* tiene “agujeros” si solo 
se utilizan los valores racionales 
dex 


Para calcular la derivada de la funcion exponencial /(jc) = a x , comenzamos con la 
definition de la derivada y despues utilizamos la primera ley de los exponentes en 
la ecuacion (2) para simplificar la expresion, con lo que obtenemos 



Figura 7.1.3 y = para a = 2, 
3,5, 10 


/'« 


D x a x 


lim 

h ->0 


f{x + h) - /(*) 
h 


lim 

h 0 


a x+h - a x 


h 


a a - a x 

= lim --- 

h->0 h 


= a 


X 




(por las leyes de 
los exponentes) 

(pues (f es constante con 
respecto de h ). 


Bajo la hipotesis de que /(jc) = a x es derivable, esto implica que el Hmite 

a h - 1 

m{a) = lim —-- (5) 

* o h 

existe. Aunque su valor m(a) depende de a, el Hmite es una constante en lo que 
respecta a jc. Asi, tenemos que la derivada de c? es un multiplo constante de la 
misma a Y : 


D x a x = m(a) ■ a x . 


( 6 ) 


h 

2" - 1 
h 

3* - 1 
h 

0.1 

0.718 

1.161 

0.01 

0.696 

1.105 

0.001 

0.693 

1.099 

0.0001 

0.693 

1.099 


Figura 7.1.4 Estudio de los 
valores de m(2) y m(3 ) 


Como a 0 = 1, por la ecuacion (6) tenemos que la constante m(a) es la pendiente 
de la recta tangente a la curva y = a x en el punto (0, 1), donde jc = 0. 

Los datos numericos de la figura 7.1.4 sugieren que m(2) = 0.693 y que 
m{ 3)« 1.099. Las rectas tangentes con estas pendientes aparecen en la figura 7.1.5. 
Asi, parece que 


D X 2 X « (0.693) ■ 2 X y D X 3 X - (1.099) ■ 3 X . (7) 

En la medida de lo posible, quisieramos evitar factores numericos complica- 
dos como los de la ecuacion (7). Parece plausible que el valor m(a) definido en la 
ecuacion (5) es una funcion continua de a. En tal caso, entonces, como m(2) < 1 y 
w(3) > 1, la propiedad del valor intermedio implica que m(e) = 1 (exactamente) 
para algirn niimero e entre 2 y 3. Si utilizamos este numero particular e como base, 
entonces la ecuacion (6) implica que la derivada de la funcion exponencial 
resultante f(x) = e* es 




( 8 ) 


400 


Capitulo 7 / Funciones exponencial es y logaritmicas 


























Pendiente ~ 1.099 




(a) 


(b) 


Figura 7.1.5 Las graficas (a)y = T y (b)y = 3 X 



Asi, la funcion e* es su propia derivada. Llamamos a / (jc) = e? la funcion 
cxponcncial natural. Su grafica aparece en la figura 7.1.6. 

En la section 7.3 veremos que el numero e esta dado por el limite 

e = lim ( 1 + -) . (9) 

\ n) w 

Analizaremos este limite de manera numerica. Con una calculadora obtenemos 
los valores de la tabla en la figura 7.1.7. La evidencia sugiere (pero no demuestra) 
que e ~ 2.718 hasta tres cifras decimales. El numero e es uno de los mas 
importantes niimeros particulares en matematicas. Se sabe que es irrational; su 
valor hasta 20 cifras decimales es 

e « 2.71828 182845904523536. 


EJEMPLO 3 

(a) Si y = xV, entonces el hecho de que Dj? = e* y la regia del producto implican 


n 

H)" 

10 

2.594 

100 

2.705 

1,000 

2.717 

10,000 

2.718 

100,000 

2.718 


^ = (D,*V + x\D x e x ) = (2x)(e x ) + ( x 2 )(e x ) = (2x + x 2 )e x . 

(b) Si 

e x 

y = 7TT’ 

entonces con la regia del cociente se obtiene 


Figura 7.1.7 Estimation 
numerica del numero e 


dy _ {D x e x ){x + 1) - ( e x )D x {x + 1) _ (e x )(x + 1) - (^(1) 
dx (jc + l) 2 (jc + l) 2 


xe x 

= i^~0 2 ‘ 

FUNCIONES INVERSAS 


En cursos anteriores al calculo, se presenta la funcion logaritmo de base a log^v 
como “opuesta” a la funcion exponencial /(jc) = cf en base a > 1. Es decir, log^ 
es el exponente al que debemos elevar a para obtener jc. Asi, 
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y = log,,* si y solo si cP = x 


(10) 


Con a = 10, este es el logaritmo comun de base 10 log 10 x. 

EJEMPLO 4 


log io 1000 = 3 

pues 

1000 = 10 3 ; 

logio(O.l) = -1 

pues 

o 

II 

o 

1 

log 2 16 = 4 

pues 

16 = 2 4 ; 

log 3 9 = 2 

pues 

9 = 3 2 . 


Si y = log^v, entonces cP = * > 0. De aqui, se sigue que 

a' oe °* = x (11a) 

y 

\oga{a y ) = y. (lib) 

Asi, las funciones exponencial y logaritmica de base a son opuestos naturales, en 
el sentido de que cada una revierte el resultado de la aplicacion de la otra. Si 
aplicamos ambas de manera sucesiva (en cualquier orden), regresamos al inicio 
(figure 7.1.8). El ejemplo 5 muestra otras parejas familiares de funciones que son 
inversas entre si. 

V A 





V x 

Figura 7.1.8 Funciones inversas fyg. Cada una revierte el resultado de la otra. 


EJEMPLO 5 Las siguientes son un par de funciones inversas : 

f{x) = x+\ y g(*) = *-l. 

Sumar 1 y restar 1 son operaciones inversas; cualquiera de ellas revierte la otra. 
Tambien, duplicar y dividir a la mitad son operaciones inversas: 

f(x) = 2x y g(x) = j 

Una funcion puede ser su propia inversa: 
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-3 


Figura 7.1.9 La grafica de 
x - a y es la grafica de la funcion 
inversa y = log^x de la funcion 
exponencial cF. Aqui mostramos 
el caso a > 1. 


/(*) = - y g(x) = 

X X 

Elevar al cuadrado y extraer la raizcuadrada son operaciones inversas si solamente 
se utilizan numeros positivos: 

|/: (0, °° ) —> (0, oo ) y jg: (0, oo)_> (0,oo) 

[por f(x) = x 2 [por g(x) = Vx. 


Como f(x) = cF y g(x) = log^, cada par fy g de funciones dadas en el ejemplo 
5 tiene la propiedad de que 

/(«(*)) = * y *(/(*)) = * (12) 

para todo valor x en los dominios de g yf respectivamente. 


Definicion Funciones inversas 

Las dos funciones fy g son funciones inversas, o inversa una de otra, si 

□ El rango de valores de cada funcion es el dominio de definicion de la 
otra, y 

□ Las relaciones (12) son validas para toda x en los dominios de g yf 
respectivamente. 


Debemos tener cuidado al especificar los dominios de fy g para garantizar 
que se cumple la condition en (12). Por ejemplo, la regia f(x) =x 2 tiene sentido 
para todo numero real x, pero no es lo mismo que la funcion 

f(x)=£, x>0, 

que es la inversa de g(x) = Vic, x > 0. Pero las funciones 

f{x) = x 3 y g(x) = V7 

son inversas entre si, sin restriccion alguna sobre sus dominios naturales. 

Como a" > 0 para todax (como se muestra en la figura 7.1.3), esto implica que 
log^ esta defmida solamente parax > 0. Puesto que el intercambio de x y y en 
a y ~ x conduce a y = cF, se sigue de la ecuacion (10) que la grafica de y = log a x es 
la reflexion sobre la recta y = x de la grafica de y = cF y por tanto tiene la forma 
que se muestra en la figura 7.1.9. Puesto que a 0 = 1, tambien tenemos que 

logo 1 = 0, 

de modo que las intersecciones con los ejes en la figura son independientes de la 
eleccion de a. 

Podemos utilizar la relacion de funcion inversa entre log a xyo* para deducir, 
a partir de las leyes de los exponentes de la ecuacion (2), las siguientes leyes de 
los logaritmos: 

logoXy = logo x + logo y, log a- = logo x, 

* * (13) 

logo- = logo x - log 0 y, logo x y - y logo 

Verificaremos estas leyes de los logaritmos, en la seccion 7.2. 
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EJEMPLO 6 Un calculo tipico mediante las leyes de los logaritmos es 

logio(Tr) = logio3000 - log,o 17 = log 10 (3 ■ 10 3 ) - log I0 17 

= logio 3 + 3 log,o 10 - log,o 17 « 0.47712 + 3 1 - 1.23045; 
logio( 2 rr) “ 2.24667. 

Utilizamos una calculadora para determinar la aproximacion log, 0 
3 « 0.47712 ylog I0 17« 1.23045. 

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS 

Nuestro inheres en las parejas de funciones inversas en este momento surge del 
siguiente principio general. Cuando conocemos la derivada de cualquiera de dos 
funciones inversas entre si, entonces podemos utilizar la relacion de funcion 
in versa para descubrir la derivada de la otra funcion. El teorema 1 se demuestra 
por lo general en un curso de calculo avanzado. 


Teorema 1 Derivation de una funcion inversa 
Supongamos que la funcion ft sta definida en el intervalo abierto I y que 
f\x) > 0 para toda x en /. Entonces/ tiene una funcion inversa g, la fun- 
cion g es derivable y 


g to = 


1 

/' (g to) 


(14) 


para toda x en el dominio de g. 


COMENTARIO 1 El teorema es cierto tambien cuando reemplazamos la condi¬ 
tion f'(x) > 0 por la condition /' (x) < 0. Suponiendo que g es derivable, la formula 
de la derivada en la ecuacion (14) se puede obtener derivando ambos lados de la 
relacion funcion inversa 

/feto) 

Cuando derivamos cada lado, utilizando el hecho de que esta ecuacion sigue siendo 
una identidad en cierto intervalo y empleando la regia de la cadena en el lado 
izquierdo, el resultado es 


/'(#(*)) g'to = 1 . 

Cuando despejamos en esta ecuacion g'to, e l resultado es la ecuacion (14). 


COMENTARIO 2 La ecuacion (14) es facil de recordar en notacion diferencial. 
Escribamos * =/ (y) y y = g(x). Entonces dy/dx = g'(x) y dxldy =/'(y). Asi, la 
ecuacion (14) se convierte en la casi inevitable formula 


dy _ 1 
dx dx 
dy 


05) 
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A1 utilizar la ecuacion (15), es importante recordar que dy/dx se evalua en jc, 
mientras que dx/dy se evalua en el valor correspondiente de y, a saber, y = g(x). 


La funcion logaritmicag(jc) = Io&jc de base e es la funcion logaritmo natural. 
Se denota comunmente (por ejemplo, en las teclas de muchas calculadoras) 
mediante el simbolo especial In: 


In jc = log e JC. 


(16) 


La funcion logaritmo natural es la inversa de la funcion exponencial natural 
e*, de modo que 


y 


e ]nx=: x para todajc > 0 
ln(e v ) — x para toda jc. 


(17a) 

(17b) 


Puesto que D x e x - e? > 0 para toda jc, esto implica que la funcion In jc es 
derivable. Para determinar la derivada de la funcion 


w = In jc, 

seguiremos la prescription del comentario 1 (despues del teorema l)y comenza- 
remos con la ecuacion (17a) en la forma 

e“ = x, donde u~ In jc. 

Puesto que esta ultima ecuacion en realidad es una identidad (para jc > 0), la 
derivada del lado izquierdo con respecto de jc es tambien identica (para jc > 0) 
a la derivada del lado derecho con respecto de jc: 


D x {e u ) = D x jc. 

Derivamos con la ayuda de la regia de la cadena y vemos que 


{D„e“)j x = 1 . 


Pero la ecuacion (8) implica que D^ u = de modo que 


e 


a 



y por ultimo, 


du _ 1 1 _ 1 

dx € u € Xnx JC 


Por tanto, la derivada du/dx de la funcion logaritmo natural u = In jc esta dada por 

(18) 


D x In jc — —■ 

* JC 


Asi, In x es la funcion hasta ahora faltante cuya derivada es 1/jc. 

A1 igual que con las exponenciales, la derivada de una funcion logaritmica en 
una base distinta de e implica un factor numerico inconveniente. Por ejemplo, 
en la seccion 7.4 veremos que 
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_ , 0-4343 

D x logioJC «-. (19) 

JC 

El contraste entre las ecuaciones (18) y (19) ilustra una forma en que los logaritmos 
en base e son “naturales”. 

EJEMPLO 7 Determine la derivada de 

In jc 

Solucidn La ecuacion (12) y la regia del cociente implican 

dy _ ( D x In jc)(jc) - (In jc)(£>*jc) _ x (* n ^ _ 1 — l n x 

dx x 2 jc 2 jc 2 

EJEMPLO 8 Para determinar la derivada de h(x) — ln jc 2 , podemos aplicar ujna 
ley de los logaritmos para simplificar antes de derivar; es decir, 

h{x) = ln jc 2 = 2 ln jc, 


y por tanto 

h'(x) = 2 -Z>c(ln jc) = 

JC 


En nuestro analisis preliminar de esta section presentamos de manera 
informal 

□ El numero e = 2.71828, 

□ La funcion exponencial natural e*, y 

□ La funcion logaritmo natural lnjr. 

Nuestro estudio de las derivadas de e* y ln jc, dadas en las ecuaciones (8) y (18), 
deben considerarse como provisionales hasta tener un analisis mas completo de 
estas nuevas funciones en las secciones 7.2 y 7.3. En todo caso, esta breve 
introduction a la relacion entre las funciones exponenciales y las funciones 
logaritmicas debera ayudarle a comprender mejor el desarrollo sistematicode estas 
dos secciones. 

En las siguientes secciones de este capitulo veremos que las funciones e* y ln 
jc juegan un papel vital en el analisis cuantitativo de una amplia gama de fenomenos 
naturales, que incluyen el crecimiento de poblaciones, el decaimiento radiactivo, 
la difusion de epidemias, el crecimiento de inversiones, difusion de contaminantes 
y movimiento tomando en cuenta la resistencia. 


7.1 Problemas 


Util ice las l eyes de los exponentes para simplificar las expre- 
siones de los problemas l a 10. Escriba despues la respuesta 
como un entero. 

1. 2 3 ■ 2 4 2. 3 2 ■ 3 3 3. (2 2 ) 3 

4. 2 <23) 5. 3 s -3 -5 6. 10 10 -10-'° 


7. (2 ,2 ) l/3 8. (3 6 ) l/2 9. 4 s -2 - 6 10. 6 5 3 5 

Observe que log l0 100 = log, 0 10 2 = 2 log, 0 10 = 2. Utilice 
una tecnica similar para simplificar y evaluar (sin emplear 
una calculadora) las expresiones de los problemas 11 a 16. 
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11 . log 2 16 
14. log? 49 


12. log 3 27 
15. logio 1000 


13. log 5 125 
16. log i 2 144 

Utilice las leyes de los logaritmos para expresar los logarit- 
mos naturales de los problemas 17 a 26 en terminos de los 
tres numeros In 2, In 3 y In 5. 

17. In 8 18. In 9 19. In 6 20. In 15 

21. In 72 22. In 200 23. In £ 24. In ^ 

25. In g 26. In ± 

27. ^Cual es mayor, 2 (3 * o (2 3 ) 4 ? 

28. Evalue log 0 .5 16. 

29. Por inspection, determine dos valores de x tales que 
x 2 = 2*. 

30. Muestre que el numero log 2 3 es irrational. [Sugerencia: 
Suponga locontrario, que log 2 3 =p/q, donde pyq son enteros 
positivos, y exprese entonces la consecuencia de esta suposi- 
cion en forma exponencial. ^Bajo que condiciones puede una 
potencia entera de 2 ser igual a una potencia entera de 37] 

En los problemas 31 a 40, determine x sin emplear una 
calculadora. 

31. 2 X = 64 32. 10“" = 0.001 

33. 10~" = 100 34. (3") 2 = 81 

35. x x = x 2 (Determine todas las soluciones.) 

36. log, 16 = 2 37. log 3 x = 4 

38. e 5x = 1 39. 3e" = 3 

40. 2e~ lx = 5 


En los problemas 41 a 54, determine dy/dx. 
41. y = xe x 42. y = x 3 e x 


43. y - Vx e x 


45. y = - 2 


1 

44. y = -e x 
x 




47. y = , In x 48. y = x 2 In , 

49. y = Vjc In x 50. y = ^ 

Vx 

„ x 

SI* y - x 52. y = e x In x 

e x ' 

53. y = lnx 3 [Esto significa ln(x 3 ).] 

54. y = In Vx 

55. Utilice la regia de la cadena para deducir de Dy? = # que 

= ke^, si k es una constante. 


Aplique la formula del problema 55 para determinar las 
derivadas de las funciones en los problemas 56 a 58. 

56. /(x) = e 3 " 

57. /(x) = e x/l ° 

58. /(x) = 

59. Sustituya 2 = e ]nl en P(t) = 2aplique entonces la regia 
de la cadena para mostrar que P\t) - 2^1n 2. 

Utilice el metodo del problema 59 para determinar las deri¬ 
vadas de las funciones en los problemas 60 a 63. 

60. P(t) = 10' 61. P(t) = 3' 

62. P(t) = 2 3 ' 63. P(t) = 2“' 

64. Una poblacion P(t) de bacterias (en millones) en el 
instante t (en horas) es inicialmente (en el instante / = 0) de 

1 (millon). Si la poblacion se duplica cada hora, entonces la 
poblacion en el instante t ^ 0 esta dada por P(t) = 2 l . Utilice 
el resultado del problema 59 para determinar la razon instan- 
tanea de crecimiento (en millones de bacterias por hora) de 
esta poblacion (a) en el instante t = 0; (b) despues de 4 horas 
(es decir, en el instante t = 4). [Nota: El logaritmo natural de 

2 es In 2 ~ 0.69315.] 

65. Repita el problema 64 bajo la hipotesis de que la 
poblacion de bacterias P(t) se triplica cada hora, de modo que 
P(t) = 3 l (millones) en el instante ^0. [Nota: El logaritmo 
natural de 3 es In 3 ~ 1.09861.] 


7.1 Proyecto A 


Usted puede analizar desde el punto de vista numerico el limite 

m(a) = lim -—-—- 
h-+0 h 

en la ecuacion (5) utilizando una calculadora o computadora con la que se pueda 
definir y calcular rapidamente la funcion 


4>{h) = 


- 1 
h 


(con a fijo) para valores cada vez mas pequehos de h. 
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a 

m(a ) 

2 

0.6931 

2.7 

0.9933 

i 

i 

e 

1.0000 

T 

T 

2.8 

1.0296 

3 

1.0986 


Figura 7.1.10 Acercamiento al 
numero e 


Por ejemplo, calculamos <p(h) con a = 2 y con a = 3 para h = 0.1, 0.01, 0.001, 
. . ., y concluimos que 


mientras que 


m(2) - 0.6931 < 1, 


m(3) - 1.0986 > 1. 


Esto implica que el misterioso numero e para el que 

m(e) = 1 

esta en algun punto entre 2 y 3. 

De hecho, la interpolacion entre los valores m( 2) = 0.6931 y m( 3) « 1.0986 
sugiere que e = 2.7 o e = 2.8. Analice los valores m( 2.7) y m(2.8) para verificar los 
datos que se muestran en la figura 7.1.10. 

Continue de esta manera para acercarse al numero e. No concluya hasta 
convencerse de que e~ 2.718 con una precision de tres cifras decimales. 


* La seccion 7.1 fue un panorama informal de las funciones exponenciales y 

El logaritmo natural logaritmicas. Ahora presentamos un desarrollo mas sistematico de las propiedades 

de estas funciones. 

Es mas sencillo hacer que la definicion del logaritmo natural sea nuestro punto 
de partida. Guiados por los resultados de la seccion 7.1, queremos definir In jc para 
A' > 0 de modo que 

In 1 =0 y D x lnjc = ^- (0 

Para esto, recordemos la parte 1 del teorema fundamental del calculo (seccion 5.5), 
de acuerdo con la cual 


D x 


f'x 

m dt = f(x) 
J n 


si /es continua en un intervalo que contiene a a y x. Para que In jc satisfaga las 
ecuaciones en (1), consideramos a = 1 yf(t) = 1 It. 



Figura 7.2.1 La funcion 
logaritmo natural definida 
por medio de una integral 


Definicion El logaritmo natural 

El logaritmo natural In x del numero positivo x se define como 



( 2 ) 


Observe que In x no esta definida para jc ^ 0. Geometricamente, In x es el area 
bajo la grafica de y= \!t de / = 1 a t = x si x > 1 (figura 7.2.1), el negativo de esta 
area si 0 < x < 1 y 0 si jc = 1. El hecho de que D x In x = 1 / jc es una consecuencia 
inmediata del teorema fundamental del calculo. Por el teorema 3 de la seccion 2.4, 
el hecho de que la funcion In jc sea derivable para x > 0 implica que es continua 
para x > 0. 
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LA GRAFICA = In x 



Figura 7.2.2 La grafica de la 
funcion logaritmo natural 


Puesto que D x In x = 1/x > 0 para x > 0, vemos que In x debe ser una funcion 
creciente. Ademas, puesto que la segunda derivada 


D x 2 \n x = D x \-\ = - —, 


1 


es negativa para x > 0, el teorema 2 de la seccion 4.6 implica que la grafica de 
y = In x es concava hacia abajo en todo punto. Mas adelante, en esta seccion 
utilizaremos las leyes de los logaritmos para mostrar que 


lim In x = -oo (3) 

x —► o + 

y que 


lim In x = +oo. (4) 

x -> +CO 

Al reunir todos estos hechos, vemos que la grafica de la ecuacion y=lnx tiene la 
forma que se muestra en la figura 7.2.2. 


DERIVADAS E INTEGRALES QUE 
INVOLUCRAN LOGARITMOS 


Cuando combinamos la formula D v ln x= 1/* con la regia de la cadena, obtenemos 
la formula de derivation 


D x In m = 


D x u 


I ^ 

u dx 


(5) 


En este caso, it = u(x) denota una funcion derivable positiva dejc. 


EJEMPLO 1 Si y = ln(x 2 + 1 ), entonces la ecuacion (5), con u = x 2 + 1 implica 

dy = D x (x 2 + 1) = 2jc 
dx jc 2 + 1 jc 2 + r 

Siy = In V x 2 + 1, entonces, con u = V x 2 + 1, obtenemos 

dy _ D x Vx 2 + 1 _ 1 x _ x 

dx Vx 2 + 1 Vx 2 + 1 Vx 2 + 1 + 1 ‘ 

Estas dos derivadas son congmentes con el hecho de que 


In Vx 2 + 1 = { l n U 2 + 0- 


EJEMPLO 2 Para derivar/(x) = (In x) 2 , podemos utilizar la regia de la cadena 
con u = In x. Esto implica 


/'(x) = D x (In x) 2 


i o 

D x (u 2 ) = 2u —■ = 2(ln x)D x In x = - In x. 
dx x 


La funcion/(x) = In |x | esta definida para toda x ^ 0. Si x > 0, entonces 
x | =x y, en este caso, 
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fix) = D* In x = 

JC 

Pero si jc < 0, entonces \x I = -jc, de modo que 


f'{x) = D x ln(-jr) = — = - . 

X X 


[En el segundo calculo, utilizamos la ecuacion (5) con u = -jc.] Asi, hemos 
mostrado que 


D x lnU 


JC 


(jc^O) 


( 6 ) 


sin importar que jc sea positivo o negativo. 

Cuando combinamos la ecuacion (6) con la regia de la cadena, obtenemos la 
formula 


D x u _ 1 du 
u u dx" 

que es valida siempre que la funcion u = u(x) sea derivable y distinta de cero. 
La ecuacion (7) es equivalente a la formula integral 


D x In u 


o simplemente 


/ dx = ln ^l + c ’ 

f ^ = ln| « I + C. 


(8) 


EJEMPLO 3 Si a' > 0, entonces la ecuacion (8), con u = 4jc + 3, du = 4 dx implica 
dx 1 f 4 dx 1 f du 


4jc + 3 4J4jc + 3 4 J u 

= | ln| u | + C = ^ ln| 4x + 3 | + C = ^ ln(4jr + 3) + C. 

EJEMPLO 4 Con u = cos jc, la ecuacion (7) implica 

^ , . , D x cos jc -sen jc 

D x In cos jc = - = - = -tan jc. 

COS JC COS JC 


EJEMPLO 5 Con u- x 1 - 1,1a ecuacion (8) implica 


2jc 


jc 2 - 1 


dx = In I x 2 - 1 I + C = 


ln(jc 2 — 1) + C si | jc | > 1 ; 

ln(l - jc 2 ) + C si | jc| < 1 . 


Observe la dependencia de la formula de los casos | jc | > 1 o | jc | < 1. Por ejemplo, 


= In 15 — In 3 = In 5, 


f 2 jc 

- 

l 2 x>-l dX = 

ln(j: 2 - 1) 


mientras que 

-3/4 


2jc 


dx = 


ln(l - jc 2 ) 


3/4 , 7 , 8 63 

= In — - In - = In . 
i/3 16 9 128 
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Ahora empleamos nuestra capacidad de derivation de los logaritmos para 
establecer de manera rigurosa las leyes de los logaritmos. 


Teorema 1 Leyes de los logaritmos 

Si x y y son numeros positivos y r es un numero raeional, entonces 


\nxy = lnx + In y; 


Ini 


lnl 


X 

V J 

(x > 

y 

v ) 


= -In x; 


= In x- In y ; 


In (x*) = r lnx. 

En la seccion 7.4 eliminaremos la restriction de que r sea raeional 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


Demostracidn de la ecuacidn (9) Por el momento fijamos y, de modo que, en 
lo sucesivo, podemos considerar x como la variable independiente y y como una 
constante. Entonces 


A 


llw = £M = z,i = alni , 

xy xy x 


Por tanto, In xy y In x tienen la misma derivada con respecto de x. Integramos 
ambos lados y concluimos que 


In xy = In x + C 

para alguna constante C. Para evaluar C, sustituimos x = 1 en ambos lados de la 
ultima ecuacion. El hecho de que In 1 = 0 implica entonces que C = \ny, lo cual 
establece la ecuacion (9). □ 


Demostracidn de la ecuacidn (10) Derivamos ln(l/.r): 

ft fin -) = -f- = -- = D,(-ln x). 

\ X / ]_ X 

X 

Asi, ln(l/x) y -In x tienen la misma derivada. Por tanto, una integration implica 



donde C es una constante. Sustituimos x = 1 en la ultima ecuacion. Como In 1 = 0, 
esto implica que C = 0, lo que demuestra la ecuacion (10). □ 


Demostracidn de la ecuacidn (11) Como x/y = x ■ (1 /y), la ecuacion (11) es una 
consecuencia inmediata de las ecuaciones (9) y ( 10 ). □ 

Demostracidn de la ecuacidn (12) Sabemos que D x x r = r ^ -1 si r es raeional, 
por lo que 

rx r ~ 1 r 

At (In x r ) = — 7 - = - = D x (r In x). 
x x 
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Una integration implica entonces 

ln(jU) = r In x + C 

para cierta constante C. Como antes la sustitucion de x = 1 muestra que C = 0 Jo 
que demuestra la ecuacion (12). En la section 7.4 mostraremos que la ecuacion 
( 12 ) es valida sin importar que r sea racional o no. □ 

Las demostraciones de las ecuaciones (9), (10) y (12) son muy similares: 
derivamos el lado izquierdo, aplicamos el hecho de que dos funciones con la 
misma derivada (en un intervalo) difieren en una constante C (en ese intervalo) y 
evaluamos C utilizando el hecho de que In 1 = 0. 

Las leyes de los logaritmos se pueden utilizar con frecuencia para simplificar 
una expresion antes de derivarla, como en los ejemplos 6 y 7. 

EJEMPLO 6 Si/(x) = ln(3x + l) 17 , entonces 
f'{x) = D x ln(3jc + l ) 17 = D x [\l ln(3jc + 1)] = 17 = ^Ly. 
EJEMPLO 7 Determine dy/dx, dado 

, V* 2 + 1 

y = In —. 

^TT 

Solution La derivation inmediata requiere el uso de la regia del cociente y la 
regia de la cadena (varias veces), trabajando todo el tiempo con una fraction 
complicada. Nuestro trabajo se facilita si utilizamos primero las leyes de los 
logaritmos para simplificar la formula d ty\ 

y = ln[(jc 2 + l) l/2 ] - ln[(jc 3 + 1 ) 1/3 ] = \ ln(x 2 + 0 - 5 ln(jc 3 + 1 ). 

Ahora, no es problema determinar dy/dx: 

dy _ 1 / 2x \ _ j_ / 3 jc 2 \ _ jc _ jc 2 

dx 2 \x 2 + 1 / 3 \x 3 + 1 / jc 2 + 1 jc 3 + 1’ 


LIMITES QUE IMPLICAN In a: 



Ahora estableceremos los limites de In x cuando x —> 0 + y cuando x —> + co, como 
lo establecen las ecuaciones (3) y (4). Puesto que In 2 es el area bajo y = \/x 
de x = 1 a x = 2, podemos inscribir y circunscribir un par de rectangulos (figura 
7.2.3) y concluir que 


\ < In 2 < 1 . 

Dado un numero positivo grandex, sea n el maximo entero tal quex > 2 n . Entonces, 
debido a que In x es una funcion creciente, la ley de los logaritmos en la ecuacion 
( 12 ) implica 


Figura 7.2.3 Usode In jc > ln(2") = n In 2 > 

rectangulos para estimar In 2 
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0 4 8 


x 

Figura 7.2.4 y=lnjcpara jc^IO 



Figura 7.2.7 Aqui se expresa 
graficamente el hecho de que 
In e = 1 



Figura 7.2.5 y = In jc para jc£ 1000 Figura 7.2.6 y = In jc para jc ^ 1,000,000 


Puesto que n — » °° cuando jc —» °° , se sigue que podemos hacer In jc tan grande 
como queramos, si simplemente elegimos jc suficientemente grande. Esto demues- 
tra la ecuacion (4): 

lim In jc = + <*>. 

x —► +«> 

Para demostrar la ecuacion (3), utilizamos la ley de los logaritmos en la ecuacion 
(10) para escribir 

lim In jc = - lim ln(-) = - lim In y = — oo 

*-o + *-o + \x j 

haciendoy = 1 /jc y aplicando el resultado de la ecuacion (4). 

Las graficas de la funcion logaritmo natural que aparecen en las figuras 7.2.4 
a 7.2.6 indican que, aunque In jc —> + oo cuando jc —> + oo ? el logaritmo de jc 
aumenta muy lentamente. Por ejemplo, 

ln(1000) - 6.908, 

ln( 1,000,000) - 13.812 y ln( 1,000,000,000) - 20.723. 

De hecho, la funcion In jc crece mas lento que cualquier potencia entera de jc. Pero 
esto significa que 


In jc 

lim —— = 0 

x * 00 X 


(13) 


si n es un entero positivo fijo. Para demostrar esto, observemos primero que 


In x = 


dt 


dt 


"7 = +5 = 2{x 


1/2 


1 ), 


pues Mt ^ Mt m si t ^ 1. Por tanto, si jc > 1, entonces 


0<ln is ln is 2 _2 

JC n JC X X 

La ultima expresion de la derecha tiendea cero cuando jc —» +°<>. La ecuacion (13) 
es una consecuencia de la ley del sandwich para limites. Ademas, este argumento 
muestra que el entero positivo n de la ecuacion (13) se puede reemplazar por 
cualquier numero racional k ^ 1 . 

Como In jc es una funcion creciente, la propiedad del valor intermedio implica 
que la curva y = In jc corta la recta horizontal y = 1 precisamente una vez. La abscisa 
del punto de interseccion es el importante numero e = 2.71828 mencionado en la 
seccion 7.1 (vease figura 7.2.7). 
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Figura 7.2.8 

ejemplo 8 


Definicion de e 

El numero e es el unico numero real tal que 


In e = 1 . 

(14) 


La letra e ha sido utilizada para denotar el mimero cuyo logaritmo es 1, desde 
la primera vez que se empleo dicho numero, por parte del matematico suizo 
Leonhard Euler (1707 - 1783), quien utilizo e de “exponencial”. 

EJEMPLO 8 Bosqueje la grafica de 


X 


x > 0 . 


Solution Primero calculamos la derivada 


/'(*) = 


- x — (In x) ■ 1 
x 


1 — In x 


Asi, el unico punto critico aparece cuando In x = 1; es decir, cuando x = e. Como 
f\x) > 0 si x < e (cuando In x < 1) y /'(x) < 0 si x > e (cuando In x > 1), vemos que 
/es creciente si x < e y decreciente si x > e. Por tanto,/tiene un maximo local en 
x = e. 

La segunda derivada de/es 


-x 2 - (1 - In x) ■ 2 x 


f"(x) = 


2 In x - 3 


de modo que el unico punto de inflexion de la grafica es donde In x = \\ es decir, 
enx = 4.48. 

Como 


La grafica del 


In x 

lim -= -oo 

v-0 + X 


In x 

lim -= 0 

x 


(consecuencias de las ecuaciones (3) y (13), respectivamente), concluimos que la 
grafica de/tiene la apariencia de la figura 7 . 2 . 8 . 
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LOGARITMOS Y DATOS EXPERIMENT ALES 

Ciertos datos empiricos se pueden explicar suponiendo que la variable dependiente 
observada es una funcion potencia de la variable independiente jc. En otras 
palabras,y queda descrita mediante un modelo matematico de la forma 

y = kx m , 

donde k y m son constantes. En tal caso, las leyes de los logaritmos implican que 

In y = In k + m In jc. 

Entonces, un experimentador puede graficar los valores de In y contra los valores 
de In x. Si es valido el modelo de la funcion potencia, los puntos resultantes de los 
datos estaran en una linea recta de pendiente m y ordenada al origen In k (figura 
7.2.9). Esta tecnica facilita ver si los datos estan sobre una linea recta o no. En 
caso afirmativo, esta tecnica tambien facilita leer la pendiente y la ordenada al 
origen y con ello determinar los valores de k y m. 

EJEMPLO 9 (Movimiento de los planetas) La tabla de la figura 7.2.10 da el 
periodo de revolution Ty el semieje mayor a de la orbita eliptica de cada uno de 
los primeros seis planetas en tomo del Sol, junto con los logaritmos de estos 
numeros. Si graficamos T contra In a , se puede ver de inmediato que los puntos 
resultantes estan en una linea recta de pendiente m = f Por tanto, Ty a satisfacen 
una ecuacion de la forma T= ka m , de modo que 

T 2 = Ca\ 

Esto significa que el cuadrado del periodo T es proporcional al cubo del semieje 
mayor a. Esta es la tercera ley de Kepler para el movimiento de los planetas, la 
cual fue descubierta de manera empirica por Johannes Kepler (1571-1630) en 
1619. 


Figura 7.2.10 Datos del 
ejemplo 9 


7.2 Problemas 

Derive las funciones dadas en los problemas l a 18. 

1. /(jc) = ln(3;c - 1) 2. /(jc) = ln(4 - jc 2 ) 

3. /(jc) - InVl + 2jc 4. /(jc) = ln[(l + jc) 3 ] 

5. f(x) = ln^jc 3 - jc 6. /(jc) = ln(sen 2 jc) 

7. /(jc) = cos(ln jc) 8. /(jc) = (In jc) 3 

9. f(x) = 10. f(x) = ln(ln x) 

11. f(x) = ln(jcVjc 2 + 1) 12. g{t) = ln(/ + 1) 


13. /(jc) = ln(cos jc) 
15. f(t) = t 2 ln(cos 0 
17. g(t) = t {In tf. 


14. /(jc) = ln(2 sen jc) 

16. /(jc) = sen (In 2jc) 

18. g(0 = V; [cos(ln t)f 


En los problemas 19 a 28 1 aplique las leyes de los logaritmos 
para simplificar las funciones dadas; escriba a continuacion 
su derivada. 

19. /(jc) - ln[(2jc + 1) 3 (jc 2 - 4) 4 ] 


20. /(jc) = In 


21. /(jc) = In 
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22. f(x) = In jj 
24. f(x) = a: 2 In 
26. fix) = In ^ 
28. /(x) = In — 


V4x - 7 
(3x - 2) 3 

ln 2rVr 

V* + 1 
(x ~ l) 3 
senx 
cos x 


23. f(x) = In 


25. g{t) = In -r 


27. fix) = In 


En los problemas 29 a 32, determine dy/dx mediante deriva¬ 
tion implicita. 


29. y = x In y 
31. xy = ln(seny) 


30. y = (In x)(ln y) 

32. xy + x 2 (ln y) 2 = 4 


57. Demuestre que si x £ 1, entonces 

ln(x + Vx 2 - l) = -ln(x - Vx 2 - l). 

58. Determine una formula para f^ n \x), dada fix) = In x. 

59. Se miden el ritmo cardiaco R (en latidos por minuto) y el 
peso W (en libras) de varios mamiferos, con los resultados 
que se muestran en la figura 7.2.11. Utilice el metodo del 
ejemplo 9 para determinar una relacion entre ambas cantida- 
des, de la forma R = kW m . 


w 

25 

67 

127 

175 

240 

975 

R 

131 

103 

88 

81 

75 

53 


Figura 7.2.11 Datos del problema 59 


Evalde las integrales indefinidas en los problemas 33 a 50. 


dx 

2x ~ 1 
x 

1 + 3x 2 


37 - U,4 + J +l ^ 38 


39. J - (In a:) 2 dx 

V 


•M 

• f — 

J x In 


dx 

3* + 5 

v 2 


a 3 

4 - X 3 

cos x 
1 + sen x * 

—?—dx 


2x + 1 
x 2 + x + \ 


dx 44. 


x 2 + 2x + 3 


„ flnU 3 ) . 

46. - dx 

J * 


f sen 2x I dx 

47. --— dx 48. — - - 

J 1 - cos 2x J x(ln x) 2 

f x 2 — 2x 

49. —--—--- dx 

J jc 3 — 3jc 2 H- 1 

50. f — _ . —-=- [ Sugerencia : Sea u = 1 + 'Tx. ] 

J Vx(\ +\G) s 

Aplique la ecuacion {13) para evaluar los limites de los 
problemas 51 a 56. 


51. lim 


In Vx 


52. lim 


53. lim 


[Sugerencia: Sustituya x = u 1 .] 


54. lim x In x [Sugerencia: Sustituya x = 1 /«.] 

55. lim Vx In x 56. lim ^ 

X -* 0 + JT oo r 


60. Durante la expansion adiabatica de cierto gas diatomico, 
su volumen V (en litros) y presion p (en atmosferas) se miden, 
con los resultados que aparecen en la figura 7.2.12. Utilice el 
metodo del ejemplo 9 para determinar una relacion entre Fy 
p de la forma p =kV m . 


V 

1.46 

2.50 

3.51 

5.73 

7.26 

P 

28.3 

13.3 

8.3 

4.2 

3.0 


Figura 7.2.12 Los datos del problema 60 

61. Sustituya y = x? y despues aplique la ecuacion (13) para 
demostrar que 

In x 

lim-= 0 siO <p< 1. 

* —“ X P 

62. Deduzca del resultado del problema 61 que 

lim 0^ _ 0 si A > 0. 

X — °o X 

63. Sustituya y- \/x y despues aplique la ecuacion (13) para 
mostrar que 


lim x* In x = 0 

X 0 + 


si k > 0. 


Utilice los limites de los problemas 61 a 63 como ayuda para 
bosquejar las graficas, para x > 0 ,de lasfunciones dadas en 
los problemas 64 a 67. 

64. y = x In x 65. y = x 2 In x 


66. y = Vx In 


s-t In x. 

6ry v; 


68. El problema 26 de la seccion 5.9 le pide que muestre 
mediante integration numerica que 

r£<,< r*. 

Ji x Ji x 

Explique con cuidado por que este resultado muestra que 
2.7 <e <2.8. 
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69. Si n moles de un gas ideal se expande a temperatura 
constante T , entonces la presion y el volumen satisfacen la 
ecuacion del gas ideal pV = nRT(n y R son constantes). Con 
la ayuda del problema 22 de la seccion 6.6, muestre que el 
trabajo W realizado por el gas al expandirse del volumen F, 
al volumen V 2 es 

W = nRT 

y\ 

70. El “cuemo de Gabriel” se obtiene al girar en tomo del eje 
jc la curvay = 1/jc, jc ^ 1 (figure 7.2.13). Sea A b e 1 area de su 



Figura 7.2.13 El cuerno de Gabriel (problema 70) 


7.2 Proyecto 


superficie, dejt=lajt = 6>l. Muestre que A b £ 2;rln b, de 
modo que, en consecuencia, A b —» + °o cuando b —» + °°. 
Asi, el area de la superficie del cuemo de Gabriel es infinita. 
^Es su volumen finito o infinito? 

71. De acuerdo con el teorema de los numeros primos, con- 
jeturado por vez primera por el gran matematico aleman Carl 
Friedrich Gauss en 1792 (a la edad de 15 anos) pero demos- 
trado hasta 1896 (de manera independiente por Jacques Ha- 
damard y C. J. de la Vallee Poussin), la cantidad de numeros 
primos entre los enteros positivos grandes a y b (a < b) es 
aproximada de forma muy cercana por la integral 



Las aproximaciones mediante los puntos medios y el trapecio 
con n = 1 subintervalo proporcionan una subestimacion y una 
sobreestimacion del valor de esta integral (^Por que?) Calcule 
estas estimaciones, con a = 90,000 y b = 100,000. La verda- 
dera cantidad de numeros primos en este rango es 879. 


El hecho de que el numero e satisfaga (por definition) la ecuacion 



sugiere la posibilidad de utilizar la integration numerica para estudiar el valor de 
e. Puede verificar que 

e«2.71828. 

El objetivo de este proyecto es encerrar al numero e entre aproximaciones nu- 
mericas cada vez mas cercanas, intentando determinar el limite superior b de modo 
que el valor de la integral 



sea lo mas cercano posible al valor deseado 1. 

Puede utilizar toda la tecnologia de computo a su alcance. Por ejemplo, con 
b = 2 y n = 50, un programa de aproximacion de Simpson daria la suma 0.6931; 
con b - 3 y n = 50, se obtiene la suma 1.0986. Estos resultados muestran que b = 
2 es demasiado pequeno y que b = 3 es demasiado grande, para obtener el valor 1 
de la integral en la ecuacion (16). Asi, 2 < e < 3. 

La interpolacion entre 0.6931 y 1.0986 sugiere que intente con los limites 
superiores b = 2.6, b = 21 y posiblemente b = 2.8. De hecho, debe obtener las 
sumas 0.9933 y 1.0296, respectivamente, al emplear b = 2.7 y b = 2.8 (y n = 100). 
Asi, esto implica que 2.7 < e < 2.8. 

Al encerrar cada vez mas a e , necesitara aumentar el numero de cifras 
decimales desplegadas y el numero de subintervalos utilizados en la aproximacion 
de Simpson para mantener la precision, que cada vez es mayor. Continue hasta 
encerrar e entre dos aproximaciones de siete cifras decimales, de modo que ambas 
se redondeen a 2.71828. 


Seccion 7.2 / El logaritmo natural , 
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La funcion 
exponencial 



Figura 7.3.1 Para obtener x = 
exp y, se traza una recta 
horizontal desde el ejey a la 
graficay - In jc; entonces se traza 
una recta vertical hacia abajo (o 
hacin arriba) al eje x 



Figura 7.3.2 Las graficas y = e x 
y y - In jc son reflexiones una de 
otra con respecto de la recta de 
45°y = x 


En la seccion 7.2 vimos que la funcion logaritmo natural In jc es continua y 
creciente para jc > 0 y que alcanza numeros positivos y numeros negativos 
arbitrariamente grandes [debido a los limites de las ecuaciones (3) y (4) de la 
seccion 7.2]. Esto implica que In jc tiene una funcion inversa definida para toda jc. 
Para ver esto, seay un numero real (fijo) cualquiera. Si a y b son numeros positivos 
tales que In a < y < In b, entonces, por la propiedad del valor intermedio existe 
un numero jc > 0 con jc entre a y 6, tal que In jc = y. Como In jc es una funcion 
creciente, existe solamente un numero jc tal que In jc = y (figura 7.3.1). Como y 
determina precisamente un valor jc, vemos que jc es una funcion dey. 

Esta funcion x de y es la funcion inversa de la funcion logaritmo natural, y se 
le llama la funcion exponencial natural. Se denota comunmente por exp (de 
exponencial), de modo que 

jc = exp y siempre que y - In jc. 

Intercambiamos xyy para obtener la siguiente definition. 


Definition La funcion exponencial natural 

La funcion exponencial natural exp esta definida para toda jc como 
sigue: 

expx=y si y solo si \ny=x. (1) 


Asi, exp jc es simplemente aquel numero (positivo) cuyo logaritmo natural es 
jc. Una consecuencia inmediata de la ecuacion (1) es que 

( 2 ) 


ln(exp jc) = jc para toda jc 


y que 


Como en el caso d 


exp(ln y)=y para toda y > 0. 


(3) 


le las graficas de y = a x y y = log a jc analizadas de manera 
informal en la seccion 7.1, el hecho de que exp x y In jc sean funciones inversas 
implica que las graficas de y = exp x y y = In x sean reflexiones una de otra con 
respecto de la recta y = x (figura 7.3.2). Por tanto, la grafica de la funcion 
exponencial es como la que se muestra en la figura 7.3.3. En particular, expx es 
positiva para toda x, y 

exp 0=1, 


lim exp x = +oo ? 

X —» 3C 

lim exp x = 0. 


(4) 

(5) 

( 6 ) 


Estos liechos son consecuencia de la ecuacion In 1 = 0 y de los limites de las 
ecuaciones (3) y (4) de la seccion 7.2. 

Recordemos de la seccion 7.2 que definimos al numero e ~ 2.71828 como el 
numero cuyo logaritmo natural es 1. Si r es cualquier numero racional, esto im¬ 
plica que 


ln(e r ) = r In e = r. 

Pero la ecuacion (1) implica que ln(e r ) = r si y solo si 


exp r = e r . 
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Figura 7.3.3 La grafica de la 
funcion exponential, exp 


Por tanto, exp jces igual ae* (e elevado a la potential) si jc es un numero racional. 
Por tanto, defimmos e* para valores irracionales y valores racionales de jc como 

e x = exp jc. (7) 

Este es nuestro primer ejemplo de potencias con exponentes irracionales. 

La ecuacion (7) es la razon por la que se le llama exp a la funcion exponencial 
natural. Con esta notation, las ecuaciones (1) a (3) son 

si y solo si lny = jc, (8) 

ln(e*) = jc para toda jc, y (9) 

e^ x = jc para toda jc > 0. (10) 

Para justificar la ecuacion (7), debemos mostrar rigurosamente que las potencias 
de e satisfacen las leyes de los exponentes. Podemos hacer esto inmediatamente. 


Teorema 1 Leyes de los exponentes 

Si jc y y son numeros reales y r es racional, entonces 


e x e y = e x * y , 

(11) 

-x 1 

6 ~ ’ y 

(12) 

(e x ) r = e rx . 

(13) 


Demostrucion Las leyes de los logaritmos y la ecuacion (9) implican 
\n(e x e y ) = ln(e x ) + ln(e*) = jc + y = \n(e x+y ). 

Asi, la ecuacion (11) es consecuencia del hecho de que In es una funcion creciente 
y por tanto es inyectiva (si jc! * jc 2 , entonces In jc! * In jc 2 ). De manera analoga, 

\n([e x ] r ) = r \n(e x ) = rjc = \n(e rx ). 

De modo que la ecuacion (13) se obtiene de la misma forma. La demostracion de 
la ecuacion (12) es casi identica. En la section 7.4 veremos que la restriction 
de que r sea racional en la ecuacion (13) es innecesaria; es decir, 

(e x ) y = 

para todos los numeros reales jc y y. □ 

DERIVADAS E INTEGRALES DE EXPONENCIALES 

Como e x es la inversa de la funcion derivable y creciente In jc, el teorema 1 de la 
section 7.1 implica que e x es derivable, y por tanto, tambien es continua. Asi, 
podemos derivar ambos lados de la ecuacion (en realidad, la identidad) 

ln(e x ) = jc 

con respecto de jc. Sea u = e x . Entonces esta ecuacion se convierte en 

In u — jc, 
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y las derivadas tambien deben ser iguales: 


Asi, 


es decir, 


1 du 
u dx 


(porque u > 0). 


du 

dx 


u = e 


D x e x = e x 


( 14 ) 


como indicamos en la section 7.1. 

Si u denota una funcion derivable dejt, entonces la ecuacion (14) y la regia 
de la cadena implican 


D x e u = e? 


du 


(15) 


La formula correspondiente de integration es 

| e u du - e u + C. 


(16) 


El caso especial de la ecuacion (15) con u = kx(k constante) es importante: 

D x e kx = ke kx . 

Por ejemplo, D x e Sx = 5^ x . 


EJEMPLO 1 Determine dy/dx , dado y = e^. 
Solution Con u = VT, la ecuacion (15) implica 


dy 

dx 



e 


vs 


2\fx' 


EJEMPLO 2 Si y = x 2 e~ 2x , entonces la ecuacion (15) y la regia del producto 
implican 


dy 

dx 


(. D x x 2 )e 2x3 + x 2 D x (e 2x3 ) = 2xe 2x3 + x 2 e 2x3 D x (- 2x 2 ) 
2xe~ 2x3 + jc 2 e ^ 2x3 (— 6 jc 2 ). 


Por tanto, 


= {2x - 6x 4 )e 2x3 . 


EJEMPLO 3 


Determine 



dx. 


Solution Sustituimos u - -3x 2 , de modo que du = -6x dx. Entonces tenemos 
x dx = ~\ du , y en consecuencia obtenemos 


xe 


3x" 


dx = - \ e u du = -\e u + C = -\e 


+ C. 
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ORDEN DE MAGNITUD 


La funcion exponencial es importante por su rapidez de crecimiento al aumentar 
x . De hecho, cuando x —> + 00 ,^ crece mas rapidamente que cualquier potencia 
fija de*. En el lenguaje de limites, 

x k 

lim — = 0 para cualquier k> 0 fijo. (17) 

X —* 00 £ 

De manera altemativa, 

e x 

lim — k = +00 para cualquier k> 0 fijo. (17') 

Puesto que aim no hemos defmidox*para valores irracionales de jfc, demostramos 
la ecuacion (17) para el caso en que k es racional. Una vez que sepamos que (para 
x > 1) la funcion potencia x k es una funcion creciente de k para toda jfc, entonces 
podremos obtener el caso general. 

Comenzamos obteniendo los logaritmos. Tenemos que 

Como deducimos [de la ecuacion (13) de la seccion 7.2] quejt/(ln x) —> +00 cuando 
x —> + 00 ? esto permite ver que 


/ e x \ 

lim In — 

\x ) 


+ 00. 


Por tanto, e x /x k —> + 00 cuando jc —> + 00 9 demodoquehemosdemostradola 
ecuacion (17) y la (17'). La tabla de la figura 7.3.4 ilustra el limite en la ecuacion 
(17) para el caso k= 5. 


Figura 7.3.4 6rdenes de 
magnitud de jc 5 y e x 


x x 5 e x x 5 /e x 


10 

1.00 

X 

10 5 

2.20 

X 

10 4 

4.54 

X 

10° 

20 

3.20 

X 

10 6 

4.85 

X 

10 8 

6.60 

X 

10- 3 

30 

2.43 

X 

10 7 

1.07 

X 

10 13 

2.27 

X 

10" 6 

40 

1.02 

X 

10 8 

2.35 

X 

10 17 

4.35 

X 

l 0 -i° 

50 

3.13 

X 

10 8 

5.18 

X 

10 21 

6.03 

X 

10 -m 



i 



i 



i 




00 



00 



0 




Figura 7.3.5 La grafica de 
y ~ e* tiene el eje positivo jc 
como una asintota 


Aunque jc 5 —) + 00 ye v ->+00 cuando jc —» + 00 , vemos que & (la liebre) crece 
mas rapido que jc 5 (la tortuga), de modo que ;c 5 /e* —> 0. 

Si escribimos la ecuacion (17) en la forma 


lim 

X —* 00 


e x 

YJ? 


= 0, 


vemos que no solo e~ x tiende a cero cuando jt —> + 00 (figura 7.3.5), sino que lo 
hace mas rapido que cualquier potencia reciproca 1/jc*. 

Podemos usar las ecuaciones (17) y (17') para evaluar ciertos limites con las 
propiedades de estos. Por ejemplo, 


lim 


2e x — 3x 
3e x + x 3 


lim 

x -> 00 


2 - 3xe x 

3 + x 3 e~* 


2-0 
3 + 0 


2 

3' 
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EJEMPLO 4 Trace la grafica de/(x) = xe x . 


y 



Figura 7.3.6 Grafica de la 
funcion del ejemplo 4 


Solution La ecuacion (17) implica que/(x) —» 0 cuando x — > + °<> ? mientras que 
/(x) —» - °o cuando x — > - °o. Como 

f'(x) - e~ x - xe~ x = e _x (l — x), 

el unico punto critico de/esx = 1, dondey- = e _1 ~ 0.37. Ademas, 

f"(x) = ~e~ x (\ - x) + e“ x (-l) = e“ x (x - 2), 

por lo que el unico punto de inflexion aparece en x = 2, donde y = 2e~ 2 ~ 0.27. Por 
tanto, la grafica de/se asemeja a la figura 7.3.6. 


ELNUMERO e COMOUNUMITE 


Podemos establecer ahora la siguiente expresion limite para la funcion exponen- 
cial. 


e*=lim 

fl + *l 

n 1 

n 

n -» m 

^ ) 



(18) 


Comenzamos derivando In /, utilizando la definition de la derivada junto con el 
hecho de que ya sabemos que la derivada es 1 It. Asi, 

+ h\ 


1 ln(/ + h) - In / 1 

- = D, In t = lim ---= lim - In 

t *o h h-+o h 


(por las leyes de 
los logaritmos) 

(por la continuidad 
de la funcion) 

La sustitucion n = \/h nos permite escribir 


/ 


= lim In 


h -h 

► 0 

Lv t) . 


- 

/ 

= In 

lim 

1 + - 


h c 

•V t J 


1 

/ i V 

- = In 

lim 1 + - 

t 

fit) 


Entonces con la sustitucion x = 1 It obtenemos 


x 


In 


lim 1 



Con esto obtenemos la ecuacion (18), pues x = In y implica que e? = y. Si x = 1, 
obtenemos tambien la siguiente expresion importante de e como un limite: 


e 


lim 1 

n °° \ 



(19) 


7.3 Problemas 


Derive las funciones de los problemas 1 a 30. 

1. f{x) = e lx 2. fix) - e 3 *~' 

3. fix) = e* 1 = exp(;t 2 ) 4. fix) = e 4- * 3 


5. fix) = e Ux 
7. git) = te^ 

9. g{t) = it 2 - \)e~' 


6. fix) = x 2 e x 
8. git) = (e 2 ' + e 3 -) 7 
10. git) = Ve' - e - ' 
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11. g(l) = e cosl 
13. f(x) = cos(l - e~ x ) 
15. f(x) = ln(x + e~ x ) 
17. f(x) = e _2j: sen3j<: 
19. g(t) = 3(e' - In t) 5 

r, x 2 + lx 

21 - /(*) = —pr~ 

23. g(l) = ' " 


e* 

1 - e~ 


25. f(x) = 


t 

1 - 


27. /(x) = ^ 

29. /(x) =sen(2^) 

En los problemas 31 a 35, determine dy/dx media rite deriva¬ 
tion implicita. 


12. f(x)=xe senx 
14. f(x) =sQn 2 (e~ x ) 

16. f(x) = e*cos 2x 
18. g(0 = ln(te' 2 ) 

20. g(/) = sen(e') cos(e - ') 

1 + p l 

22. g(l) = 1 

1 - e' 

24. /(x) = 

26. /(x) = e^ x + e _v5 

28. /(x) = Ve^TT* 
30. f(x) = cos(e x + e~ x ) 


31. xe y = y 

33. e x + e y = e xy 
35. e x ~ y = xy 


32. sen (e**) = x 
34. x = ye y 


Determine las primitivas que se indican en los problemas 36 
a 53. 




e 3x dx 

37. 

j e 1 2x dx 

xe xl dx 

39. 

| x 2 e 2x3 -' dx 

Vxe 2xVx dx 

41. 

[ dx 

) 1 + e 2x 

(cos x)e scnjt dx 

43. 

j (sen2x)e 1_cos2 ' ,c 

[e x + e~ x ) 2 dx 

45. 

f x + e 2x 

2 . 2x dx 

1 x L + e lx 


/ 

44. J' 

46. J e 2x + 3 dx 
48. J x 2 e‘~ x3 dx 

f e u ' 

50. J 

52. J exp(x + e*) dx 


47 . J 

J 


re- ,2/2 dt 


dx 


1 + 


dx 


* 

53. V* exp(-V?) 

j 


Aplique la ecuacion il8) para evaluar ien terminos de la 
funcion exponential) los lunites en los problemas 54 a 58. 


54. lim ( 1 - 

2 \" 

56. lim ( 1 + — I 
3 n) 


2\ n 

55. lim ( 1 + - 
n 


57. lim(1 + h) l/h 

h -* o 
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58. lim (1 + 2 h) A [Sugerencia: sustituya k = 2 h.] 

h —> 0 

Evalue los limites en los problemas 59 a 62 aplicando el 
hecho hmx k e~ x = 0. 

T —> w 


e x 

59. lim - 

X -* 00 X 

e '^ x 

61. lim — 

X -’-0° X 


60. lim 

x ^™ vx 

62. lim x 2 e~ x 


En los problemas 63 a 65, trace la grdfica de la ecuacion 
dada. Muestre y etiquete todos los puntos extremos, los 
puntos de inflexion y las asintotas; muestre claramente los ti- 
pos de concavidad. 

63. y = x 2 e~ x 64. y = x 3 e~ x 

65. y = exp(-x 2 ) 

66. Determine el area bajo la grafica de^ = ^dex = 0ax=l. 

67. Determine el volumen generado al girar la region del 
problema 66 en torno del eje x. 

68. Sea R la figura plana acotada por abajo por el eje x , por 
arriba por la grafica de.y = exp(-x 2 ) y a sus lados por las lineas 
verticales x = 0yx=\ (figura 7.3.7). Determine el volumen 
generado al girar/? en torno del eje_y. 



Figura 7.3.7 La region del problema 68 

69. Determine la longitud de la curva y~ie x + e~ x )!2 de 
x = 0 a x = 1. 

70. Determine el area de la superficie generada al girar en 
torno del eje* la curva del problema 69 (figura 7.3.8). 
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71. Demuestre que la ecuacion e~ x = jc - 1 tiene una unica 
solucion. (La figura 7.3.9 puede ser util.) Despues utilice el 
metodo de Newton para determinar la solucion con una 
precision de tres cifras decimales. 



Figura 7.3.9 La solucion de la ecuacion e x - x -1 
(problema 71) 


72. Si una planta quimica despide una cantidad A de contami¬ 
nates en un canal en el instate t = 0, entonces la concentracion 
resultante de contaminate en el agua del canal de un pueblo a 
una distancia jc 0 no abajo de la planta en el instate t es 


C(0 = 




donde k es una constate. Muestre que la concentracion 
maxima en el pueblo es 

C =A 

'-'max 



73. Trace la grafica de /(jc) = xPe~ x para jc £ 0 (n es un entero 
positivo fijo, pero arbitrario). En particular, muestre que el 
valor maximo de /(jc) es f(n) = n n e~ n . 

74. Aproxime el numero e como sigue. Primero aplique la 
aproximacion de Simpson con n = 2 subintervalos a la integral 

J e x dx = e — 1 

para obtener la aproximacion 5e - 4- 7 ~ 0. Despeje e de 
esta ecuacion. 

75. Suponga que /(jc) = xPe~ x , donde n es un entero positivo 
fijo, pero arbitrario. Concluya del problema 73 que los nume- 
ros/(rt-l)y/(fl+ l)sonmenoresque f(n) = n n e~ n . Deduzca 
de esto que 



< e < 



-n 


Sustituya n = 1024 para mostrar que 2.716 < e < 2.720. 
Observe que 1024 = 2 10 , de modo que a mA se puede calcular 
facilmente con casi cualquier calculadora introduciendo a y 
despues elevando al cuadrado diez veces en sucesion. 

76. Suponga que la ecuacion cuadratica am 2 + bm + c = 0 
tiene dos raices reales m x y m 2 y suponga que C\ y C 2 son 
constantes arbitrarias. Muestre que la funcion 

y = y(x) = C,e m ' x + C 2 e m * 

satisface la ecuacion diferencial ay" + byf + c = 0. 

77. Utilice el resultado del problema 76 para determinar una 
solucion^ =^(jc) de la ecuacion differencial^" + y'- 2y = 0 
tal que_y(0) = 5 y/(0) =2. 


7.3 Proyecto 


En este breve proyecto de calculadora, usted utilizara el limite 

e = lim f 1 + -V (20) 

n) 

para estudiar numericamente el numero e. Suponiendo que el limite existe, puede 
“acelerar” la convergencia al limite calculando la cantidad (1 + 1 hi) n unicamente 
para cada potencia n = 2 k de 2 en vez de calcularla para cada entero positivo n. Es 
decir, consideremos la sucesion n - 1, 2, 4 ,8, . . . , 2\ . . . en vez de la sucesion 
n = 1, 2, 3, 4, . . . de todos los enteros positivos: 

e = + ?) • (21) 


Este metodo tiene la ventaja de que los terminos 





( 22 ) 


que tienden a e pueden calcularse “elevando al cuadrado de manera sucesiva”, ya que 


(x 2 ) 2 = x 4 


(X 4 ) 2 = 


- X s , 


(x s ) 2 = x 16 
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7.4 

Funciones 
exponenciales y 
logaritmicas generales 


y asi sucesivamente. Asi, para calcular la (2*) - esima potencia * <2 ‘> del numero 
x, solonecesitamosintroducirxypresionar latecla [ x 2 ] k veces sucesivamente. 
(En alg unas calculadoras, como la TI-81, primero se debe de oprimir ( x 2 ] y 
[ENTER] cada vez.) 

En consecuencia, usted puede calcular el numero 

5 * = ( 1+ ^) ( 22 ) 

mediante los siguientes pasos elementales: 

1. Calcular 2* (sin calcular aqui el cuadrado). 

2. Calcular el reciproco de 1/2*. 

3. Sumar 1 para obtener la suma 1 + (1/2*). 

4. Elevar el cuadrado del resultado k veces sucesivamente. 

Utilice la calculadora para hacer esto con k = 2, 4, 6, 8,..., 18,20. Construya una 
tabla que muestre cada resultado s k con cinco cifras decimales de precision. 
Cuando termine, habra verificado que e ~ 2.71828. jFelicidades! 


La funcion exponencial natural e* y la funcion logaritmo natural In x se llaman 
generalmente la exponencial y el logaritmo de base e. Definimos ahora las 
funciones exponencial y logaritmo generales, ct y log,*, cuya base es un numero 
positivo a * 1. Pero ahora es conveniente invertir el orden de la exposition con 
respecto al de las secciones 7.2 y 7.3, por lo que primero consideramos la funcion 
exponencial general. 

Si r es un numero racional, entonces una de las leyes de exponentes [ecuacion 
(13) de la seccion 7.3] proporciona 


a r = ( e ,n “) r = e r,na 


Por tanto, definimos las potencias arbitrarias (racionales e irracionales) del numero 
positivo a de esta forma: 


cc‘ = e x]na 


(1) 


para toda x. Entonces/(x) = <f es la funcion exponencial en base a. Observe que 
<f> 0 para toda * y que a° = e°= 1 para toda a > 0. 

Las leyes de los exponentes para las exponenciales generales son consecuencia 
casi inmediata de la definicion de la ecuacion (1) y de las leyes de los exponentes 
para la funcion exponencial natural: 


a a 


y = n x+ y. 


( 2 ) 


a 


\_ 

a x 


y 


(3) 


(a x y = a x y (4) 

para toda* yy. Para demostrar la ecuacion (2), escribimos 

a x a y = e *lna e y\na _ ^(xlno) + (ylno) _ e (x+y)\na _ + y 

Para obtener la ecuacion (4), observe en la (1) que In a 1 = * In a. Entonces 


( a *y = e y in(» x ) — e *y = a *y 
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Esto se cumple para todos los numeros reales x yy, de modo que hemos eliminado 
la restriccion de que r sea racional en la formula (e*) r = e* [vea la ecuacion (13) 
de la seccion 7.3]. 

Si a > 1, de modo que In a > 0, entonces las ecuaciones (5) y (6) de la seccion 
7.3 nos proporcionan inmediatamente los resultados 

lim a x - +oo y lim a x = 0. (5) 

X —► 00 X —► -00 

Los valores de estos dos limites se intercambian si 0 < a < 1, ya que entonces In 
a < 0. 

Como 


D x a x = D x e x]na = a x In a (6) 

es positivo para todax si a > 1, vemos que, en este caso, a x es una funcion creciente 
dex. Si a> 1, entonces la grafica dey = <+seasemeja a la de/(x) = e\ Porejemplo, 
examinemos la grafica de y = 2 X que se muestra en la figura 7.4.1. Pero si 0 < a < 1, 
entonces In a < 0, y la ecuacion (6) implica que a* es una funcion decreciente. En 
este caso, la grafica de y = a* es como la de la figura 7.4.2. 

Si u = w(x) es una funcion derivable dex, entonces la ecuacion (6) combinada 
con la regia de la cadena implica 

DX = (a“lna)^. (7) 

La formula integral correspondiente es 

\ a " du = Wd + C - 

Pero en vez de usar estas formulas generales, por lo comun es mas simple basarse 
solamente en la definicion de la ecuacion (1), como en los ejemplos 1 y 2. 


Figura 7.4.2 La grafica de 
y — a x es decreciente y concava 
hacia arriba si 0 < a < 1. 


EJEMPLO 1 Para derivar/(x) = 3 X primero debemos escribir 


Entonces 


3*2 _ ( e ln3)*2 _ 3 


D x y 2 = D x e* 2 '" 3 = e x2,n3 D x (x 2 In 3) = 3+n 3)(2 jc). 


EJEMPLO 2 Determine f — dx 

J VI 

Solution Primero escribimos 10^ = (e lni y* = ln l0 . Entonces 


10^ 

VI 


dx = 


y V* In 10 


dx 


du 


vl 

2e“ 

ln 10 

+ C = —10 vS + C. 
ln 10 ln 10 


h = VI ln 10, du = ^ dx 


iVx 


Sin importar que el exponente r sea racional o no, definimos la funcion 
potencia general f(x) = x r para x > 0 como 
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x r = e r ' nx . 

Ahora podemos demostrar la regia de derivacion de una potencia para un expo- 
nente (constante) arbitrario, como sigue: 

D x x r = D x (e r ' nx ) = e rlnx D x (r In x) = x r - = rx r ~'. 

X 

Por ejemplo, sabemos ahora que 

D x x v = irx"-' « (3.14159)jc 214159 . 

Si a > 1, entonces la funcion exponencial general a" es continua y creciente 
para toda x y asume todos los valores positivos [mediante un argumento similar 
al del primer parrafo de la seccion 7.3, utilizando la ecuacion (6) y los limites en 
la ecuacion (5)]. Por tanto, tiene una funcion inversa definida para toda* > 0. Esta 
funcion inversa de a" es la funcion logaritmo en base a y se denota log^r. Asi, 

y = log^ si y solo si x = a v . (9) 


La funcion logaritmo en base e es la funcion logaritmo natural: log*;c = In x. 

Las siguientes leyes de los logaritmos son faciles de obtener a partir de las 
leyes de exponentes en las ecuaciones (2) a (4). 


log 0 a:y = log 0 a: + log 0 y, 

(10) 

log 0 ^j = -log 0 *, 

(11) 

log 0 * y = y logo*. 

(12) 

Estas formulas son validas para cualquier base positiva a * 1 y para todos los 
valores positivos de a' y y\ en la ecuacion (12), el valor dey puede ser negativo o 
cero. 

Los logaritmos en una base estan relacionados con los logaritmos con otra 
base, y las relaciones entre ellos se expresan facilmente mediante la formula 

(logo b) (logic) = logoC. 

(13) 

Esta formula es valida para todos los valores de a, b y c para los que tenga sentido 
(las bases a y b son numeros positivos distintos de 1 y c es positivo). La de- 
mostracidn de esta formula se esquematiza en el problema 53. La ecuacion (13) 
debe ser ftcil de recordar; es como si se aplicara alguna ley de cancelacion secreta. 

Si consideramos c = a en la ecuacion (13), obtenemos 

(logo 6) (log* a) = 1, 

(14) 

lo que a su vez, con b = e, implica 


In a = 4—. 

\og a e 

(15) 


Si reemplazamos a con e, b con aye con x en la ecuacion (13), tenemos 


(log,fl)(log n .v) = log,JT, 


de modo que 


log 0 j: = 


log e * _ In x 
log *a In a' 


(16) 


Scccion 7.4 / Funcioncs cxponencialcs y logantmicns generales 


427 



En la mayoria de las calculadoras, la tecla [log] denota los logaritmos comunes 
(base 10): log x = lo g l( pc. Por el contrario, en muchos lenguajes de programaci6n, 
como BASIC y algunos programas de algebra simbolica, como Mathematica , 
solo aparecen explicitamente los logaritmos naturales, como LOG[X] (en 
BASIC) y como Log [x] (en Mathematica). Para obtener log 1() x, escribimos 
LOG (X) / LOG (10) y Log [10, x], respectivamente. 

A1 derivar ambos lados de la ecuacion (16) tenemos 


Por ejemplo, 


D x \Og a X 


1 

x In a 


log a e 

x 


D x log 10 x 


log io g _ 0.4343 
x x 


07 ) 


Si razonamos ahora como lo hicimos para obtener la ecuacion (6) de la seccion 
7.2, obtenemos de la regia de la cadena la formula general 


_ 1 || 1 du loga € du 

Dx loga u — - •— — — (u ¥= 0) (18) 

u In a dx u dx ' 


si u es una funcion derivable de x. Por ejemplo, 


(1.4427)x 


D x logzV^TT = X -D x log 2 (;c 2 + 1) = ^2 + ! 

Aqui utilizamos el hecho de que log 2 e = l/(ln 2) por la ecuacion (15). 


DERIVACION LOGARTTMICA 


Las derivadas de ciertas funciones se determinan de manera mas conveniente 
derivando primero sus logaritmos. Este proceso, llamado derivacion logarftmica, 
tiene los pasos siguientes para determinar/'(x): 


1. Dado: 

2. Obtener los logaritmos naturales ; 
simplificar despues, utilizando 
las leyes de los logaritmos: 

3. Derivar con respecto de x\ 

4. Multiplicar ambos lados por y =f{x) 


y = /(*). 

In y = In f{x). 

\f x - aim/(,)]. 

^=f(x)D x [lnf(x)]. 


OBS£rvaci6n Si / (x) no es positiva en todo punto, los pasos 1 y 2 se deben 
reemplazar pory = |/(x) | y \ny = In |/(x) 1 1 respectivamente. La derivacion del 
paso 3 conduce entonces al resultado dy/dx = / (x) D x [In \f (x) | ] en el paso 4. En 
la practica, no debemos preocupamos de antemano por el signo de / (x), pues la 
aparicion de lo que pareceria el logaritmo de una cantidad negativa indicara el 
hecho de que deban utilizarse valores absolutos. 


EJEMPLO 3 Determine dy/dx , dado que 

VU 2 + l ) 3 
y Vu 3 + I) 4 ' 
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Solution Las leyes de los logaritmos implican 

lny = \n (;t 3 + !) 4/3 = 2 ln(jc2 + 1 )-^lnU 3 + 1). 

Asi, la derivation con respecto dex implica 

1 dy _ 3 2x _ 4 3x 2 _ 3x 4x 2 

y dx 2 x 2 + 1 3 x 3 + 1 x 2 + 1 x 3 + 1’ 

Por ultimo, para despejar dy/dx , multiplicamos ambos lados por 

_ (x 2 + 1) 3/2 

y u 3 + l ) 4/3 ’ 

y obtenemos 

dy _ / 3x 4x 2 \ (x 2 + 1) 3/2 
dx \x 2 +1 x 3 + l/(x 3 + 1 ) 4/3 ’ 

EJEMPLO 4 Determine dy/dx, dado y = x* +1 . 


Solution Si y = x v +1 , entonces 

In y = ln(x* +1 ) = (x + l)ln x, 

—— = (1)(In x) + (x + l)f— ) = 14 - 1- In x. 

y dx \x/ x 

A1 multiplicar pory = x T+l obtenemos 


dy 

dx 


1 H- 1 - In x 

x 



7.4 Problemas 

En los problemas 1 a 24, determine la derivada de la fund on Rvalue las Integra l es de los problemas 25 a 32. 


dada fix). 


r 

r 

1. fix) = 10 ' 

2 . fix) = 2 I/ ' 2 

25. 3 2 'rf;t 

26. I x • 10"* 2 dx 

3' 

3 - /W = 4 ? 

4. /(x) = logio cos x 

f 2 ^ 

27. —^ dx 

J v; 


5. /( x) = 7 C0S ' 

7. f(x) = 2 xVx 

6 . /(*) = 2'3 ' 2 

8 . fix) = log,oo( 10 x ) 

29. J x 2 T i+ ' dx 

so. r r 

J x log IO A: 

9. f(x) = 2'"' 

11 .fix) = 17' 

10. fix) = 7 8 ' 1 

12 . fix) = 2 ^ 

31. j l0g ’* dx 

32. J i2 x )3 (2X} dx 

13. fix) = 10'/' 

15. fix) = 2? x 

17. fix) = log 3 \V + 4 

14. fix) = 3 V| -' 2 

16. fix) = log 2 * 

18. /(*) = logio(e') 

En los problemas 33 a 52, determine dy/dx mediante una 
derivation logaritmica. 

19. fix) = log, (2') 

20 . fix) = log io (log io a:) 

33. y = V(x 2 - 4)V2x + 1 

21 . fix) = log 2 (log 3 ^) 

22. fix) = TT 1 + X" + 77* 


(3 - x 2 Y' 2 

34 ■ y ~ {,-* ir 


23. fix) = exp(log] 0 *) 

24. fix) = 7r' 3 

35. y = 2* 

36. y = x x 
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nj: 38. y = (1 + x)' /x 

(x + 1)(jc + 2) T /3 
\_(x 2 + 1)(* 2 + 2 ). 


37. y = x 

r 

39. y 

\" - / \" — / _i 

40. y = Vx + 1 x + 2 ^x + 3 

41. y = (In x)^ 

(1 + x 2 ) 3/2 


43. y = 


(1 + x 3 ) 4/3 


42. y = (3 + 2")" 
44. y = (x + 1)* 


45. y - (x 2 + l )* 2 

47. y = (Vx)^ 

49. 3 ? = e* 

51. y = x {eX) 



48. y = X s61 ” 

50. y = (In x) !n " 
52. y = (cos x)* 


53. Demuestre la ecuacion (13). [Sugerencia: seanx = log a 6 , 
y = log^c yz = log„c. Despues muestre que cf = a™, y 
concluya que z = xy.] 

54. Supongaquewy v son funciones derivablesde x. Muestre 
mediante una derivacion logaritmica que 


£>,(«”) = v(u»-')^-+ (k“ In 

ax dx 


Interprete los dos terminos de la derecha en relation con los 
casos particulares (a) u constante; (b) uconstante. 

55. Suponga que a > 0. Analice ln(a 1Af ) y muestre que 

lim a l/x = 1 . 

* -H- 00 

Esto implica que 

lim a' /n = 1 . 

n -► » 


(La inferencia es que n es un entero positivo.) Verifique esta 
conclusion introduciendo algun numero positivo en su calcu- 
ladora y oprimiendo a continuation la tecla de raiz cuadrada 
varias veces. Haga una tabla de los resultados de ambos 
experimentos. 

56. Muestre que lim„_ > 00 Ai 1/rt = 1 mostrando que lim^^x 1 ^ 
1. (La inferencia es quex es un numero real arbitrario positi¬ 
vo, mientras que n es un entero positivo.) Utilice el metodo 
del problema 55. 

57. Analice ln(x r /^ r ) y muestre que 

x* 

lim — = +oo 

* -H- OO Q X 

Asi, x 1 aumenta aun mas rapido que la funcion exponencial 
# cuando x —> + 00 . 

58. Considere la funcion 

/(*) =—Lt para* * 0 . 

1+2 A 

Muestre que los limites por la izquierda y por la derecha 
de f(x) en x = 0 existen pero son distintos. 

59. Determine dy/dx si y = log^2. 

60. Suponga que y = uvw/pqr , donde u r v,w r p,q y r son 
funciones derivables dex, distintas de cero. Muestre mediante 
una derivacion logaritmica que 

dy (\du+\dv+\dw 1 dp 1 dq 1 dr 
dx ^ \u dx v dx w dx p dx q dx r dx 


<^Es obvia la generation de esto, para un numero finito arbi¬ 
trario de factores en el numerador y el denominador? 


7.4 Proyecto 


Este proyecto estudia la ecuacion 


2 X 


,10 


(19) 



X 


Figura 7.4.3 y = 2 X y y « x 10 
para -2 ^x < 2 


1. Las graficas dey = 2 V yy = x 10 (figura 7.4.3) sugieren que la ecuacion (19) tiene 
dos soluciones: una positiva y la otra negativa. Si dispone de una calculadora 
grafica 0 una computadora, determine estas dos soluciones (con una precision de 
tres 0 cu^tro cifras decimales) mediante aproximaciones sucesivas (el metodo del 
“acercamiento”). 

2. La figura 7.4.4 parece indicar que x 10 deja atras a 2 X cuando x —> + 00 . Sin 
embargo, la ecuacion (19) tiene las mismas soluciones positivas que la ecuacion 

In x _ In 2 
x 10 

Por tanto, con base en la grafica de y - (In x)/x (ejemplo 8 de la section 7.2) 
concluya que la ecuacion (19) tiene precisamente dos soluciones positivas. 

3. Haga una tabla de valores de 2 V y x 10 para x = 10, 20, 30, 40, 50 y 60 para 
verificar que la solution positiva faltante esta en algun punto entrex = 50 y x = 60 
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x 10 6 



Figura 7.4.4 y = 2 x yy = * 10 para 
0SA-S30 


xlO 17 



Figura 7.4.5 y = 2 x yy = jc 10 para 
305x270 


(figura 7.4.5). Si intenta localizar esta solucion mediante aproximaciones sucesi- 
vas, jtal vez llegue adonde nadie ha llegado antes! 

4. Utilice el metodo de Newton para aproximar (con una precision de cuatro 
cifras) las tres soluciones de la ecuacion (19). 


7.5 

Crecimiento y 
decaimiento naturales 


En esta seccion, utilizaremos la funcion exponencial natural para modelar el 
“crecimiento natural” de las poblaciones. Consideremos una poblacion con una 
cantidad de P(t) personas u otros animates, bacterias, dolares o moleculas (o 
cualquier entidad) en el instante t. Suponemos que esta poblacion tiene una tasa 
de natalidad fi constante y una tasa de mortalidad 8 constante. De manera vaga, 
esto significa que durante el periodo de un ano, ocurren /?P nacimientos y 8P 
muertes. 

Puesto que P se modifica durante el curso de un ano, debemos tomar en 
consideracion los cambios en el numero de nacimientos y muertes. Pensemos en 
un pequeno intervalo de tiempo de / a / +A/. Para valores muy pequenos de At , el 
valor de P = P(t) cambia en una razon tan pequena durante el intervalo de tiempo 
[/, / + A/] que podemos considerar P(t) casi como constante. Requerimos que el 
numero de nacimientos y muertes durante este intervalo de tiempo este dado con 
la precision suficiente por las aproximaciones 


Numero de nacimientos: aproximadamente /3P(t) At; 
Numero de muertes: aproximadamente SP(t) At. 


Mas precisamente, suponemos que la razon del error para At en cada una de estas 
aproximaciones tiende a cero cuando At —> 0. 

Con esta base, queremos deducir la forma de la funcion P(t) que describe la 
poblacion en cuestion. Nuestra estrategia comienza al determinar la razon de 
cambio con rcspccto del tiempo de P(t). Por tanto, consideramos el incremento 


AP = P(t + At) - P{t) 

de P durante el intervalo de tiempo [/, / + At]. Como A P es simplemente el numero de 
nacimientos menos el numero de muertes, tenemos de la ecuacion (1) que 


AP = P(t +At) - P(t) 

« /3P(/) At - 8P(t) At 


(el numero de nacimientos 
menos el numero de muertes). 
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Por consiguiente, 


A P = P(t + AQ - P( t) 

A; A; 


- 08 - 8)P(t). 


El cociente del lado izquierdo tiende a la derivada P'{t) cuando At —»0 y, por 
la hipotesis despues de (1), tiende tambien al lado derecho, (J5- S)P(t). Portanto, 
cuando consideramos el limite cuando At —> 0, obtenemos la ecuacion diferencial 


es decir, 


P’(t) = 08 - S)P(0; 



donde k = ft - 8. 


( 2 ) 


Esta ecuacion diferencial se puede considerar como un modelo matematico de la 
poblacion cambiante. 


LA ECUACION DE CRECIMIENTO NATURAL 

Con x(t) en vez de P(t) en la ecuacion (2), tenemos la ecuacion diferencial 



(3) 


que sirve como el modelo matematico de una gama extraordinariamente amplia 
de fenomenos naturales. Se puede resolver con facilidad si primero “separamos 
las variables” y despues integramos: 


dx 


x 


k dt \ 


/ 


dx 

x 


r 

* 


k dt\ 


In jc = kt + C. 


Aplicamos la funcion exponencial a ambos lados de la ultima ecuacion para 
despejar x: 


m* = e kt+c = e k, e c = Ae fa . 


En este caso, A = e c es una constante que falta determinar. Pero vemos que A es 
tan solo el valor x 0 = jt(0) de jc(f) cuando t = 0, con lo que A = jc 0 . 


Tcorcma 1 La ecuacion de crecimiento natural 

La solucion al problema con condicion inicial 


- kx, X (0) = A'o 

(4) 

es 


x(t)=x 0 e kt . 

(5) 
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Figura 7.5.1 Solution de la 
ecuacion de crecimiento 
exponential para k > 0 


X 


Como consecuencia, la ecuacion (3) recibe el nombre general de ecuacion de 
crecimiento exponential, o ecuacion de crecimiento natural. Por la ecuacion 
(5) vemos que, con x 0 > 0, la solution x{t) es una funcion creciente si k > 0 y una 
funcion decreciente si k < 0. (La situation k < 0 a veces se denomina decaimiento 
exponential.) Estos dos casos aparecen en las figuras 7.5.1 y 7.5.2, respectiva- 
mente. El resto de esta section se ocupa de ejemplos de fenomenos naturales para 
los que esta ecuacion diferencial sirve como modelo matematico. 

CRECIMIENTO DE POBLACIONES 

A1 comparar las ecuaciones (2), (3) y (5) vemos que una poblacion P(t) con tasa 
de natalidad py tasa de mortalidad Sq sta dada por 

P(t) = P 0 e k \ (6) 

donde P 0 = P( 0) y k = P - 8. Si / se mide en anos, entonces k es la tasa de 
crecimiento anual, que puede ser positiva, negativa o cero. Su valor se da con 
frecuencia como un porcentaje (su valor decimal multiplicado por 100). Si k es 
cercana a cero, su valor es muy cercano al incremento (o decremento) porcentual 
de la poblacion cada ano. 



i 


Figura 7.5.2 Solution de la 
ecuacion de crecimiento 
exponential (en realidad, una 
ecuacion de decaimiento) para 
*<0 


EJEMPLO 1 De acuerdo con los datos de la agencia Prensa Asociada de marzo 
de 1987, la poblacion mundial habia llegado a 5 mil millones de personas y 
aumentaba a razon de 380,000 personas cada dia. Supongamos que las tasas de 
natalidad y mortandad son constantes. Queremos responder estas preguntas: 

1. ^Cual es la tasa anual de crecimiento A? 

2. ^Cual sera la poblacion mundial en el ano 2000? 

3. ^Cuanto tiempo tardara en duplicarse la poblacion mundial? 

4. ^Cuando sera la poblacion mundial de 50 mil millones (cantidad que los 
demografos piensnn es la maxima para la que el planeta puede proporcionar 
alimento)? 


Solution Medimos la poblacion mundial P(t) en miles de millones y el tiempo 
t en anos. Consideremos / = 0 en 1987, de modo que P 0 = 5. El hecho de que P 
aumente en 380,000, o 0.00038 miles de millones, de personas al dia en el instante 
t = 0 significa que 

P'(0) - (0.00038)(365.25) - 0.1388 



La poblacion del mundo crece 
rapidamente, pero, £que tan 
rapidamente? 


miles de millones de personas por ano. A partir de la ecuacion (2), obtenemos 


]_ dP\ = P'(0) 
P* dt_ U<> ~ P( 0) 


0.1388 

5 


0.0278. 


Asi, en 1987, la poblacion mundial crecia a razon de 2.78% anual, aproximada- 
mente. 

Utilizaremos este valor de k para concluir que la poblacion del mundo en el 
instante t debe ser 

P(t) = 5e (00278)/ . 

Por ejemplo, con / = 13 se obtiene que la poblacion en el ano 2000 seria 


P(13) = 5^< 0 0278) < ,3) ^ 7.17 (miles de millones). 
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Para determinar cuando la poblacidn se duplicara a 10 mil millones, resolve- 
mos la ecuacion 


10 = 5e (0 0278) '. 


Primero debemos obtener el logaritmo natural de cada lado y despues despejar 


In 2 
0.0278 


25 (ano), 


lo que corresponde al ano 2012. Por ultimo, bajo las hipotesis consideradas, la 
poblacion mundial alcanzar£ los 50 mil millones cuando 


50 = 5e (0 0278) '; 
es decir, en el ano 2070. 


ln ] o 

0.0278 83 


DECAIMIENTO RADIACTIVO 


Consideremos una muestra de material que contiene N(t) atomos de cierto isotopo 
radiactivo en el instante t. Muchos experimentos han confirmado que una fraccion 
constante de estos atomos radiactivos decaen de manera espontanea (se convierten 
en atomos de otro elemento o de otro isotopo del mismo elemento) en cada 
intervalo de tiempo. En consecuencia, la muestra se comporta igual que una 
poblacion con una tasa de mortandad constante, sin que ocurran nacimientos. 
Para escribir un modelo de N(t), utilizamos la ecuacion (2) con N en vez deP,k>0 
en vez de 8 y f5= 0. Asi, obtenemos la ecuacion diferencial 


dN 

dt 


= -kN. 


( 7 ) 


Por la solution (ecuacion (5) de la ecuacion (3) con k en vez de - k, concluimos 
que 


N(t) = N 0 e 


( 8 ) 


donde N 0 - N(0), el numero de atomos radiactivos del isotopo original presentes 
en la muestra en el instante t = 0. 

El valor de la constante de decaimiento k depende del isotopo particular en 
cuestion. Si k es grande, entonces el isotopo decae rapidamente. Si k es cercano a 
cero, el isotopo decae muy lentamente y por tanto puede ser un factor relativamente 
persistente en su ambiente. La constante de decaimiento k se especifica con 
frecuencia en terminos de otro parametro empirico mas conveniente, la vida media 
del isotopo. La vida media r de una muestra de un isotopo radiactivo es el tiempo 
necesario para que la mitad de esa muestra decaiga. Para determinar la relacion 
entre k y r, hacemos 


t = T y N = {No 
en la ecuacion (8), de modo que 

5 M> = N„e~ kT . 


( 9 ) 


Cuando despejamos r, tenemos que 

In 2 


( 10 ) 
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Observe queel concepto de vidamediaes significative*: el valor de r solo depende 
de k y por tanto solo depende del isotopo radiactivo en cuestion. No depende de 
la cantidad de isotopo presente. 

El metodo de fechado con radiocarbono se basa en el hecho de que el isotopo 
radiactivo del carbono 14 C tiene una vida media conocida de cerca de 5700 anos. 
La materia organica viva mantiene un nivel constante de 14 C al “respirar” aire (o 
consumir materia organica que “respira”). Pero el aire contiene 14 C junto con el 
isotopo estable 12 C, mas comun, la mayor parte en el gas C0 2 . Asi, todos los 
organismos vivos mantienen el mismo porcentaje de 14 C que el existente en el aire, 
puesto que los procesos organicos parecen no hacer distincion alguna entre los dos 
isotopos. Pero al morir un organismo, este deja de metabolizar carbono, y el 
proceso de decaimiento radiactivo comienza a agotar su contenido de 14 C. La 
fraction de 14 C en el aire sigue siendo casi constante, debido a que se generan 
nuevas cantidades del mismo por el bombardeo de atomos de nitrogeno en la parte 
superior de la atmosfera por los rayos cosmicos, y esta generation esta en un 
equilibrio estacionario con la perdida de 14 C a traves del decaimiento radiactivo. 

EJEMPLO 2 Un especimen de carbon de lena encontrado en Stonehenge 
contiene el 63% de 14 C con respecto de una muestra de carbon actual. ^Cual es la 
edad de la muestra? 


Solution Consideremos t = 0 (en anos) como el instante de la muerte del arbol 
de donde se hizo el carbon. Por la ecuacion (9) sabemos que 


de modo que 


5 No = N 0 e~ 


In 2 _ In 2 
r ” 5700 


0 . 0001216 . 


Tenemos que N = (0.63 )N 0 en el momento actual, por lo que resolvemos la 
ecuacion 


(0.63)/V 0 - N 0 e~ kf 


con este valor de k. Tenemos entonces que 


t 


ln(0.63) 

0.0001216 


- 3800 


(anos). 


En consecuencia, la muestra tiene una antigiiedad aproximada de 3800 anos. Si 
esta relacionada de alguna manera con los constructores de Stonehenge, nuestros 
calculos sugieren que este observatorio, monumento o templo data aproximada- 
mente del ano 1800 a.C. 


EJEMPLO 3 De acuerdo con una teoria cosmologica, habia igual cantidad de 
los isotopos de uranio 235 U y 238 U en el momento de la creacion del universo, la 
“gran explosion” (o “big bang”). En la actualidad existen 137.7 atomos de 238 U 
por cada atomo de 235 U. Si las vidas medias de estos isotopos son 

4.51 miles de millones de anos para 238 U, 

0.71 miles de millones de anos para 235 U, 
calcule la edad del universo. 

Solution Sean N^{i) y N 5 (f) el mimero de atomos de 238 U y 235 U, respectivamente, 
en el instante /, en miles de millones de anos desde la creacion del universo. Entonces 
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N,(t) = N 0 e- k ' 


y Ns(t) — Noe cl , 

donde N 0 es el numero inicial de atomos de cada isotopo. Ademas, 


In 2 In 2 


que es consecuencia de la ecuacion (10). Dividimos la ecuacion para N s entre la 
ecuacion para N s y vemos que cuando t tiene el valor correspondiente a “la 
actualidad”, 


137.7 = ^ = e ic ~ k \ 
N 5 

Por ultimo, despejamos t en esta ecuacion: 


ln( 137.7) 

t = ——---= 5.99. 


1 


1 


0.71 4.51 


In 2 


Asi, estimamos la edad del universo como 6 mil millones de anos, que es casi el 
mismo orden de magnitud para las estimaciones mas recientes de 15 mil millones 
de anos. 


INTERES COMPUESTO CONTINUO 

Consideremos una cuenta de ahorro que se abre con un deposito inicial de A 0 
dolares y que percibe un interes con una tasa anual r. Si existen A(t) dolares en la 
cuenta en el instante t y el interes es compuesto en el instante t + At, esto significa 
que se suman rA(t)At dolares de interes a la cuenta en ese instante. Asi, 

A(t + At) = A(t) + rA(t) At, 

por lo que 

= A(, + A,) - AW , , 

At At v 

El interes compuesto continuo surge de considerar el limite cuando At 0, de 
modo que 


Esta es una ecuacion de crecimiento exponencial que tiene la solucion 

A(t) = A 0 e n . (12) 

EJEMPLO 4 Si se invierten A 0 = $1000 con una tasa de interes anual de 6 % 
compuesto continuo, entonces r = 0.06, y la ecuacion ( 12 ) implica que 

A(l) = 1000e (0 06)(l) = $1061.84 

es el valor de la inversion despues de un ano. Asi, la tasa de interes anual efectiva es 
6.184%. Si el interes se compone con mayor frecuencia, mas rapido aumentan los 
ahorros, pero los anuncios bancarios tienden a exagerar esta ventaja. Por ejemplo, 
un interes compuesto mensualmente de 6 % multiplica su inversion por 
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1 + 


0.06 

12 


1.005 


al final de cada mes, por lo que una inversion inicial de $1000 aumentara en 
un ano a 


(1000)(1.005) 12 = $1061.68, 

solo $0.16 menos que lo que daria un interes compuesto continuamente. 


*eliminaci6n de sustancias 

La cantidad A(t) de una cierta sustancia en el torrente sanguineo del cuerpo 
humano, medida como el exceso sobre el nivel natural de la sustancia en la sangre, 
disminuye generalmente de manera proporcional a dicho exceso. Es decir, 

dA 

— = -A A, demodoque A(t) = Aoe -A '. (13) 

dt 

El parametro Aes la constante de elimination de la sustancia y T= 1/Aes el tiempo 
de elimination. 

EJEMPLO 5 El tiempo de elimination del alcohol, varia de una persona a otra. 
Si el tiempo de recuperation de una persona T = 1/Aes 2.5 horas, ^cuanto tiempo 
tardara en reducirse la concentracion del exceso de alcohol en la sangre de 0.10% 
a 0.02%? 


Solution Suponemos que la concentracion normal de alcohol en la sangre es 0, 
por lo que cualquier cantidad es una cantidad en exceso. En este problema, tenemos 
A = 1/2.5 = 0.4, por lo que la ecuacion (13) implica 


Asi, 


0.02 = (0.10)e _<0,4) '. 


ln(0.2) 

0.4 


4.02 (h). 


*disminuci6n de ventas 

De acuerdo con estudios de mercado, si se deja de anunciar un producto particular 
y se mantienen sin modification otras condiciones del mercado (como el numero y 
la promocion de la competencia, sus precios, etcetera), entonces las ventas del 
producto no anunciado disminuye proporcionalmente a las ventas actuales S en 
cualquier instante /. Es decir, 

jr 

— = -AS, demodoque S(t) = S Q e~ A '. (14) 

at 

Aqui S 0 denota el valor inicial de las ventas, considerando las ventas en el ultimo 
mes de promocion. Si las unidades de t son los meses, entonces S(t) nos da el 
numero de ventas / meses despues de haberse suspendido la promocion y Apodria 
llamarse la constante de disminucion de ventas . 
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♦LINGUISTICA 


Consideremos una lista basica de N 0 palabras en uso en un lenguaje en el instante 
t = 0. Sea N(t) el numero de estas palabras que se encuentran aun en el instante t, 
aquellas que no han desaparecido del lenguaje ni han sido reemplazadas. De 
acuerdo a una teoria de linguistica, la tasa de disminucion de N es proporcional a 
N. Es decir, 

dN 

— = “AN, demodoque N{t) — N 0 e A/ . (15) 

Si t se mide en milenios (estandar en linguistica), entonces k = e" A es la fraccion 
de palabras en la lista original que sobreviven durante 1000 anos. 


7.5 Problemas 


1 . In teres compuesto continuo Supongaxnos que se depo- 
sitan $1000 en una cuenta de ahorros que paga un interes 
compuesto continuo anual de 8%. <^Con que tasa (en $/ano) 
gana interes despues de 5 anos? Despues de 20 anos? 

2 . Crecimiento depoblaciones Coopersville tenia una po¬ 
blacion de 25,000 en 1970 y unapoblacionde30,000en 1980. 
Suponga que su poblacion continua creciendo de manera 
exponencial a razon constante. (-Que poblacion esperan los 
planificadores de la ciudad de Coopersville en el ano 2010? 

3. Crecimiento de poblaciones En cierto cultivo de bacte- 
rias, el numero de bacterias aumenta 6 veces en 10 horas. 
Suponiendo un crecimiento natural, ^cuanto tiempo tardo en 
duplicarse? 

4 . Fechado con radiocarbono El carbono extraido de un 
antiguo craneo recien desenterrado contiene solamente una 
sexta parte del carbono radiactivo I4 C del carbono extraido de 
un hueso actual. Que antigiiedad tiene el craneo? 

5 . Fechado con radiocarbono El carbono tornado de una 
reliquia con una fecha propuesta de 30 d.C. contiene 4.6 x 
10 10 atomos de 14 C por gramo. El carbono extraido de un 
especimen actual de la misma sustancia contenia 5.0 x 10 10 
atomos de l4 C por gramo. Calcule la edad aproximada de la 
reliquia. Cual es su opinion acerca de su autenticidad? 

6 . Interes compuesto continuo Se invierte una cantidad A 
de dinero durante t anos con una tasa de interes anual r 
compuesta n veces durante estos anos a intervalos iguales. 
(a) Explique por que la cantidad acumulada despues de t anos 
es 


(b) Concluya del limite de la ecuacion (18) de la seccion 7.3 
que 

lim A rM — Ae r \ 

de acuerdo con la ecuacion (12) de esta seccion. 

7. Interes compuesto continuo Si ima inversion de A 0 do- 
lares regresa A t dolares despues de un ano, la tasa de interes 
anual cfectiva r se define mediante la ecuacion 


A] = (1 + r)A 0 . 

Los bancos anuncian con frecuencia que aumentan las tasas 
efectivas para las cuentas de ahorro de sus clientes aumentan- 
do la frecuencia de composicion. Calcule la tasa de interes 
anual efectiva si una tasa de interes anual del 9% se compone 
(a) trimestralmente; (b) mensualmente; (c) semanalmente; (d) 
diariamente; (e) continuamente. 

8. Interes compuesto continuo A1 nacer su primer hijo, 
una pareja deposita $5,000 en una cuenta de ahorros que paga 
un interes anual compuesto continuo del 6%, con acumula- 
cion de intereses. ^Cuanto dinero habra en la cuenta cuando 
el hijo vaya a la universidad a los 18 anos? 

9. Interes compuesto continuo Usted descubre en su atico 
un libro vencido de una biblioteca por el que su tatarabuelo 
debe una multa de 30 centavos exactamente hace 100 anos. 
Si una multa vencida crece de manera exponencial a una tasa 
de interes compuesta continua anual del 5%. i Cuanto tendria 
que pagar si regresara el libro el dia de hoy? 

10 . Eliminacion de sustancias Suponga que el pentobarbi- 
tol de sodio anestesiara a im perro cuando su sangre contenga 
al menos 45 miligramos de pentobarbitol de sodio por cada 
kilogramo de peso. Suponga tambien que el pentobarbitol de 
sodio se elimina de manera exponencial de la sangre de un 
perro, con una vida media de 5 horas. iQue dosis debe 
administrate para anestesiar a un perro de 50 kilos durante 
una hora? 

11 . Disminucion de ventas Moonbeam Motors ha dejado 
de anunciar su camioneta. La compania planea volver a 
anunciarla cuando las ventas hayan disminuido al 75% de su 
tasa inicial. Si despues de una semana sin promocion, las 
ventas han disminuido a 95% de su tasa original, ^cuando 
esperaria la compania volver a anunciarla? 

12 . Linguistica El idioma ingles evoluciona de tal forma 
que 77% de todas las palabras desaparecen (o son reemplaza¬ 
das) cada 1000 anos. De una lista basica de palabras utilizadas 
por Chaucer en 1400 d.C, ^que porcentaje esperariamos 
utilizar todavia en la actualidad? 
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13. Decaimiento radiactivo La vida media del cobalto 
radiactivo es 5.27 anos. Suponga que un accidente nuclear 
deja el nivel de radiacion de cobalto en cierta region en 100 
veces el nivel aceptable para la habitation humana. ^Dentro 
de cuanto tiempo volvera a ser habitable la region? (Ignore la 
probable presencia de otras sustancias radiactivas.) 

14. Decaimiento radiactivo Suponga que un deposito de 
cierto mineral raro formado en un antiguo cataclismo (como 
la colision de un meteorito con la Tierra) contenia original- 
mente al isotopo de uranio 238 U (que tiene una vida media de 
4.51 x 10 9 anos) pero no el isotopo de plomo 207 Pb, que es el 
producto final del decaimiento radiactivo de 238 U. Si la pro¬ 
portion actual entre los atomos de 238 U y 207 Pb es 0.9, ^cuando 
ocurrioel cataclismo? 

15. Decaimiento radiactivo Cierta roca lunar contiene el 
mismo numero de Atomos de potasio y atomos de argon. 
Suponga que todo el argon esta presente debido al decaimien¬ 
to radiactivo del potasio (su vida media es aproximadamente 
1.28 x 10 9 anos) y que uno de cada nueve desintegraciones de 
un atomo de potasio produce un atomo de argon. ^Cual es la 
edad de la roca, medida desde el instante en que solo contenia 
potasio? 

16. Si un cuerpo se enfria en un medio con temperatura 
constante A , entonces (de acuerdo con la ley de enfriamiento 
de Newton, section 7.6) la razon de cambio de la temperatura 
del cuerpo T es proporcional a T - A. Queremos enfriar un 
frasco con mantequilla que inicialmente esta a 25°C colocan- 
dolo en el exterior, donde la temperatura es 0°C. Si la tempe¬ 
ratura de la mantequilla desciende a 15°C despues de 20 
minutos, ^a que hora estara a 5°C? 


17. Cuando se disuelve azucar en agua, la cantidad A de 
azucar sin disolver despues de t minutos satisface la ecuacion 
diferencial dA/dt~-kA {k> 0). Si 25% del azucar se disuelve 
en un minuto, ^cuanto tiempo tarda en disolverse la mitad del 
azucar? 

18. La intensidad / de la luz a una profundidad de * metros 
bajo la superficie de un lago satisface la ecuacion diferencial 
dl/dx - - (1.4)/. (a) i ,A que profundidad es la intensidad igual 
a la mitad de la intensidad I 0 en la superficie (donde * = 0 )? 
(b) ^Cual es la intensidad a una profundidad de 10 metros 
(como fraction de / 0 )? (c) que profundidad sera la inten¬ 
sidad 1 % de su valor en la superficie? 

19. La presion barometrica p (en pulgadas de mercurio) a una 
altitud de* millas sobre el nivel del mar satisface la ecuacion 
diferencial dp/dx = - (02)p; p( 0) = 29.92. (a) Calcule la 
presion barometrica a 10,000 pies y de nuevo a 30,000 pies, 
(b) Sin un acondicionamiento previo, pocas personas pueden 
sobrevivir cuando la presion disminuye a menos de 15 pulga¬ 
das de mercurio. ^Que tan alto es esto? 

20. Un accidente en una planta nuclear ha contaminado el 
area circundante con un elemento radiactivo que decae de 
manera proporcional a su cantidad actual A(t). El nivel inicial 
de radiacion es 10 veces la cantidad maxima S que es segura 
y 100 dias despues sigue siendo 7 veces esa cantidad. (a) 
Establezca y resuelva una ecuacion diferencial para determi- 
nar A(t). (b) ^Cuanto tiempo (redondeado a dias despues del 
accidente original) pasara, antes de que sea seguro para las 
personas el regreso al area? 


* 7.6 

Ecuaciones 
diferenciales lineales 
de primer orden y 
aplicaciones 


Una ecuacion diferencial de primer orden es aquella en la que solo aparece la 
primera derivada de la variable dependiente (y no las derivadas de orden superior). 
Es una ecuacion diferencial de primer orden lineal, si se puede escribir en la forma 

dx 

— = ax + b, (1) 

donde a y b denotan funciones de la variable independiente t. En este caso, 
analizamos aplicaciones en el caso particular en que los coeficientes ay b son 
constantes. 

La ecuacion (1) es separable, de modo que podemos separar las variables 
como en la section 6.5 e integrar de inmediato. Si ax + b > 0, obtenemos 

| a dx _ I in(a* + b) = at + C. 

J ax + b J 

Entonces, la aplicacion de la funcion exponential natural a ambos lados implica 

ax + b = Ke M , 

donde K = e c . Cuando sustituimos / = 0 y denotamos el valor resultante de * como 
x 0 , tenemos que K = ax 0 + 6 , por lo que 

ax + b = {ax 0 + b)e at . 
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Por ultimo, resolvemos esta ecuacion para deterrninar la solucion x = x(t) de la 
ecuacion ( 1 ): 

x(t) = + ^je al - ^ ( 2 ) 

Aqui hemos supuesto que ax + b > 0, pero la ecuacion (2) tambien proporciona la 
solucion correcta en el caso ax + b < 0 (vease el problema 17). En el problema 21 
bosquejamos un metodo para resolver la ecuacion ( 1 ) cuando los coeficientes a y 
b son funciones de t en vez de constantes. Sin embargo, la solucion en la ecuacion 
( 2 ) para el caso de coeficientes constantes, sera suficiente en las siguientes 
aplicaciones. 


CRECIMIENTO DE POBLACIONES CON INMIGRACl6N 


Consideremos una poblacion P(t) con tasas de natalidad y mortandad constantes 
(fly 8, respectivamente), como en la seccion 7.5, pero ademas con una tasa de 
inmigracion constante de I personas por aiio que entran al pais. Para tomar en 
cuenta la inmigracion, debemos corregir nuestra deduction de la ecuacion ( 2 ) 
en la seccion 7.5 como sigue: 

P(t + At) - P(t) = {nacimientos} - {muertes} + {inmigrantes} 


de modo que 


« /3P(t) At - 8P(t) At + / At, 


P(r + At) - P(Q 
At 


“ 08 - S)P(t) + I. 


calculamos los limites cuando At —> 0 para asi obtener la ecuacion diferencial lineal 
de primer orden 


dt 


( 3 ) 


con coeficientes constantes k= ft- S zl. De acuerdo con la ecuacion (2), la solu¬ 
cion de la ecuacion (3) es 

P(t) = P 0 e kl + - k (e h - 1). (4) 


El primer termino del lado derecho es el efecto de crecimiento natural de la 
poblacion y el segundo termino es el efecto de la inmigracion. 


EJEMPLO 1 Consideremos la poblacion de Estados Unidos, con P 0 = 249 
millones en 1990 (t = 0). Queremos deterrninar el efecto de permitir la inmigracion 
a razon de / = 0.5 millones de personas por ano durante los proximos 20 anos, 
suponiendo una tasa anual de crecimiento de 1 % anual, de modo que k = 0 . 01 . 
Entonces 


p 0 e kt = 249e (001)(20) — 304.1 (millones) 

y 

- 1 ) = ^A(e mm20) ~ 1 ) * 11.1 (millones). 

Asi, el efecto de la inmigracion sera el incrementar la poblacion de Estados Unidos 
en el ano 2010 de 304.1 millones a 315.2 millones. 
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CUENTAS DE AHORROS CON DEPbSITOS CONTINUOS 


Consideremos la cuenta de ahorros de la seccion 7.5 que contiene A 0 dolares 
inicialmente y que percibe intereses a una tasa anual r cx>mpuesta de manera 
continua. Supongamos ahora que los depositos se suman a esta cuenta a razon de 
Q dolares por ano. Para simplificar el modelo matematico, suponemos que estos 
depositos se realizan de manera continua, en vez de (por ejemplo) mensualmente. 
Entonces, podemos considerar la cantidad A(t) en la cuenta en el instante £*como 
una “poblacion” de dolares, con una tasa de crecimiento natural (anual) r y 
con una “inmigracion” (depositos) a razon de Q dolares anualmente. Entonces, si 
simplemente cambiamos la notation de las ecuaCiones (3) y (4), obtenemos la 
ecuacion diferencial 


dA A „ 
*= rA+o ' 


( 5 ) 


que tiene la solucion 


AW = A 0 e" + ~{e n - 1). (6) 

r 

EJEMPLO 2 Suponga que al nacer su hija, usted pretende que ella disponga de 
$80,000 para sus gastos en la universidad cuando ella tenga 18 anos. Planea 
lograrlo al hacer depositos frecuentes y pequenos (esencialmente continuos) ejn 
un fondo, a razon de Q dolares por ano. Este fondo acumulara un interes anual de 
9% compuesto de manera continua. ^Cual debe ser el valor de Q para lograr su 
objetivo? 

Solucion Con A 0 = 0 y r = 0.09, queremos que el valor de Q sea tal que con la 
ecuacion (6) se obtenga 


>4(18) = 80,000. 

Es decir, debemos determinar Q de modo que 

80,000 = Q^(e <0 09)(18) - 1). 

Cuando resolvemos esta ecuacion, tenemos que Q ~ 1776.42. Asi, usted debera 
depositar $1776.42 porafio, o cerca de $148.04 por mes, para tener $80,000 en el 
fondo despues de 18 anos. Usted puede verificar que el total de depositos sera 
$31,975.60 y que el interes total acumulado sera $48,024.40. 


ENFRIAMIENTO Y CALENTAMIENTO 

De acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton (o de calentamiento), la razon 
de cambio de la temperature Tde un cuerpo con respecto del tiempo es proporcio- 
nal a la diferencia entre T y la temperature A de su entomo. Supondremos que A 
es constante. Podemos traducir esta ley al lenguaje de las ecuaciones diferenciales 
si escribimos 


dT 

dt 


= —k(T - A). 


( 7 ) 
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En este caso, k es una constante positiva; necesitamos el signo menos para que 
T\t) sea negativa cuando 7 sea mayor que A y para que T\t ) sea positiva si A 
excede a 7. 

A partir de la ecuacion (2), obtenemos la solucion de la ecuacion (7): 

T{t) = A + (7 0 ~ A)e~ kt , (8) 

donde 7 0 = 7(0). 

EJEMPLO 3 Un asado de 5 libras que inicialmente esta a 50°F se coloca en un 
homo a 375°F cuando t = 0. La temperatura 71(/) del asado es de 125°F cuando t = 
75 (minutos). ^En que momento estara el asado a termino medio, a una temperatura 
de 150°F? 


Solucion Aunque bastaba sustituir A = 375 y 7 0 = 50 en la ecuacion (8), 
resolveremos explicitamente la ecuacion diferencial 

dT 

— = —k(T - 375) = *(375 - 7) 


que obtuvimos de la ecuacion (7). Separamos las variables e integramos para 
obtener 

31 f_ T = j k dr, -ln(375 -T) = kt + C. 

Cuando t = 0, 7= 7 0 = 50. La sustitucion de esta informacion produce el valor 
C = -In 325, de modo que 

— ln(375 - T) = kt - In 325; 375 - 7 = 325<T*', 


y por tanto 


7 = 7(/) = 375 - 325e~ kt . 

Tambien sabemos que 7= 125 cuando t= 75. Esto implica que 

k = ^ In i| * 0.0035. 


Asf, lo unico que debemos hacer es resolver la ecuacion 


150 = 375 - 325e~ kt . 

Tenemos que t es aproximadamente 105, de modo que el asado debe permanecer 
en el horno durante 30 minutos aproximadamente. 


DIFUSION DE INFORMAClbN Y PROPAGAClbN 
DE UNA ENFERMEDAD 

Sea N(t) el numero de personas (en una poblacion fija P) quienes en el instante t 
han escuchado cierta noticia difundida por los medios masivos. Bajo ciertas 
condiciones comunes, la razon de incremento de 7/con respecto del tiempo sera 
proporcional al numero de personas que aun no han escuchado las noticias. Asi, 


dN 1/n 
— = k(P - N). 

at 

( 9 ) 

Si N( 0) = 0, la solucion de la ecuacion (9) es 


N(t) = P (\ ~ e~ k '). 

(10) 


Si conocemos P y algun valor posterior podemos despejar k y por tanto 
determinar N(t) para toda /. El problema 15 ilustra esta situacion. 
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Las diferentes enfermedades infecciosas se propagan de manera distinta. 
Podemos construir un modelo sencillo suponiendo que varias enfermedades 
infecciosas se propagan como la informacion: en nna poblacion fijaP, la razon de 
incremento del numero N(t) de las personas infectadas con la enfermedad es 
proporcional al numeroP-iVde personas no infectadas aun. Entonces, iVsatisface 
la ecuacion diferencial en (9). Veanse los problemas 24 y 25 para mas aplicaciones. 


ELIMINAClbN DE CONTAMINANTES 


.2 

■3 


o 

•c .a 
§1 

8000 millones 
de pies cubicos 

■'3 « 

pi <D 

de agua 

8 u 
-o 

a(/) millones de 
pies cubicos de 


0.05% de 
contaminantes 

contaminantes 


Figura 7.6.1 El lago 
contaminado del ejemplo 4; los 
volumenes estan dados en 
millones de pies cubicos 


En el ejemplo 4 vimos un lago contaminado, probablemente por fabricas que 
operan en su orilla. Supongamos que la contamination ha sido detenida, tal vez 
por una orden legal o una mejor tecnologia. Nos preguntamos en cuanto tiempo 
los procesos naturales pueden reducir la concentracion de contaminantes en el lago 
hasta un nivel aceptable. 


EJEMPLO 4 Consideremos un lago con un volumen de 8,000 millones de pies 
cubicos y una concentracion inicial de contaminantes de 0.25%. Un rio que desemboca 
en el lago deposita 500 millones de pies cubicos de agua con una concentracion (baja) 
de contaminantes de 0.05% y un rio que sale del lago elimina 500 millones de pies 
cubicos de agua del lago diariamente (figura 7.6.1). Establecemos la hipotesis de 
simplification de que el agua en el lago, incluyendo la eliminada por el segundo rio, 
esta perfectamente mezclada en todo instante. En tal caso, ^en cuanto tiempo se reduce 
la concentracion de contaminantes en el lago a 0 . 10 %? 


Solution Sea *(/) la cantidad de contaminantes en el lago despues de t dias, 
medida en millones de pies cubicos. El volumen del lago es 8,000 millones de pies 
cubicos y la cantidad inicial x( 0 ) de contaminantes es 

jto = (0.25%)(8000) = (0.0025)(8000) = 20 (millones de pies cubicos). 
Queremos saber cuando 

*(/) = (0.10%)(8000) = (0.0010)(8000) = 8 (millones de pies cubicos). 

Construimos un modelo matematico de esta situation estimando el incremen¬ 
to Ax en x durante un breve intervalo de tiempo de duration At dias. En ese 
iritervalo, 5,000 At millones de pies cubicos fluyen hacia afuera del lago. Asi, 


At = {contaminantes que entran} - {contaminantes que salen} 

500 At = \a t - A/. 

4 16 


Asi, 

- (0.0005)(500) A t 

x(t) 

8000 

•500 


Ax 

_ 1 

X 


At 

4 

16 ' 

Esto implica que 




dx 

_ 1 

X 


It 

~ 4 

16 ' 

Con x 0 = 

20 y la ecuacion ( 2 ) se obtiene la solucion 


x(t) = 4 + 16e~ t/i6 . 


Podemos determinar el valor de t para el que x(t) = 8 resolviendo la ecuacion 
8=4+1 6e~' /l6 . Esto implica 


/ = 16 In 4 ^ 22.2 (dias). 


Seccion 7.6 / Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y aplicaciones 
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7.6 Problemas 


En los problemas 1 a 10, utilice el metodo de derivacion de 
la ecuacion (2), en vez de la misma ecuacion, para determinar 
la solucion del problema con condiciones iniciales dadas. 


+ *o) = i 

2. |-2- y; *0)-3 

3. £ = 2? - 3; y(0) = 2 

4 -S = i-T6 ; > (0) = 20 

5. ^ = 2{x - ]); jc(0) = 0 

6. -j- = 2 — 1x\ .*(0) = 4 
dt 

= 5(jc + 2); jt(0) = 25 
dt 

8. ^ = -3 - 4x; x(0) = -5 
dt 

9- ~T = 10(10 - «); d ( 0 ) = 0 

dt 

10 . ^ = -5(10 - u); u(0) = -10 


11. Zembla tenia una poblacion de 1.5 millones en 1990. 
Suponga que la poblacion de este pais crece continuamente a 
una tasa anual del 4% y que Zembla recibe 50,000 inmigrantes 
por ario. ^Cual sera su poblacion en el ano 2010? 

12. Cuando se saca un pastel del horno, la temperatura del 
pastel es de 210°F. Se deja enfriar a temperatura del cuarto, 
que es de 70°F. Despues de 30 minutos la temperatura del 
pastel es de 140°F. ^Cuando estara a 1 00°F? 

13. Se hacen pagos continuamente sobre una hipoteca (pres- 
tamo original) de P 0 dolares a una tasa constante de c dolares 
por mes. Sea P(t) el balance (lo que aiin se debe) despues de 
t meses y sea r la tasa de interes mensual que paga el usuario 
de la hipoteca. (Por ejemplo, si la tasa de interes anual es 6 %, 
r = 0.06/12 = 0.005.) Deduzca la ecuacion diferencial 

dP 

— = rP - c, P( 0) = P Q . 

14. Su primo debe pagar un prestamo para automovil de 
$3,600 de manera continua, durante un periodo de 36 meses. 
Aplique el resultado del problema 13 para determinar el pago 
mensual requerido si la tasa de interes anual es de (a) 12 %; 
(b)18%. 

15. Un rumor acerca de la existencia de tiotimolina en el agua 
potable comienza a difundirse un dia en una ciudad con una 
poblacion de 100,000 personas. Despues de una semana, 
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10,000 han oido el rumor. Suponiendo que la tasa de incre- 
mento del numero de personas que han oido el rumor es 
proporcional al numero de personas que no lo han escuchado 
todavia, ^cuanto tiempo pasara hasta que la mitad de la 
poblacion de la ciudad haya escuchado el rumor? 

16. Un tanque contiene 1,000 L de una solucion que consta 
de 50 kg de sal disuelta en agua. Se bombea agua pura hacia 
el tanque, a razon de 5 litros/segundo y la mezcla (que se 
mantiene uni forme al revolverla) se bombea hacia afuera con 
la misma razon. ^Despues de cuantos segundos quedaran 
solamente 10 kg de sal en el tanque? 

17. Deduzca la solucion de la ecuacion ( 2 ) a partir de la 
ecuacion ( 1 ), suponiendo que ax + b < 0 . 

18. Suponga que un cuerpo se mueve a traves de un medio 
resistente con resistencia proporcional a su velocidad v y de 
modo que dv/dt = -kv. (a) Muestre que su velocidad v(t) y 
posicion jc (0 en el instante t estan dadas 

v(l) = v 0 e-*' y x(t) = Xo + v(l - <?"*')• 

, k 

(b) Concluya que el cuerpo recorre solamer^e una distancia 

finita Vo/k. 

19. Una lanchade motor se mueve a 40 pies/segundo, cuando 
su motor se detiene siibitamente; 10 segundos despues, la 
lancha ha reducido su velocidad a 20 pies/segundo. Como en 
el problema 18, suponga que la resistencia que encuentra es 
proporcional a su velocidad. ^Que distancia recorrera la 
lancha? 

20. La aceleracion de un Lamborghini es proporcional a la 
diferencia entre 250 km/h y la velocidad de este auto deporti- 
vo. Si este auto puede acelerar desde el reposo hasta 100 km/h 
en 10 segundos, ^cuanto tiempo tardara el automovil en acelerar 
del reposo a 200 km/h? 

21. Considere la ecuacion diferencial lineal de primer orden 

-Jt + p(‘)x(t) = q(t) 


con coeflcientes variables. Sea P(t) una primitiva de p(t). 
Multiplique ambos lados de la ecuacion dada por e p ^’\ y 
observe que el lado izquierdo de la ecuacion resultante es 
D, [^ r) A:(/)]. Concluya mediante una integracion que 

x(t) - e-™ 

22 . Utilice el metodo del problema 2 1 para deducir la solucion 


* 

j 


e PU) q(t ) dt + C 


e cl — e°‘ 

jc (0 = x Q e~ at + b - 

a + c 

de la ecuacion diferencial dx/dt + ax = be a (bajo la hipotesis 
a + c * 0 ). 
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23. Una ingeniero de 30 anos de edad acepta un puesto con 
un salario inicial de $30,000/ano. Su salario S se incrementa 
de manera exponencial, con 

S(t) = 30e (0,05)/ 

miles de dolares despues de t anos. Mienfcras tanto, el 1 2 % de 
su salario se deposita de manera continua en una cuenta de 
retiro, que acumula un interes a una tasa anual de 6 % com- 
puesta de manera continua. (a) Estime A A en terminos de At 
para deducir esta ecuacion para la cantidad A(t) de su cuenta 
de retiro en el instante t: 

rj A 

— ~ (0.06)A = (3.6)e (0 05) '. 

(b) Aplique el resultado del problema 22 para calcular^(40), 
la cantidad disponible para su retiro a la edad de 70 anos. 


24. Pottstown tiene una poblacion fija de 10,000 personas. 
El primero de enero, 1000 personas enferman de gripe; el 
primero de abril, 2000 personas est&n enfermas. Suponga que 
la tasa de incremento del numero N(t) de personas enfermas 
de gripe es proporcional al numero de personas que no lo 
estan. ^Cuantas personas estan enfermas el primero de octu- 
bre? 

25. Sea jc(/) el numero de personas en Athens, Georgia (con 
una poblacion de 100,000) que tienen la gripe de Tokio. La 
razon de cambio de;c(r) es proporcional al numero de personas 
en Athens que no tienen aun la enfermedad. Suponga que 
20,000 tienen gripe el primero de marzo y que 60,000 estan 
enfermos el 16 de marzo. (a) Establezca y resuelva una 
ecuacion diferencial para determinar jc(/). (b) JEn que fecha 
seran 80,000 las personas infectadas con la enfermedad? (c) 
^Que ocurre a largo plazo? 


Capitulo 7 Repaso: definiciones, conceptos, resultados a 


Utilice esta lista como una guia de los conceptos que tal vez 
necesite revisar. 

1. Las leyes de los exponentes 

2 . Las leyes de los logaritmos 

3. La definicion de la funcion logaritmo natural 

4. La grafica de y - In jc 

5. La definicion del numero e 

6 . La definicion de la funcion exponencial natural 

7. La relation de la funcion inversa entre In jc y # 

8 . Lasgraficasdey = ^yy = e" r 

9. Derivation de In u y e'\ donde u es una funcion diferen- 
ciable de jc 

10. La orden de magnitud de (In jc)/jc* y x k fe x cuando 

JC —> +oo 


11. El numero e como un limite 

12. La definicion de las funciones exponenciales y logarit- 
micas generales 

13. Derivada de a u y log^ u 

14. Derivada logaritmica 

15. Solucion de la ecuacion diferencial dx/dt = kx 

16. La ecuacion de crecimiento natural 

17. Decaimiento radiactivo y fechado con radiocarbono 

18. Solucion de una ecuacion diferencial lineal de primer 
orden con coeficientes constantes 

19. Solucion de ecuaciones diferenciales separables de pri¬ 
mer orden 

20. Evaluation de la constante de integration en un problema 
con condiciones iniciales 


Capitulo 7 Problemas diversos 

Derive las funciones dadas en los problemas 1 a 24. 


1 . fix) 

= In 2Vx 

3. fix) 

= ln(* - e x ) 

5. fix) 

= ln( 2 ') 

7- fix) 

= x’ i e~' /xl 

9. fix) 

- (In jc)[ln(ln jc)] 

11 . fix) 

= 2 U ' X 

13. fix) 

= e ix+\)/ix - 1 ) 


2. f{x) = 

4 .f{x) = lO'* 

6 . f(x) = logi 0 (senj;) 
8 . /(*) = j;(ln x) 1 
10. f(x) = exp( 10 j: ) 


16. f(x) =sen(ln x) 


14. f{x) = ln(V 1 + ~x^/l + 7 2 ) 

( x - 1 \ 3/? - 

15 -/W = ln (^) 


17. / (jc) = exp(V 1 + sen 2 jc) 

19. / (jc) = ln(3* sen jc) 

21 . /(jc) = jc ,a 
23. / (jc) = (In jc) ln * 


1S - - (i^F 

20. /(x) = (In x)* 

22. fix) = x Knx 
24. fix) = (sen x) cosj: 


Evalue las integrates indefinidas en los problemas 25 a 36. 

Vx 


27. J 


dx 

Tx 

3 - jc 


29. 


1 H- 6jc — 
sen jc 

2 + cos jc 


dx 


dx 


26. 

28 

30. 


•I 

•I 


1 + jc 3/2 
e x - e~ x 
e x + e~ x 


dx 

dx 


-iA 2 


dx 
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Grafique las ecuaciones dadas en los problemas 45 a 49. 

45. y = e“*Vjc 46. y = x - in x 

41. y = Vi - [n x 48. y = *(ln x) 2 

49. y = e~ ]/x 

50. Determine la longitud de Ja curva ln,vde,v = 1 

a x = e. 

51. Un almacen de granos tiene B bushels de grano, que 
se deteriora de tal forma que solamente se podran vender 
B ■ 2^ /12 bushels despues de / meses. Mientras tanto, el precio 
del grano en el mercado se incrementa linealmente: Despues 
de t meses sera de 2 + (// 12 ) dolares por bushel. ^Despues de 
cuantos meses debe venderse el grano para maximizar los 
ingresos obtenidos? 

52. Usted ha pedido un prestamo de $ 1000 a 10% de interes 
compuesto continuo anual, para plantar madera en una exten¬ 
sion de tierra. Su acuerdo es reponer el prestamo, mas los 
intereses, cuando la madera se haya cortado y vendido. Si la 
madera cortada puede venderse despues de t anos por 800 
exp(i ^T1 ) dolares, ^cuando debe cortarlo y venderlo para 
maximizar la ganancia? 

53. Se estudian muestras de sangre de 1000 estudiantes para 
verificar si tienen cierta enfermedad que se presenta en el 1 % 


de la poblacion. Cada prueba cuesta $5, por lo que costaria 
$5000 verificar todas las muestras individuales. Sin embargo, 
suponga que se forman “lotes” con jc muestras cada una al 
combinar la mitad de las muestras individuales y que primero 
se verifican estos lotes (a $5 cada uno). Solo en el caso de que 
el lote sea positivo (la probabilidad de que suceda esto es 
1 - (0.99)0 lasx muestras de este lote se verifican individual- 
mente. 

(a) Demuestre que el numero total esperado de pruebas es 

f(x) = —^—[( 0(0.99)* + (x + 1)(1 - (0.99)")] 

= 1000 + — - 1000-(0.99)" si*&2. 

X 

(b) Muestre que el valor dejc que minimiza /(jc) es una raiz 
de la ecuacion 

= (0.99 )~* /2 

X ~ [ln(l00/99 )] 1/2 ’ 

Como el denominador es aproximadamente 0.1, seria ma 
conveniente resolver la ecuacion mas sencilla jc = 10 ■ (0.99) _Jc/2 . 

(c) Con los resultados de las partes (a) y (b), calcule el costo 
del uso de este metodo por lotes para verificar las 1000 
muestras originales. 

54. Deduzca del problema 63 en la seccion 7.2 que 

lim x x — 1 . 

A' -> 0 + 

55. Muestre que 


* ^ o JC 

considerando el valor de D x In jc para jc = 1 . Por tanto, muestre 
que ln( 1 +x)~x si jc es muy cercana a cero. 

56. (a) Demuestre que 

r a h ~ 1 . 

lim -= In a 

/i^o h 

considerando la definicion de la derivada de a x en jc = 0 . (b) 
Sustituya h = Mn para obtener 

In a = lim n(a 1/n - 1 ). 

n » 

(c) Aproxime In 2 considerando n = 1024 = 2 I0 y utilizando 
solamente la tecla de raiz cuadrada (10 veces) en una calcu- 
ladora de bolsillo. 

57. Suponga que la poblacion de peces P(t) en un lago, es 
atacada por una enfermedad en el instante t = 0 , con el 
resultado de que 

dJ r= ~ 3V ? 

dt 

de alii en adelante. El tiempo t se mide en semanas. Inicial- 
mente, hay P 0 = 900 peces en el lago. ^Cuanto tiempo tardaran 
en morir todos los peces? 
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58. Un auto de carreras que se desliza por una superficie es 
desacelerado por fuerzas de friccion proporcionales a su 
velocidad. Suponga que la desaceleracion inicial es 2 me- 
tros/seg 2 y que el auto recorre una distancia total de 1800 m. 
^Cual era su velocidad inicial? Vease el problema 18 de la 
seccion 7.6. 

59. Un prestamo hipotecario de $120,000 se paga continua- 
mente en un periodo de 25 anos. Aplique el resultado del pro¬ 
blema 13 en la seccion 7.6 para determinar el monto del pago 
mensual si la tasa de interes compuesto continuo anual es de 
(a) 8 %; (b) 12 %. 

60. Una lancha de motor pesa 32,000 libras y su motor 
proporciona un empuje de 5000 libras. Suponga que la 
resistencia del agua es de 100 libras por cada pie por segundo 
de la velocidad del bote. Entonces la velocidad v(t) (en 
pies/segundo) del bote en el instante t (en segundos) satisface 
la ecuacion diferencial 

1000 ^ = 5000 - lOOu. 
dt 

Determine la velocidad maxima que puede alcanzar el bote 
si parte del reposo. 

61. La temperatura dentro de mi congelador es -16°C y la 
temperatura del cuarto es constante e igual a 20°C. A las 11 
P.M.se interrumpe la corriente electrica durante una tormenta 
de nieve. A las 6 a.m. de la manana siguiente veo que la 
temperatura del congelador se elevo a -10°C. ^A que hora 
alcanzara la temperatura en el congelador el valor critico 0°C 
si aun no hay corriente electrica? 

62. Suponga que la accion de los fluorocarbonos disminuye 
la capa de ozono en la atmosfera en 0.25% anualmente, de 
modo que la cantidad A de ozono en la atmosfera satisface la 
ecuacion diferencial 

dA 1 „ . N 

dt 400 

(a) ^Que porcentaje de la cantidad original A 0 de ozono 
atmosferico permanecera dentro de 25 anos? (b) ^Cuanto 
tiempo tardara en reducirse a la mitad de su cantidad original 
el ozono en la atmosfera? 

63. Un automovil parte del reposo y viaja por una carretera 
recta. Su motor proporciona una aceleracion constante de a 
pies por segundo por segundo. La resistencia del aire y la 
friccion de la carretera causan una desaceleracion de p pies 
por segundo por segundo por cada pie por segundo de la 


velocidad del automovil. (a) Muestre que la velocidad del 
automovil despues de t segundos es 

v(t) = -(1 - e~ pl ). 

P 

(b) Si a = 17.6 pies/seg 2 y p = 0.1, determine v cuando 
t = 10 segundos y determine tambien la velocidad limite 
cuando t —>+«>. De cada respuesta en millaspor hora y en 
pies por segundo. 

64. Inmediatamente despues de un accidente en una planta 
nuclear, el nivel de radiacion fue de 10 veces el limite de 
seguridad. Despues de 6 meses baja a 9 veces el limite 
de seguridad. Suponiendo un decaimiento exponencial, 
^cuanto tardara la radiacion (en anos despues del accidente) 
en regresar al limite de seguridad? 

65. La figura 7.PD. 1 muestra las graficas de/(x) = x I/2 , g(x) 
= lnx y h(x) = x m en el intervalo[0.2, 10]. Puede ver que la 
grafica de /permanece por arriba de la grafica de In jc, 
mientras que la grafica de h esta debajo de la grafica de In jc. 
Pero como In x crece menos rapido que cualquier potencia 
positiva de x, la grafica de h debe cruzar la grafica de In x y 
elevarse por arriba de esta. Finalmente, usted puede creer 
facilmente que, para una election adecuada de p entre 2 y 3 , 
la grafica de j(x) = x ]lp no estara por debajo de la grafica 
de Inx pero sera tangente a la grafica de In x en cierto punto. 
(a) Muestre que/(x) > In x para toda x > 0 determinando el 
valor minimo global de/(x) - In x en el intervalo ( 0 , oo ). (b) 
Utilice el metodo de Newton para determinar el valor de x 
donde h(x) cruza la grafica de In x y se eleva por arriba de 
esta (el valor dex no dado en la figura 7.PD. 1). (c) Determine 
el valor de p donde la grafica de j{x) es tangente a la grafica 
de In x en el punto (<?, In q). 



Figura 7.PD.1 Las ties funciones del problema 65 


Capitulo 7 / Problemas diversos 


447 












8.1 _ 

Introduction 


La funcion/es una funcion algebraica si y =f (x) satisface una ecuacion de la 
forma 


a n (x)y" + a n -i(x)y n 1 + ■ ■ ■ + a x {x)y + ao(x) = 0, 

donde los coeficientes a 0 (*)> a \i x \ ■ . ■ , ci n {x) son polinomios en x. Por ejemplo, 
como la ecuacion y 2 - p(x) = 0 tiene la forma anterior, la raiz cuadrada del 
polinomio p(x) (es decir,/ (x) = V p(x)) es una funcion algebraica. La ecuacidn 
q(x)y-p(x) = 0 tambien tiene la forma necesaria, de modo que una funcion racional 
[un cociente de polinomios; en este caso, y = p(x)/q(x)] tambien es una funcion 
algebraica. 

Una funcion que no es algebraica es trascendente. La funcion logaritmo 
natural In jc y la funcion exponencial natural e 1 son funciones trascendentes, al 
igual que las seis funciones trigonometricas familjares. En este capitulo estudia- 
remos las restantes funciones trascendentes de caracter elemental: las funciones 
trigonometricas inversas y las funciones hiperbolicas. Estas funciones tienen 
amplias aplicaciones cientificas y proporcionan la base para ciertos metodos de 
integracion importantes (como se analiza en el capitulo 9). En las secciones 8.3 y 
8.4 tambien estudiaremos ciertas expresiones de limite (“formas indeterminadas ,, ) 
relacionadas por lo general con funciones trascendentes. 


Funciones 

trigonometricas 

inversas 


Si la funcion/es inyectiva en su dominio de definicion, entonces tiene una funcion 
inversa f~ l . Esta funcion inversa se define por el hecho de que 

f~ l (x) = y si y solo si f(y) = x. (1) 

Por ejemplo, desde el capitulo 7 nos familiarizamos con el par de funciones 
inversas 

f(x) = e x y f~ l (x) = In x. 

Desde un punto de vista geometrico, la ecuacion (1) implica que las graficasy = 
/( x ) y y = f~\ x ) son reflexiones a lo largo de la recta de45 °,y = x 9 al igual que las 
conocidas graficas dey = & y y = In x de la figura 8.2.1. 



X 


Figura 8.2.1 Las gr&ficas de 
y = e*yy=\nxson reflexiones a 
lo largo de la recta y = x 


LA funci6n seno inverso 

Aqui queremos definir las inversas de las funciones trigonometricas; comenzare- 
mos con la funcion seno inverso. Sin embargo, debemos enfrentar el hecho de que 
las funciones trigonometricas no son inyectivas, pues el periodo de cada una de 
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Figura 8.2.2 Multiples valores 
de x tales que sen x = j 



Figura 8.2.3 Existen muchas 
opciones posibles para 
y = sen _I (j) 


el las es no 2n. Por ejemplo, sen x= 1/2 si x es n /6 mas cualquier multiplo de In 
o 5n/6 mas cualquier multiplo de In. Todos estos valores de x, todos con el seno 
igual a 1/2, corresponden a los multiples puntos de intersection de la graftca 
y = sen x y la recta horizontal y = 1/2 en la figura 8.2.2. 

La figura 8.2.3 es la reflexion de la figura 8.2.2 con respecto de la recta de 
45°, y = x. Las multiples intersecciones de x = sen y y la recta vertical x =i indican 
que debemos hacer una election para definir sen"'(j). Es decir, no podemos definir 
y = sen -1 *, la inversa de la funcion seno, diciendo simplemente que y es el numero 
tal que sen y = Existen muchos valores dey, y debemos especificar cual valor 
particular de estos vamos a utilizar. 

Hacemos esto restringiendo de manera adecuada el dominio de la funcion 
seno. Puesto que la funcion sen x es creciente en [-7t/2, ri2] y su rango de valores 
es [-1, 1], para cada x en [-1, 1 ] existe un numero y en [-n/2, n!2\ tal que 
sen y = x. Esta observation conduce a la siguiente definicion de la funcion seno 
inverso (o arco seno), que se denota sen"'* o arcsen x. 


Definicion La funcion seno inverso 

La funcion seno inverso (o arco seno) se define como sigue: 

y = sen -1 * si y solo si sen y = x, (2) 

donde -ISxSI y -n/2 2 y Sn/2. 


Asi, si x esta entre -1 y +1 (inclusive), entonces sen -1 * es ese numero y entre 
-tz/ 2 y id2 tal que sen y = x. De manera aun mas breve, arcsen x es el angulo (en 
radianes) mas cercano a cero cuyo seno es x. Por ejemplo, 

sen -1 1 = sen"‘0 = 0, sen _1 (-1) = - —, 

2 2 



Figura 8.2.4 La grafica de 
_y = sen"lv = arcsen x 


y sen -1 2 no existe. 

Si intercambiamos x y y en la ecuacion sen y = x obtenemos y = sen x, por lo 
que la ecuacion (2) implica que la grafica de>>= sen -1 x es la reflexion de la grafica 
de_y = sen x, -n!2 ^x^tt/2, con respecto de la recta_y = x (figura 8.2.4). 

La ecuacion (2) tambien implica que 

sen(sen'*x) = x si-l^x^l y (3a) 

sen ‘(sen x) = x si —tt/2 ^ x ^ tt/2. (3b) 

Puesto que la derivada de sen x es positiva para - 7 d 2 < x < 7 d 2 , el teorema 1 de 
la seccion 7.1 implica que sen" l x es derivable en (-1,1). Por tanto, podemos derivar 
ambos lados de la identidad en (3a), pero comenzaremos escribiendola de la forma 


seny = x, 

donde y = sen“* x. Despues, al derivar con respecto de x, obtenemos 


(c0s y) fx‘ '■ 


' HI siihbolo -1 en la notacion sen 1 x no es un exponente, no significa (sen x ) 


450 


Capitulo 8 / Mas acerca del calculo de las funciones trascendentes 








de modo que 


dy = _1_ = 1 = 1 

dx cos y Vl - sen 2 )' Vl - x 2 ' 

Es correcto considerar la raiz cuadrada positiva en este calculo, pues cos y > 0 
para-7i/2 < y < n/2. Asi, 


ZX sen 1 x = , 

^7 


(4) 


si -1 < x < 
obtenemos 


1. Cuando combinamos este resultado con la regia de la cadena, 


D x sen 1 w - , 


du 

dx 


(5) 


si u es una funcion derivable con valores en el intervalo (-1, 1). 

EJEMPLO 1 Si y = sen -1 * 2 , de la ecuacion (5), con u = x 2 , se obtiene 
dy _ 1 „ 2x 


dx Vl - (x 2 ) 2 


■ 2x = 





0 2 4 


x 

Figura 8.2.5 La funcion cosx 
es decreciente en [0, n]. 


La definicion de la funcion coseno inverso es similar a la de la funcion seno 
inverso, excepto que ahora restringimos la funcion coseno al intervalo [0, k], 
donde es una funcion decreciente (figura 8.2.5). Asi, la funcion coseno inverso 
(o arco coseno) se define por medio de la regia 

y = cos _1 x si y solo si cos y = x, (6) 

donde -1 ^x ^ 1 y O^y^ n : Asi, cos _1 x es el angulo en [0, n] cuyo coseno es x. 
Porejemplo, 

COS _1 1 = 0, COS' 1 0 = COS~ 1 ( 1 ) = 77. 

Podemos calcular la derivada de cos _1 x, que tambien se escribe como 
arc cos x, derivando ambos lados de la identidad 

cos(cos _1 x) = X (-1 < X < 1). 


Los calculos son similares a los de D x sen 1 x y conducen al resultado 



Figura 8.2.6 La grafica de 
y = cos -1 x = arc cosx 


D x cos 1 x 


1 


W^V 2 ' 


Y si u denota una funcion derivable con valores en (-1, 1), la regia de la cadena 
implica entonces 


D x cos 1 u 


1 du 
Vl - u 2 dx' 


(7) 


La figura 8.2.6 muestra la grafica dey = cos be como la reflexion de la grafica de 
y = cos x, 0 § x S n, con respecto de la recta y = x. 
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y = tan x 



Figura 8.2.7 Ramas de y = tan jc 


LA FUNCI6N tangente inversa 

Observemos en la figura 8.2.7 que la funcion tangente es creciente en el intervalo 
abierto (-71/2, n/2) y que su rango de valores es toda la recta real. Por tanto, 
podemos definir la funcion tangente inversa (o arco tangente ), que se denota por 
tan" 1 * o por arc tan x, como la inversa de_y = tan jc, -nil < x < nil. 


Definicion La funcion tangente inversa 

La funcion tangente inversa (o arco tangente) se define como sigue: 

y = tan" 1 * si y solo si tan y - x, (8) 

dondex es cualquier numero real y-^2 <y < nil. 


y 



2 


Como la funcion tangente toma todos los valores reales, tan" 1 * esta definida 
para todo numero real x; tan" 1 * es ese numero entre -nil y nf 2 , cuya tangente 
es x. La grafica de y = tan -1 * es la reflexion de la grafica de y = tan *, -n/2 < * 
< n/2, con respecto de la recta y = * (figura 8.2.8). 

La ecuacion (8) implica que 

tan(tan _1 x) = * para toda x y (9a) 

tan _1 (tan x) = x si —7 t/ 2 < x < tt/2. (9b) 


Figura 8.2.8 La funcion tangente 
inversa tiene como dominio a 
todos los numeros reales x 


Como la derivada de tan x es positiva para toda x en el intervalo (- n/2 , nf 2), el 
teorema 1 de la seccion 7.1 implica que tan" 1 * es derivable para toda x. Por tanto, 
podemos derivar ambos lados de la identidad en la ecuacion (9a), pero primero la 
escribimos de la forma 


tan y = x 


donde>>= tan !x. Entonces 

(sec 2 y)^j~ = 1; 
dx 

dy _ 1 1 1 


dx sec 2 y 1 + tan 2 y 1 + * 2 ' 
Asi, 


D x tan 1 x = -, 

1 +* 2 


y si u es una funcion diferenciable de x, entonces 


( 10 ) 


D x tan 1 


1 du 
1 + u 2 ' dx ' 


01 ) 


La definicion de la funcion cotangente inversa es similar a la de la funcion 
tangente inversa, excepto que ahora restringimos la funcion cotangente al intervalo 
(0, tt), donde es una funcion decreciente que asume todos los valores reales. Asi, 
la funcion cotangente inversa (o arco cotangente) se define como 

y = cot" 1 * si y solo si cot y = x, (12) 
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Observador 800 pics Roca 

■fR"""Tr 


i £■ «2 



Figura 8.2.9 La roca que cae del 
ejemplo 2 



Figura 8.2.10 Restriccion de la 
funcion secante a la union dc los 
dos intcrvalos [0, nil) y (tc/2, k ] 


donde x es cualquier numero real y 0 < y < m Entonces, al derivar ambos lados de 
la identidad cot(cot _1 jc) = jc obtenemos, como en la deduction de la ecuacion (10), 


Si u es una funcion diferenciable de x, entonces la regia de la cadena implica 


^ _. 1 du 

D x cot u = - ——2 ■ — . (13) 

1 + w 2 dx 

EJEMPLO 2 Un montanista a la orilla de un profundo canon de 800 pies de 
ancho ve que una gran roca cae desde la orilla opuesta en el instante t = 0. Cuando 
el observa a la roca caer hacia abajo, sus ojos se mueven primero lentamente, 
despues mas rapido y despues lentamente de nuevo. Sea a el angulo de depresion 
de su linea de vision debajo de la horizontal. ^Con que angulo aparece que la 
roca se mueve mas rapido? Es decir, ^cuando es maxima da/dt ? 

Solution Por nuestro estudio de la aceleracion constante de la seccidn 5.2, 
sabemos que la roca caera 16* 2 pies en los primeros t segundos. Nos referimos a 
la figura 8.2.9 y vemos que el valor de a en el instante t sera 

w \800/ \50/ 

Por tanto, 

da _ 1 2 1 _ 100/ 

dt (0 _V ' 50 “ r 4 + 2500 ' 

\50) 

Para determinar cuando da/dt es maxima, determinamos cuando su derivada se 
anula: 

d (da\ _ 100(r 4 + 2500) - 100/ (4r 3 ) _ 100(2500 - 3r 4 ) 
dt\dt)~ (r 4 + 2500) 2 ” (r 4 + 2500) 2 ' 

De modo que d 2 a/dt 2 se anula cuando 3f = 2500; es decir, cuando 

4 / 25 OO _ x 

r=y^-«5.37 (seg). 

Este es el valor de t para el que da/dt es maxima, yen ese instante ten emost 2 = 
50/VT. Asi, el angulo en ese instante es 

(l 50 \ / 1 \ 7T 

V50 V 3 / WlJ 6 

La velocidad aparente de la roca es mayor cuando la linea de vision del montanista 
esta 30° debajo de la horizontal. La velocidad real de la roca es entonces 32r, con 
t ~ 5.37 segundos, por lo que aproximadamente es 172 pies/segundo. 


LA FUNCION SECANTE INVERSA 

La figura 8.2.10 muestra que la funcion secante es creciente en cada uno de los 
intervalos [0, 7t!2) y (/i/2, 7t\. En la union de estos dos intervalos, la funcion secante 
toma todos los valoresy tales que \y\£l. Por tanto, podemos definir la funcion 
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secante inversa, denotada por sec !x o por arc sec x, restringiendo la funcion 
secante a la union de los dos intervalos [0, tt/2) y (tt/ 2, n~\. 


Definicion La funcion secante inversa 

La funcion secante inversa (o arco secante) se define como sigue: 

y = sec^x si y solo si sec y = x, (14) 

donde |x| ^ 1 y O^y^x. 


OBSERVACI6N Los libros de texto antiguos offecen definiciones alternativas de 
la secante inversa con base en diferentes intervalos de definicion de sec jc. Sin 
embargo, la definicion dada aqui satisface la condicion 


sec 1 jc = cos 1 - 

JC 


(six ^ 1), 




; * 

sec -1 x J 



-1 1 


Figura 8.2.11 La grafica de 
y = sec -1 x = arcsec x 


que es conveniente para calculos con calculadora o computadora (vease el proble- 
ma 57). 

La grafica de sec"'x es la reflexion de la grafica de_y = sec x, restringida de 
manera adecuada a los intervalos 0 ^ x < tt/2 y tt/ 2 < x ^ tt, con respecto de la 
recta y = x (figura 8.2.11). De la definicion de la secante inversa se sigue que 

sec(sec _1 x) = x si |x| ^ 1, (15a) 

x sec“'(sec x) = x paraxen [0, tt/2) U ( tt/2 , ir\ (15b) 

Seguimos el mismo patron, y determinamos D x sec _1 x derivando ambos lados de 
la ecuacion (15a) de la forma 


sec y = x, 


donde y = sec ] x. Esto conduce a 


de modo que 


(secy tany) ^ = 1, 


dy = 1 = 1 

dx secy tany ±xVx 2 1 

pues tan y = ± V sec 2 y - 1 = ± V x 2 - 1. 

Para obtener la eleccion correcta de signo, observemos lo que ocurre en los 
casos x > 1 y x < -1 . En el primer caso, 0 < y < tt/2 y tan y > 0, por lo que 
elegimos el signo mas. Si x < -1, entonces tt/2 < y < k y tan>> < 0, por lo que con- 
sideramos el signo menos. Asi, 


D x sec 1 x = -;— . 

I X I 


(Ixl >1). 


(16) 


Si u es una funcion diferenciable de x, con valores de magnitud mayor que 1, 
entonces, por la regia de la cadena 
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(17) 


D x sec x u- - . 

I u |V u 2 - 1 


<7x‘ 


EJEMPLO 3 La funcion sec V esta definida si jc > 0, pues entonces e* > 1. 
Entonces, por la ecuacion (17), 


D* sec 1 e x 

pues | e v I =e x para toda x. 


e x 


e x \'Ve 2x ~ 1 


1 

Ve 2 * - 1 


La funcion cosecante inversa (o arco cosecante) es la inversa de la funcion 
y = esc x, donde x esta restringida a la union de los intervalos [-x/2, 0) y (0, n!2\ 
Asi, 

y = csc _1 x si y solo si esc y = x (18) 

donde |x I ^ 1 y -;r/2 < y < nil. La formula de su derivada, que se deduce de 
manera similar a la derivada de la funcion secante inversa, es 


D x esc 1 u 


1 du 

u | Vw 2 - 1 dx ‘ 


(19) 


RESUMEN 

La siguiente tabla resume los dominios, rangos y derivadas de las seis funciones 
trigonometricas inversas. 


Funcion 

Dominio de 
definicion 

Rango de 
valores 

Derivada 

sem 1 x 

-lSigl 

— 77-/2 = y = 77-/2 

1 

Vl - a: 2 

cos -1 X 

-I ^ X ^ I 

0 ^ y ^ 77 

1 

Vl - a: 2 

tan -1 x 

— 00 < X < +00 

- 77/2 < y < 77/2 

1 

1 + x 2 

cot -1 X 

— 00 < X < +00 

0 < y < 77 

1 

1 + V 

sec -1 x 

M s i 

0 ^ y ^ 77 

1 

1*1 vv - 1 

CSC -1 X 

M = 1 

-77/2 < y < 77/2 

1 

x|Vx 2 - 1 


Es importante observar que 

□ sen‘lr y tan _1 x comparten el rango -nil a x/2, mientras que 

□ cos _1 x y sec _1 x comparten el rango 0 a x. 

Observe tambien la “diferencia unicamente en el signo” de las derivadas de los 
pares funcion/cofuncion de funciones inversas. 
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INTEGRATES REL A CION ADA S CON 

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Las derivadas de las seis funciones trigonometricas inversas son todas funciones 
algebraicas simples. Como consecuencia, las funciones trigonometricas inversas 
aparecen por lo general cuando integramos funciones algebraicas. Ademas, como 
ya hemos mencionado, las derivadas de cos _ 1 jc, cot" l x y esc" 1 * solo difieren en 
signo de las derivadas de sus respectivas cofunciones. Por esta razon, solo 
necesitamos las funciones arco seno, arco tangente y arco secante para la integra¬ 
tion y solo estas tres son de uso comiin. Es decir, usted solo necesita aprender de 
memoria las formulas integrales de estas ultimas tres funciones, las cuales son 
consecuencia inmediata de las ecuaciones (5), (11) y (17) y que podemos escribir 
de las formas siguientes: 


du 


vr^ 

du 

1 + w 2 
du 

mVh 2 - 1 


= sen 1 
= tan -1 
= sec -1 


u + C, 

( 20 ) 

u + C, 

( 21 ) 

\u\ + C. 

( 22 ) 


Es facil verificar que el valor absoluto en el lado derecho de la ecuacion (22) 
es consecuencia del valor absoluto en la ecuacion (17). Recuerde que, como 
sec _1 | u | no esta definida a menos que | u | ^ 1 , la integral definida 

f b du 
J a uVu 2 - 1 

solo tiene sentido cuando los limites ay b son ambos al menos 1 o ambos a lo 
mas - 1 . 


EJEMPLO 4 Una consecuencia inmediata de la ecuacion (21) es 


T dx 

Jo 1 + * 2 


tan 


= tan 1 1 - tan 1 0 = -7 
4 


EJEMPLO 5 La sustitucion u = 3 a -, du = 3 dx implica 


1 


1 


1 + 9x 


dx = - 


3 J 1 + ( 3 a) 2 

[ 

3 


dx 


du 1 . ^,1 , , _ 

--; = - tan" w + C = - tan 3 a + C. 

1 + u 2 3 3 


EJEMPLO 6 La sustitucion u = 1/2 x, du = 1/2 dx implica 


1 


V4 - A 2 


dx = 


1 


2Vl - (a/2) 2 

1 


dx 


Vl - H 2 


du ■- arcsen u + C = arcsen — + C 
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EJEMPLO 7 La 


xV2x 2 


8.2 Problemas 


Determine los valores indicados en los problemas l a 4. 


1. (a) sen-'(i) 2. (a) cos’'(£) 

(b) sen-‘(- i) (b) cos -1 (— {) 

(c) sen _1 (5 V2) (c) cos^^V^) 

(d) sen-'(- i V3) (d) cos"'(- { V 3 ) 

3. (a) tan -1 0 4. (a) sec -1 1 

(b) tan -1 1 (b) sec - '(— I) 

(c) tan - '(— I) (c) sec -1 2 

(d) tan“'V3 (d) sec"'(-V2) 

Derive las funciones en los problemas 5 a 26. 

5. /(jc) = sen _1 (jc 100 ) 6. /(jc) = arctan(^) 

7. /(jc) = sec“'(lnjc) 8. f(x) = ln(tan~‘ jc) 

9. f{x) = arcsen(tan jc) 10. f{x) = * arctan * 

11. /(jc) = sen -1 e x 12. /(jc) = arctan Vjc 

13. /(jc) = cos“*jc + sec~'(-) 


14. /(jc) = cot 15. /(jc) = esc 'jc 2 


16. /(jc) = arccos 


17. f(x) 


18. /(jc) = (arcsenx) 2 19. /(jc) = tan“'(lnjc) 

20. /(jc) = arcsecVjc 2 + 1 

21. /(jc) = tan'e* + coi~ ] e~ x 

22. f(x) = exp(arcsenx) 23. f(x) = sen(arctan jc) 


^ . V / I v S \ 1 V L Cl 1 1 A 

24. fix) = sec(sec e x ) 25. fix) ■= ( 2 2 

(I + x 1 ) 1 

26. /(jc) = sen -1 2jc 2 ) -2 

En los problemas 27 a 30, determine dy/dx mediante deriva¬ 
tion implicit a. Determine a continuation la recta tangente a 
la grdfica de la ecnation en el pun to indicado P. 


27. tan 1 jc + tan x y = —; P(l, 1) 
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55. ——- [. Sugerencia: sea u - x 1/2 .l 

J. 2Vx(l + x) 

56. Concluya de la formula D x cos" 1 x = -Z) A sen -1 x que sen -1 
x + cos -1 x = nil si 0 ^ x ^ 1. 

57. MuestrequeZ) A sec -1 x = Z) A cos -1 (l/x) six^ 1 y concluya 
que sec -1 x = cos -1 (l/x) si x £ 1. Este hecho se puede utilizar 
para determinar arcos secantes en una calculadora que tenga 
una tecla p ara la f uncion arc o cosen o, que generalmente se 
escribe [ inv ] ( cos ] o [cos -1 ] . 

58. (a) Deduzca de la formula de la suma para tangentes 
(problema 28 del apendice A) que 

x + y 

arctan x + arctan y = arctan -- 

1 - xy 

si xy < 1. (b) Aplique la parte (a) para mostrar que cada uno de 
los siguientes numeros es igual a n!4: (i) arctan (1/2) + arc- 
tan( 1/3); (ii) 2 arctan (1/3) +arctan (1/7); (iii) arctan( 120/119) 
-arctan (1/239); (iv) arctan(l/5)-arctan(l/239). 

59. Se desea construir una cartelera paralela a una via 
rapida, con una altura de 12 metros ytal que su parte inferior 
quede a 4 metros por arriba de los ojos del automovilista 
promedio. <?,A que distancia de la via rapida debe colocarse 
la cartelera para maximizar el angulo vertical que subtiende 
desde los ojos del conductor? 

60. Utilice funciones trigonometricas inversas para demos- 
trar que el angulo subtendido por una pintura rectangular en 
un muro es mayor cuando la pintura se cuelga con el centro 
al nivel de los ojos del observador. 

61. Muestre que la circunferencia de un circulo de radio a es 
2 na, determinando la longitud del arco circular 


y = Va 2 - ;c 2 

dear = 0 a x = alfl y multiplicando despu6s por 8. 

62. Determine el volumen generado al girar en torno del eje 
x el area bajo y - 1/(1 + x 4 ) de x = 0 a x = 1. 


63. La region R no acotada, esta acotada a la izquierda por el 
ejey, por debajo por el eje x, y por arriba por la gr&fica de 
y = l/( 1 + x 2 ). Muestre que el area de R es finita, evaluando 


lim 

a —■* oo 


*a 

Jo 


dx 

1 + x 2 ' 


64. Un edificio de 250 pies de altura esta equipado con un 
elevador extemo. En el instante t = 0, el elevador comienza a 
funcionar desde la parte superior y desciende con velocidad 
constante de 25 pies/segundo. Usted observa el elevador 
desde una ventana a 100 pies sobre el suelo, en un edificio a 
50 pies del elevador. i A que altura parece moverse mas r^pido 
el elevador? 

65. Suponga que la funcion/esta definida para todo real x 
tal que |x | > 1 y tiene la propiedad de que 


/'« 


1 

xVx 2 - 1 


para tales x. (a) Explique por que existen dos constantes A y 
B tales que 


/(x) = arcsec x + A si x > 1; 

fix) = -arcsec x + B si x < — 1 

(b) Determine los valores de A y B de modo que/(2) = 1 
=/(-2). Despues grafiquey = /(x). 

66. El arco tangente es la unica funcion trigonometrica in- 
versa que se incluye en algunas versiones de BASIC y FOR¬ 
TRAN, por lo que es necesario para programacion expresar 
sen"‘x y sec _1 x en terminos del arco tangente. Muestre lo 
siguiente: (a) Si |x | < 1, entonces 

sen -1 x = arctan (— . 1 

VVl - X 2 / 

(b) Six > 1, entonces sec -1 x = arct an (Vx 2 - 1). (c) Si 
x < -1, entonces sec -1 x-n- arctan (V x 2 - 1). 


8.3 

Formas 

indeterminadas y 
regia de l'Hopital 


Una forma indeterminada es un cierto tipo de expresion con un limite que no es 
evidente por inspeccion. Existen varios tipos de formas indeterminadas. Si 

lim/W = 0 = lim g(x), 

x—*a x—*a 

entonces decimos que el cociente/(x)/g(x) tiene la forma indeterminada 0/0 en 
x = a. Por ejemplo, para derivar las funciones trigonometricas (seccion 3.7) 
necesitabamos saber que 


x ^0 x 

En este caso,/(x) = senx yg(x) =x. Como senx yx tienden ambas a cero cuando 
x —» 0, el cociente (sen x)/x tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0. En 
consecuencia, tuvimos que utilizar un argumento geometrico particular para 
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determinar el limite de la ecuacion (1); vease la seccion 2.3. En realidad, algo de 
este tipo ocurre siempre que calculamos una derivada, pues el cociente 

/(*) - /(g) 

x — a 

cuyo limite cuando x —» a es la derivada/'(a), tiene la forma indeterminada 0/0 
en x = a. 

A veces podemos determinar el limite de una forma indeterminada realizando 
un manejo o construction algebraica particular, como en nuestros calculos ante- 
riores de derivadas. Sin embargo, con frecuencia es mas conveniente aplicaruna 
regia que aparecio en el primer texto de calculo de la historia, realizado por el 
marques de I'Hopital en 1696. L'Hopital era un noble frances que contrato al 
matematico suizo John Bernoulli como su tutor de calculo, y la “regia de I'Hopital” 
es en realidad un trabajo de Bernoulli. 


Teorcma 1 Regia de I'Hopital 

Suponga que las funciones f y g son diferenciables en una vecindad 
perforada del punto a y que g\x) es distinta de cero en esa vecindad. 
Suponga tambien que 


lim /(x) = 0 = lim g (x). 


Entonces 


• / W .. f\x) 

irn = lim —— 


lim 


► a g Gti J a g (x) 


(2) 


siempre que el limite del lado derecho exista (como niimero real finito) 
o sea + oo o - oo. 


En esencia, la regia de I'Hopital dice que si/(x)/g(x) tiene la forma indeter¬ 
minada 0/0 enx = a, entonces (con unas cuantas restricciones) este cociente tiene 
el mismo limite en x = a que el cociente de las derivadas f(x)lg'(x). La demostra- 
cion de la regia de I'Hopital se analiza al final de esta seccion. 

EJEMPLO 1 Determine lim -— 

x->o sen 2x 

Solucion La fraccion cuyo limite queremos determinar tiene la forma indeter¬ 
minada 0/0 enx = 0. El numerador y el denominador son claramente diferenciables 
en alguna vecindad perforada de x = 0, y la derivada del denominador ciertamente 
es distinta de cero si la vecindad es suficientemente pequena (especificamente, si 
0 < |x | < n!4). Asi, podemos aplicar la regia de I'Hopital, y 

lim-= lim --— = -. 

^->o sen 2x x->o 2 cos 2x 2 


Si el cociente/'(x)/g'(x) tambien es indeterminado, entonces podemos aplicar 
la regia de I'Hopital por segunda vez (o tercera, . . .), como en el ejemplo 2. Sin 
embargo, cuando la regia se aplica varias veces, debemos venficar las condiciones 
para aplicarla en cada paso. 
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EJEMPLO 2 Determine lim * + ln * . 

x —* 1 1 + COS 77 X 


Solution 


.. 1 - x + In x 1 + x 

lim ——;- = hm- 


► 1 1 + COS 77X 


= lim 


x —* i -77 sen 77x 
X - 1 


(aim es la forma 0/0) 


i 77 x sen 77x 


(simplificacion algebraica) 


= lim- 1 - (de nuevo la regia 

^ 1 77 sen 77* + 77 X COS 77* de 

1 

-- 2 (P or inspeccion) 

77 

Puesto que el limite final existe, tambien todos los anteriores; la existencia del 
limite final en la ecuacion (2) implica la existencia del primero. 


Cuando necesite aplicar la regia de l'Hopital varias veces de esta manera, solo 
debe derivar una y otra vez el numerador y el denominador por separado hasta que 
alguno de ellos tenga un limite finito distinto de cero. En ese momento, usted podra 
reconocer el limite del cociente por inspeccion, como en el paso final del ejemplo 2. 

EJEMPLO 3 Determine lim Sen *, . 

*-0 X + x z 

Solution Si simplemente aplicamos la regia de l'Hopital dos veces, el resultado 
es el calculo incorrecto 


sen x 
lim- 

X + X 


2 


COS X 

lim "i-— 

1 + 2x 


= lim 

* —> o 


sen x 
2 


= 0. 


(jlncorrecto!) 


Esta respuesta es incorrecta pues (cos x)/(l + 2 a:) no es una forma indeterminada. 
Asi, la regia de l'Hopital no puede aplicarsele. El calculo correcto es 


lim 


sen x cos x 

= lim 


»ox + X 


1 + 2x 


lim cos x i 

*->o _ 2 

lim (1 + 2x) 1 


El ejemplo 3 sirve para hacer la siguiente advertencia: verifique las hipotesis 
de la regia de l'Hopital antes de aplicarla. Es muy simplista pensar que la regia de 
l'Hopital funciona cuando uno la necesita y no funciona en caso contrario, aunque 
si hay algo de cierto en esta afinnacion. 


FORMAS INDETERMINADAS RELACIONADAS CON 

La regia de l'Hopital tiene muchas variantes. Ademas del hecho de que el limite 
en la ecuacion (2) puede ser infinito, el numero real a en la regia de l'Hopital 
tambien se puede reemplazar por + <*> o por - Por ejemplo, 
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(3) 


lim 44 = lim f ' {x) 


*” g(x) 


*'(*) 


siempre que se satisfagan las demas condiciones. [Una vecindad perforada de + °o 
es un intervalo de la forma (c, + <*>).] En particular, para utilizar la ecuacion (3), 
primero debemos verificar que 

lim f(x) = 0 = lim g(x) 

x -»W CO 

y que el h'mite del lado derecho de la ecuacion (3) existe. La demostracion de esta 
version de la regia de l'Hopital se bosqueja en el problema 50. 

La regia de l'Hopital tambien se puede utilizar cuando/(;c)/g(;c) tiene la forma 
indetcrminada oo/oo. Esto significa que 


y 


lim f(x) es +°° o — OO 

x -» a 


lim g (x) es +°oo — oo. 

x -» a 


La demostracion de esta extension de la regia es dificil y la omitiremos.* 

EJEMPLO 4 Determine lim —r ~.—. 

*->» x + x 


Solucidn Ambos cocientes e?l(x 2 +x)y e*/(2x + 1 )tienen la forma indeterminada 
oo/oo, de modo que con dos aplicaciones de la regia de l'Hopital se obtiene 


lim —— = lim-- = lim — = +». 

2x + 1 2 


—> co X" + X 

Recuerde que la regia de l'Hopital tambien “permite” que el resultado final sea un 
h'mite infinito. 


EJEMPLO 5 


lim 

X * co 


In x 

v* 


i 




DEMOSTRACION DE LA REGLA DE L'h6PITAL 


Supongamos que las funciones/ygdel teorema 1 no solamente son diferenciables 
sino que tienen derivadas continuas cerca de x = a y que g\a) * 0. Entonces 

f <() lim/'U) r() 

lj m L±±i = (A) 

^og'(x) lim g'(x) g'(a) W 

x—> a 

por la ley del limite de cocientes. En este caso, la regia de l'Hopital en la ecuacion 
(2) se reduce al limite 


r /W = /'(a) 
™g(x) g'(a) ’ 


(5) 


que es una forma debil de la regia. En realidad, esta forma debil es la que se aplica 
por lo general en las aplicaciones con un solo paso de la regia de l'Hopital. 


* Para la demostracion, vease (por ejemplo) A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus , 3a. edicion 
(Nueva York: John Wiley, 1983), pag. 107. 
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EJEMPLO 6 En el ejemplo 1 tem'amos 

f(x) = e x - 1, g(x) = sen 2x, 

de modo que 


fix) = e\ g'(x) = 2 cos 2x, 


y s'(0) -2^0. Con a - 0, la ecuacion (5) implica entonces 


lim-— 

sen 2x 


g(x) g (0) 2 cos 0 2 


Tcorcma 2 Regia de I'Hopital (forma debil) 

Suponga que las funciones fy g son diferenciables en x = a, que 

f (a) = 0= g(a) 


y que g'(a) *0. Entonces 


lim HXi _ LS^L 
*-*" g(x) g'(fl) 


(4) 


Demostracion Comenzamos con el lado derecho de la ecuacion (4) y trabajamos 
hacia el lado izquierdo: 


fia) 

g'(o) 


lim & - M 

x->a x — a 

lim ~ gM 

x — a 


(la definicion de la derivada) 


= lim 


f(x) - f(a) 
x — a 

“ g(x) - g(fl) 


x — a 


(la ley del cociente para limites) 


= lim /(*) ~ /( Q ) 

— g(x) ~ g(a) 


(simplification algebraica) 


= lim 

x ->a 


g(x) 


[pues/(fl) = 0 = g(o)]. □ 


El apendice G contiene una demostracion de la version fuerte de la regia de 
I'Hopital enunciada en el teorema 1. 


8.3 Problemas 

Determine los limites de los problemas l a 48. 


1. 

hm 2 

2. 

lim 


Jf— 1 X 2 ~ 1 


X-roo 


, 2x 2 - 1 



3. 

lim —:- 

4. 

lim 


5x 2 + 3x 


x->0 


5. lim 

x->0 

7. lim 

X —► 1 

9. lim 

x->0 


sen* 2 

x ~ 1 
sen x 

e x - x - \ 


6. lim 

x->0 4 


1 


COS 


\T X 


8. lim 

.r —► 0 


10. lim 


1 - COS X 

1 + cos 2 z 
wi 1 - sen2z 
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^ .. u arctan u 

11. lim -- 

**-►0 1 — cos u 

n r ]nx 

15 . i im lltfLzil 

x ~> io x - 10 

„ v e x + e~ x - 2 

17. lim- 

o xsenx 

19. lim —— 

*-o tan 5x 

x 3 - 1 
i X 2 - 1 
x + sen* 


21. lim 


23. lim 


25. lim 


3x + cos x 
2 X - 1 


o 3* — 1 


27. lim 


29. lim 


V4X 2 - x 
ln(l + x) 


* —0 X 

^ 2e x - x 2 - 2x 
31. lim-r- 


12. lim 


x - arctan x 




14. lim 

r—►«: 

16. lim 


00 (r + 1 ) 4 
t 2 + 1 
t In t 


18. lim 


tan x 


20. lim 


*-(tt/ 2 )- ln(cos x) 
e x — e~ x 


22. lim 


*-o x 
x 3 - 8 


2X 4 - 16 


\V + 4 


24. lim 

2 X 

26. lim — 

*->» 3 X 


Vx 3 + x 
28. lim - 

*-*” V2x 3 - 4 

„ ln(ln x) 

30. lim 


x In x 


- 2 


sen x - tan x 
32. lim-=- 


34. lim 


36. lim 


o 2x 
sec x 


tan x 


33. lim 

*—►0 

35. lim 

X —.71 

37. lim 


2 — e x — e x 

o 2? 

2x ~ 7T 
x^n tan 2x 

X — 2 COS 7 TX 
2 _ 


*2 x 2 - 4 


8.3 Proyecto M 


38. lim 


2x — sen7rx 


40. lim 


x ~—*\/2 Ax 2 - 1 
arctan 2x 


39. lim 


arctan 2x 


42. lim 

*—-o 


44. lim 

x->0 


45. lim 

x —.0 


arctan 3x 

vrm - 1 


arctan 3x 

Q** — 1 

41. lim- 

*-o x - sen x 

,, VTTTx -l 
43. lim- 

*-*o x 


V3 + 2x - VTT 

X 

❖i + x - 


1 - t#n X 

x-.Tr/4 4X - 7T 


46. lim 


47. lim 


ln(l + x 2 ) 


x-.o e 


COS X 


r5 _ 


48. lim - 

*-2 X 


5x 2 - 12 


io _ 


500x - 24 


49. Suponga que/es una funcion dos veces diferenciable. 
Utilice la regia de l'Hopital para demostrar estos dos resulta- 
dos: 


50. Establezca la version 0/0 de la regia de l'Hopital para el 
caso a = oo. [Sugerencia: sean F(t) =/(1/r) y G(t) = g(l/r). 
Muestre entonces que 


fix) .. F(f) 

lim — r-r = lim ■—77 = lim , 
g(x) i-o* G(t) i-o* G (t) 


n ) _ lim fix) 

b^n it \ > 

g U) 


utilizando la regia de l'Hopital para el caso a = 0.] 



Figura 8.3.1 ^ tiende a 1 
cuando x 0? 


Este proyecto implica el uso de una calculadora grafica o un programa de 
graficacion por computadora para analizar limites de formas indeterminadas. 

Consideremos el limite trigonometrico basico lin\_> 0 (sen x)/x. Parece claro, 
de la grafica dey = (sen x)/x 9 (figura 8.3.1) que si el numero jc es cercano a cero, 
entonces el punto (x, y) sobre la curva esta cerca del punto (0, 1). Esta observacion 
confirma el hecho de que 


.. sen* 

lim-= 1. 

o x 


(5) 


Queremos explorar graficamente el significado de que un numero o punto este 
“cerca” de otro numero o punto. Recordemos de la seccion 2.2 la definicion formal 
de limite. Decimos que 


lim f{x) = L (6) 

x-*a 

si dado € > 0, existe un numero 8 > 0 tal que 


0 < | x — a\ <5 implica que | f(x) — L\ < €. 
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-10 -5 0 5 10 


x 

Figura 8.3.2 El valor S= l 
“funciona” si £=\ 



-1 -0.5 0 0.5 1 


x 

Figura 8.3.3 El valor S= \ 
“funciona” si £ = y 0 


El significado geometrico de la implication en (7) es el siguiente: 

Suponga que trazamos lasdos rectashorizontales;; = L- £ yy = L + £ arriba 
y abajo del punto (a, L). Entonces es posible trazar dos rectas verticales x = a 
- 8y x = a + 8a cada lado de (a, L) de modo que la parte de la grafica;; =/ 
(jc) (con x * a) que esta entre las dos rectas verticales esta tambien entre las 
dos rectas horizontales. 

La cuestion es la siguiente. Dado un valor especifico de £ > 0, ^que valor de 
8 > 0 produce lo anterior? Con una calculadora grafica o un programa de 
graficacion por computadora, podemos trazar primero las rectas horizontales y = 
L-eyy = L + £ y despues experimentar con diferentes posiciones de las rectas 
verticales x=a-8yx=a+ <5para determinar un valor de 8 que “funcione” con 
el valor dado de a 

Asi, en la figura 8.3.2 vemos que todo punto de_y = (sen jc)/jc entre las rectas 
verticales jc = -1 yjc = +l tambien esta entre las dos rectas horizontales >> = 0.5 y 
y= 1.5. Asi, para el limite en la ecuacion (5) [para el cual a = 0 y L = 1 en (7)], si 
e= 1/2, entonces podemos elegir <5 = 1. 

Mientras mas pequeno sea el valor de £ > 0, es de esperar que el valor 8 > 
0 sea mas pequeno. En la figura 8.3.3 vemos que si £= 1/10, entonces podemos elegir 
8= 1/2. 

En los problemas 1 a 6, se da un limite lim* _,„/(*). Inspeccione primero la 
grafica y = /(jc) cerca de jc = a para determinar el valor aparente L del limite. 
Despues experimente con rectas horizontales y verticales para determinar valores 
de 8 > 0 que satisfagan la definicion del limite para los valores indicados de 
£ > 0. Por ultimo, aplique la regia de lUopital para verificar que lim X ^ a f(x) = L 

1. lim -- 6=1, 0.5, 0.1 

X 


1 — cos X 

2. lim-T-; 6 = 0.25,0.1,0.05 

x—*0 X 

Vl + ^ - 1 

3. lim-; 6 = 0.25,0.1,0.05 

*->o x 

4. lim -—— 7 -; e = 0.1, 0.05, 0.01 
x-4 X - 4 


r tan x - sen * „ „ c „ t n 

5. lim-,-; e = 0.25, 0.1, 0.05 

x—*0 X 


6. lim 

^->0 


sen 'x — tan 1 x 


; 6 = 0.25,0.1,0.05 


Formas 

indeterminadas 

adicionales 


En la seccion 8.3 vimos que la regia de l'Hopital se puede aplicar a las formas 
indeterminadas 0/0 y Existen otras formas indeterminadas; aunque la regia 
de l'Hopital no se puede aplicar directamente a ellas, es posible convertirlas a la 
forma 0/0 0 a la forma 0 ^°°. En tal caso, se puede aplicar la regia de l'Hopital. 
Supongamos que 

lim f(x) = 0 y lim g(x) = 

x—>a J x —*a 

Entonces decimos que el producto/(jc) ■ g(x) tiene la forma indeterminada 0 • oo 
en x = a . Para determinar el limite de /(jc) ■ g(x) en x = a, podemos cambiar el 
problema a una de las formas 0/0 o oo/oo de esta forma: 
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f(x) ■ g(x) = 


fix) _ gjx) 


Ugix ) 1 /fix)' 

Ahora podemos aplicar la regia de l'Hopital si se satisfacen las demas condiciones, 
como se muestra en el ejemplo 1. 

‘x - l' 


EJEMPLO 1 Determine lim x In 


x + 1 


Solution Estamos trabajando con la forma indeterminada 0 ■ por lo que 
escribimos 


lim x In 

x->» 


■x -■ 1 
x + 1 


In 


lim 


x - 1 
x + 1 


1 

x 


El limite del lado derecho tiene la forma 0/0, por lo que podemos aplicar la regia 
de l'Hopital. Primero observamos que 


D x In 


x - 1 
x + 1 


2 


x 2 - r 


Asi, 


lim x In 

x—>oo 


x - 1 
x + 1 



Si 

lim/(x) = +oo = lim g(x), 

x->a x->a 

entonces decimos que /(;c) - g(*) tiene la forma indeterminada °o - Para 
evaluar 

lim [fix) - g(x)], 

x —>a 

intentamos una manipulacion algebraica para convertir /(*) - g(x) en una forma 
de tipo 0/0 o °o/oo de modo que se pueda aplicar la regia de l'Hopital. Si f(x) o g(x) 
se expresa como una fraccion, a veces podemos hacer esto determinando un comun 
denominador. Sin embargo, en la mayoria de los casos, se necesitan metodos mas 
sutiles. El ejemplo 2 ilustra la tecnica de determinar un comun denominador, 
mientras que el ejemplo 3 demuestra una tecnica de factorizacion que puede ser 
efectiva. 


EJEMPLO 2 


ih.fi 


sen* 


(sen x) - x 

lim- (forma 0/0) 

x^o *sen* 


lim 


(cos *) - 1 


>o sen* + * cos * 


(todavia 0/0) 


-sen* 

= lim -- 

x —2 cos * - * sen * 


= 0. 
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EJEMPLO 3 


lim(Vx 2 + 3x - x) = lim xi a/ 1 +-1) forma (°o ■ 0) 


= lim 


1 + - - 1 
x 


[ 

X 

1/ 3\- 1/2 / 3 


(ahora forma 0/0) 


= lim 


= lim 


, + 5 2 

X 


LAS FORMAS INDETERMINADAS 0°, oo° Y 1°° 


Supongamos que necesitamos determinar el limite de una cantidad 

y = [ f(x)Y x \ 

donde los limites de/y g cuando x a son tales que se obtiene una de las formas 
indeterminadas 0°, «> 0 o 1“ Primero calculamos el logaritmo natural 

In y = ln([/(x)]* w ) = g(x)ln/(x). 

Para cada uno de los tres casos indeterminados mencionados, g(x)ln/ (x) tiene la 
forma 0 ■ oo de modo que podemos utilizar nuestros metodos anteriores para 
determinar L = lim In y. Entonces 


lim [/(x)] 4W = lim y = lim exp(ln y) = expf lim In y] = e L , 

x^a x * a x-c J 

pues la funcion exponencial es continua. Asi, tenemos los siguientes cuatro pasos 
para determinar el limite de [/’/(;c)]* w cuando x a: 

1. Sea y = [f(x)] sU) . 

2. Simplifique In y = g(x) In f{x). 

3. Evalue L = lim In y. 

4. Concluya que lim [f(x)] sM = e L . 

x—>a 

EJEMPLO 4 Determine lim (cos'x) 1A2 . 

x —>0 

Solution En este caso tenemos la forma indeterminada 1“ Si hacemos y - 
(cos x)' /x \ entonces 

In y = In [(cos x) t/x2 ] = llL££Lf 
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Cuando x —»0, cos x —» 1 y In cos x —»0; ahora tenemos la forma indeterminada 
0/0. Por tanto, con dos aplicaciones de la regia de l'Hopital se obtiene 

r i In cos x r -tan x 

lim In y = lim-r— = lim — - (forma 0/0) 

* — ► o x^o x x^o 2x 

-sec 2 x 1 

= lim--— = 

x — >0 2 2 

En consecuencia, 


lim (cos x ) [/x2 = e 1/2 = -~=. 
*-> 0 Ve 


EJEMPLO 5 Determine lim x' anx . 

Solucidn Esto tiene la forma indeterminada 0°. Si y- Jt 1311 *, entonces 

In >’ = (tan x)(\n x) = ^ X . 

cot x 

Ahora tenemos la forma indeterminada oc/ooy la regia de l'Hopital implica 

1 

In x x sen 2 x 

lim In y = lim -= lim -r— = - lim - 

X^ 0 + X^ 0 + cot X x-> 0 + —CSC X x->0 + X 

= - lim + ^^^^(senx) = (-l)-(O) = 0. 

Por tanto, lim x _ 0 + * tanjr = e° = 1. 


Aunque a 0 = 1 para cualquier constante a distinta de cero , la forma,0° es 
indeterminada: el limite no necesariamente es 1 (vease problema 37). Pero la forma 
0~no es indeterminada; su limite es cero. Por ejemplo, 

lim x Ux - 0. 

j->0 + 


8.4 Problemas 


Determine los limites de losproblemas l a 34. 


1. lim jc cot jc 

x->0 


2. lim (- - cot x 

\JC 


3. lim - ln(-——|) 4. lim (sen*)(In sen*) 

jc \4x + 8/ x^o + 


5. lim jc 2 csc 2 2x 

x^0 

7. lim x(e l/x - 1) 


6. lim e x \nx 


8. lim 


1 




>2 V* - 2 ln(* 

9. lim x\nx 

x->0 + 

11. lim (* - 7 r) esc jc 12. lim e~ x2 (x - sen x) 


10. lim (tan *)(cos 3x) 

x->tt/2 


13. lim (3= -^—) 14. lim - l -—) 

*-*<>* \Vx sen x] *->o \* e x - 1/ 

15. lim (- 

\* 


\* 2 + * - 2 x - \ 


16. lim (V7TT - V~x) 17. lim (- - 


18. lim (VPT1 - Vjt 2 - x ) 

JT-. 0 O 

19. lim (VP + 2x + 5 - x) 


. fl- 1 ) 

\x ln(l + x)) 


20. lim x x 

*->o + 

22. lim fl + - 

V x 


21. lim x xnx 

x->0 + 

23. lim (In x)'' x 
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en tomo del eje jc es 


24. lim (l - 1Y 

26. lim (1 + 2x) mx) 

* —* o + 

28. lim (senx) sec * 

x->0 + 

30. lim (tan jc - sec jc) 

32. lim (jc - l) ln * 

x^l + 

33. lim ( — - 

x ^ 2+ VVjc 2 - 4 x 

34. lim (Vx 5 - 3 jc 4 + 17 - jc) 

X->°° 

35. Utilice la regia de I'Hopital para establecer estos dos 
limites: 

(a) lim (1 + hx) Uh = e x \ (b) lim ( 1 + -] = e x . 
h^o oo y n) 

36. Grafiquey = jc 1/jf , jc > 0. 

37. Sean /(jc) = exp(-l/jc 2 ) y g(jc) = cos jc- 1, de modo que 
[/ W]^ es de la forma indeterminada 0° cuando jc —» 0. 
Muestre que [/(jc)]^ —»"Z7 cuando jc— >0. 

38. Sea n un entero positivo fijo y sea p(jc) el polinomio 

p(jc) = jc” + a\x n ~ v + a 2 x n ~ 2 + • • • + a„-ijc + a n ; 

donde los numeros a ly a 2 ,. . ., a n son reales fijos. Demuestre 
que 


25. lim 522* 
V x 


l/x* 


1 V* 

27. lim [ cos —J 

29. lim (jc + sen jc)* 
*^o + 

31. lim jc 170- ^ 

JC—► 1 


= 2iTab 

~b a 

i ( c \ 

- + - sen" 

- 


_a c 

WJ 


donde c = V a 2 - b 2 . Utilice la regia de I'Hopital para 
mostrar que 


lim A = 4 m 2 2 , 

b—> a 

el area de la superficie de una esfera de radio a. 

40. Considere una varilla larga y delgada que tiene una 
difusividad del calor k y que se encuentra sobre el eje jc. 
Suponga que en el instante t = 0. la temperatura en jc es Al2e 
si -e £ x S € y que se anula si \x \ > a Entonces la tempera¬ 
tura T(x, t) de la varilla en el punto jc en el instante t > 0 esta 
dada por 


A f / 

T(x,t) = —= exp - 
6 V Airkt Jo V 


(X - uY 
Akt 


du. 


Utilice la regia de I'Hopital para mostrar que 


lim T(x, t ) = — exp(- \ 

e ^° V^kt \ 4kt) 

Esta es la temperatura resultante de un “punto de calentamien- 
to” inicial en el origen. 

41. Explique por que lim (ln^) 1/r * 0. 

T-> o' 

42. Sea a un numero real fijo. (a) Evalue (en terminos de a) 
la forma indeterminada 0° 


lim ([p(x)r- -*)=-. 

n 


39. Como veremos en el problema 50 de la seccion 9.6, el 
area de la superficie del elipsoide obtenido al girar la elipse 



(a > b > 0) 


lim exp- - 

L V x 2 

(Observe que no es necesaria la regia dc I'Hopital.) Asi, la 
forma indeterminada 0° podria tcncr Como limitc eualquier 
niimero real positivo. Explique por que. (b) ^Puede este limite 
ser cero, negativo o infinito? Explique. 



8.5 „ 

Funciones 
hiperbolicas y 
funciones hiperbolicas 
inversas 


El coseno hiperbolico y el seno hiperbolico del numero real x se denotan con 
cosh x y senh x y se definen como 

e x + e~ x e x — e~ x 

cosh x = ---, scnhx= ---. (1) 

Estas combinaciones particulares de exponenciales familiares son utiles cn ciertas 
aplicaciones del calculo y tambien son eficaces para evaluar eicrtas integrales. Las 
otras cuatro funciones hiperbolicas: la tangcnte, cotangente, secante y cosecante 
hiperbolicas, se delinen en terminos de cosh x y scnh x en analogia con la 
trigonometria. 
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(x # 0); 


( 2 ) 


, senh x 

tanh x = --— 

cosh x 

, cosh x 

coth x =- 

senhx 


sech x - —-— 
cosh x 


e x — e x 
e x + e~ x ' 

e* + 
e x - e~ x 


2 

e x + e~ x ’ 


csch x = -=-— (x =£ 0). 

senhx e x - e x 


(3) 


La terminologia y notation trigonometrica para estas funciones hiperbolicas 
surge del hecho de que estas funciones satisfacen una lista de identidades, que 
fuera de una diferencia ocasional en el signo, recuerdan las conocidas identidades 


trigonometricas: 

cosh 2 x - senh 2 x = 1; (4) 

1 - tanh 2 x = sech 2 x; (5) 

coth 2 x - 1 = csch 2 x; (6) 

senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y; (7) 

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y\ (8) 

senh 2x = 2 senh x cosh x; (9) 

cosh2x= cosh 2 x +senh 2 x; (10) 

cosh 2 x = l/2(cosh 2x + 1); (11) 

senh 2 x= l/2(cosh 2x - 1). (12) 


Las identidades en las ecuaciones (4), (7) y (8) son consecuencia directa de las 
definiciones de cosh x y senh x. Por ejemplo, 



Figura 8.5.1 Relation del seno 
y el coseno hiperbolicos con la 
hiperbola x 2 -y 2 = 1 


cosh 2 x - senh 2 x = \ {e x + e x ) 2 - \ (e x - e x ) 2 

= \ {e 2x + 2 + e~ 2x ) — z(e 2x — 2 + e~ 2x ) = 1. 

Las demas identidades enumeradas aqui se pueden deducir de las ecuaciones (4), 
(7) y (8) de manera analoga a las deducciones de las identidades trigonometricas 
correspondientes. 

Las funciones trigonometricas reciben con frecuencia el nombre de funciones 
circulares , debido a que el punto (cos 0 , sen 6) esta en el circulo x 2 H-y 2 = 1 para 
toda 0. De manera analoga, la identidad de la ecuacion (4) nos dice que el punto 
(cosh 0 ; senh 0) esta en la hiperbola x 2 -y 2 = 1; de ahi surge el nombre de funcion 
hiperbolica (figura 8.5.1). 

Las graficas dey = cosh x yy = senh x son faciles de construir. Sumamos (para 
cosh) o restamos (para senh) las ordenadas de las graficas dey = \ e* y y = \ e~ x . 
Las graficas de las demas funciones hiperbolicas se pueden construir al dividir las 
ordenadas. Las graficas de las seis funciones aparecen en la figura 8.5.2. 

Estas graficas muestran una diferencia importante entre las funciones hiper¬ 
bolicas y las funciones trigonometricas ordinarias: Ninguna de las funciones 
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(a) 




(c) 


Figura 8.5.2 Graficas de las 
seis funciones hiperbolicas 





(<*) (e) (0 

hiperbolicas es periodica. Sin embargo, tienen la propiedad de ser pares o impares, 
como las funciones circulares. Las dos funciones cosh y sech son pares, pues 

cosh(-x) = cosh x y sech(-x) = sech x 
para todajr. Las demas funciones hiperbolicas son impares: 

senh(-x) = -senh x, tanh(-x) = -tanhx, 

etcetera. 


DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS 
FUNCIONES HIPERB6LICAS 

Las formulas para las derivadas de las funciones hiperbolicas se asemejan a las 
formulas para las funciones trigonometricas, con algunas diferencias de signos. 
Por ejemplo, 

D x cosh x = D x (\e x + \e~ x ) = \e x - \e~ x = senhx. 

La regia de la cadena implica entonces 

D x cosh u = (senhw) ^ (13) 

si u es una fnncion diferenciable de;c. Las otras cinco formulas de derivacion son 
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D x senh 

u = 

(cosh u) 

du 

dx ’ 


(14) 

D x tanh 

u ~ 

(sech 2 u) 

du 

dx ’ 


(15) 

D x coth 

u = 

(-csch 2 

v du 

«) ~r* 

dx 


(16) 

D x sech 

u = 

(-sech u tanh u) 

du 

dx' 

(17) 

D x csch 

u = 

(-csch u coth u) 

du 

dx ' 

(18) 


La ecuacion (14) se obtiene de la misma forma que la ecuacibn (13). Entonces, las 
ecuaciones (15) a (18) son consecuencia de las ecuaciones (13) y (14) con la ayuda 
de la regia del cociente y las identidades de las ecuaciones ( 5 ) y ( 6 ). 

Como indicamos en el ejemplo 1, la derivacion de las funciones hiperbolicas 
utilizando las ecuaciones (13) a (18) es muy similar a la derivacion de las funciones 
trigonometricas. 

EJEMPLO 1 (a) D x cosh 2x = 2 senh 2x. 

(b) D x senh 2 x = 2 senh jc cosh jc. 

(c) D x (x tanh x) = tanh jc + jc sech 2 jc. 

(d) Z) x sech(x 2 ) = -2xsech(x 2 )tanh(x 2 ) 


Las versiones para primitivas de las formulas de derivacion en las ecuaciones 
(13) a (18) son las siguientes formulas integrales: 


/ 

I 


senh u du = cosh u + C, 
cosh u du = senh u + C, 
sech 2 u du = tanh u + C, 

J csch 2 u du = -coth u + C, 
sech u tanh u du = -sech u + C, 


csch u coth u du - -csch u + C. 


(19) 

( 20 ) 
( 21 ) 
( 22 ) 

(23) 

(24) 


Las integrales en el ejemplo 2 ilustran el hecho de que las integrales hiperbo¬ 
licas sencillas se pueden analizar de la misma forma que las integrales trigonome¬ 
tricas senci I las. 


EJEMPLO 2 (a) Con u = 3a - , tenemos que 


' r 

cosh 3 jc dx = 


cosh 3 xdx = (cosh w)G du) = 5 senh u + C = £ senh 3 jc + C. 
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(b) Con u = senh *, tenemos 

j senh x cosh x dx = j u du = 3 u 2 + C = 3 senh 2 .*; + C. 

(c) Utilizamos la ecuacion (12) para obtener 

j senh 2 x dx = j 3 (cosh 2x - 1 ) dx = \ senh 2x - \x + C. 

(d) Por ultimo, utilizamos la ecuacion (5) para tener 


"1 r 

tanh 2 * dx = 

Jn J 0 


tanh 2 * dx = (1 - sech 2 x) dx = 


= 1 - 


e — e 
e + e~ 


e 2 + 1 


x — tanh x 

« 0.238406. 


= 1 - tanh 1 


J o 


FUNCIONES HIPERB 6 LICAS INVERSAS 
La figura 8.5.2 muestra que 

□ Las funciones senh x y tanh x son crecientes para toda x\ 

□ Las funciones coth * y csch * son decrecientes y estan definidas para toda* / 0; 

□ La funcion cosh x es creciente en la semirrecta x ^ 0; y 

□ La funcion sech x es decreciente en la semirrecta rSO. 

Esto implica que cada una de las seis funciones hiperbolicas se puede “invertir” 
en el dominio indicado donde sea creciente o decreciente. Las funciones hiperbo¬ 
licas inversas resultantes y sus dominios de definition se enumeran en la tabla 
siguiente y aparecen en la figura 8.5.3. 


Funcion hiperbolica inversa: 

Definida para: 

senh -1 x 

para toda * 

cosh -1 x 

x ^ 1 

tanh -1 x 

1 X \ < 1 

coth -1 x 

1 X j > 1 

sech -1 x 

0 < * S 1 

csch -1 x 

^0 


EJEMPLO 3 Determine el valor numerico de tanh *( 7 ). 

Solution Si y = tanh" 1 ^), entonces 

tanh y = \; 

e y — e~ y 

—~—— = \ [por la ecuacion ( 2 )]; 
e y + e y 

2e y - 2e~ y = e y + e~ y \/ 

e y = 3e~ y ; e 2y = 3; 
y = '2 In 3 - 0.5493. 
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f 




Figura 8.5.3 Las funciones hiperbolicas inversas 



y = csch -1 x 
Dominio: \x\ > 0 
(0 


Las calculadoras cientificas se utilizan generalmente para determinar los 
valores de las funciones hiperbolicas e hiperbolicas inversas. Muchas calculadoras 
solo dan los valores de senh -1 , cosh" 1 y tanh" 1 . Los valores de las otras tres funciones 
hiperbolicas se pueden determinar mediante las identidades 


Por ejemplo, 


sech 1 
csch -1 


x = cosh 1 
x = sech -1 



coth 1 


x = tanh 1 



y 


coth 1 


2 = tanh 1 



0.5493. 


(25) 

(26) 
(27) 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 

Aqui damos las derivadas de las seis funciones hiperbolicas inversas: 

D x senh -1 x = — , , (28) 

v * 2 +1 
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D x cosh 1 x = 

i 

(29) 

- i ’ 

i 

D x tanh -1 x = 

(30) 

i - x 2 ’ 

i 

D x coth -1 x = 

(31) 

\ - x 2 ' 

D x sech -1 x = 

1 

X V 1 - x 2 ’ 

(32) 

D x csch -1 x = 

1 

1*1 Vl - x 2 . 

(33) 


Podemos deducir estas formulas por el metodo estandar de determinar la 
derivada de una funcion inversa, dada la derivada de la propia funcion. El unico 
requisite es que se sepa de antemano que la funcion inversa es derivable. Por 
ejemplo, para derivar tanhf'x, comenzamos con la relacion para la funcion inversa 

tanh(tanh -1 jc ) = jc 

y sustituimos u = tanh -1 x. Entonces, como la ecuacion es en realidad una identidad. 


D x tanh u ~ D x x = 1 , 

(sech 2 u)^y - 1. 
dx 

_ du _ 1 _ 1 

dx sech 2 u 1 - tanh 2 u 

= _ 1 _ = _ 1 _ 

1 — tanh 2 (tanh -1 jc) 1 - jc 2 ' 

Esto establece la ecuacion (30). Podemos utilizar metodos similares para verificar 
las formulas para las derivadas de ljas otras funciones hiperbolicas inversas. 

Las funciones hiperbolicas se definen en terminos de la funcion exponencial 
natural e?, por lo que no debe sorprendernos que sus inversas se puedan expresar 
en terminos de In x. De hecho, 


de modo que 

Asi, 


senh 1 x 
cosh _1 jc 

tanh“ J jc 
coth -1 jc 
sech -1 jc 
cscb -1 jc 


\n{x + Vx 2 + 1) para toda x; 
ln(x + Vx 2 - 1) para toda x ^ 1; 

para lx I < 1; 


1 - 1 + x 

i + 1 


^ - l 


l + Vi - x 2 


In l - + 

VX 


Vl + X' 


para | X | > 1; 

si 0 < x ^ 1; 
si x # 0. 


(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 
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Cada una de estas identidades se puede establecer mostrando que ambos lados 
tienen la misma derivada y ademas que ambos lados coinciden para al menos un 
valor de * en cada intervalo de su dominio respectivo. Por ejemplo, 


1 + 


D x ln(x + Vx 2 + 1 ) =- Y* + ' = 


1 


x + vV + l Vx 2 + l 


= D. senh - 1 x. 


Asi, 


senh -1 * = ln(* + Vx 2 + 1) + C. 

Pero senh -, (0) = 0 = ln(0 + V 0 + 1). Esto implica que C = 0 y esto establece la 
ecuacion (34). No es tan facil demostrar que C = 0 en las demostraciones de las 
ecuaciones (37) y (39); veanse los problemas 64 y 65. 

Las ecuaciones (34) a (39) se pueden utilizar para calcular los valores de las 
funciones hiperbolicas inversas. Esto es conveniente si usted dispone de una 
calculadora cuyo repertorio no incluye las funciones hiperbolicas inversas o si esta 
programando en un lenguaje como BASIC, donde la mayor parte de sus formas 
no incluyen estas funciones. 


INTEGRALES RELACIONADAS CON LAS 
FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 


Las principales aplicaciones de las funciones hiperbolicas inversas son para la 
evaluation de integrales algebraicas. Las formulas de derivation en las ecuaciones 
(28) a (33) pueden escribirse, como es usual, como las siguientes formulas 
integrales: 


du 


Vw 2 + 1 

du 

Vm 2 - 1 


= senh 1 u + C, 
= cosh -1 u + C, 


I 


du _ ftanh 1 u + C si | u \ < 1; 

1 - u 2 Icoth -1 u + C si | u | > 1; 


4 ln 


1 + u 


+ c , 


du 




wVl - M 2 
du 

«Vi + w 2 


1 - u 
= -sech -1 1 u | + C, 

= -csch -1 1 u I + C. 


(40) 

(41) 

(42a) 

(42b) 

(42c) 

(43) 

(44) 


La distincion entre los dos casos | u \ < 1 y | u \ > 1 en la ecuacion (42) surge del 
hecho de que la tangente hiperbolica inversa esta definida para \x \ < 1 , mientras 
que la cotangente hiperbolica esta definida para Ul > 1 . 


EJEMPLO 4 La sustitucion u = 2.v, dx= 1/2 du implica 


dx if du 1 _ 

/ , = = - = -senh 2x 4- C. 

Va^TT 2 J Vm 2 4- 1 2 


Seccion 8.5 / Funciones hiperbolicas y funciones hiperbolicas inversas 


475 



EJEMPLO 5 



EJEMPLO 6 


1/2 


tanh 1 x 


o 



1 + x 
1 - x 


1/2 

0 


J. 

2 


In 3 - 0.5493. 



15 


coth 


-i. 



1 + X 
1 - X 


5 


2 



- - In 2 « -0.3466. 
2 


8.5 Problemas ^ 


Determine las derivadas de las funciones en losproblemas 1 
a 14. 


Determine las derivadas de las funciones en los problemas 
29 a 38. 


1 . fix) 

= cosh(3x - 2) 

2 . 

fix) 

— senh Vx 

29. fix) 

= senh -1 

1 2x 


3. fix) 

= x 2 tanhf -) 

4. 

fix) 

= sech e 2x 

30. fix) 

= cosh - 

l ix 2 + 1 ) 



W 




31. fix) 

= tanh - 

1 Vi 


5. fix) 

= coth 3 4x 

6 . 

fix) 

= In senh3x 




7. fix) 

_ ^CSCh jr 

8. 

fix) 

= cosh In x 

32. fix) 

= coth - 

1 Vjc 2 + 1 

33. fix) 

9. fix) 

= sen(senhx) 

10 . 

fix) 

= tan -1 (tanh jc) 

34. fix) 

= csch - 

l e x 

35. fix) 

11 . fix) 

= senhx 4 

12 . 

fix) 

= senh 4 x 

36. fix) 

= senh -1 

'(In jc) 

37. fix) 


1 


13. f(x) = ^ . 

x + tanh x 

14. fix) = cosh 2 x -senh 2 x 


Evalue las integrales de los problemas 15 a 28. 

15. J x senh x 2 dx 16. J cosh 2 3 u du 

17. j tanh 2 3x dx 

[ sechVx tanh Vx 

* J vT 


18 


dx 


19. | senh 2 2x cosh 2x dx 20. | tanh 3x dx 
senh x 


4 
”4 
4 
4 


cosh 3 x 
23. I coth x csch 2 x dx 


22. senh 4 xdx 


.. , senh x 

25. | —-:— dx 


/ 
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1 + cosh x 

1 

(e x + e~ x ) 2 


4 
4 

24./ 

4 


dx 


26 

28, 


sech x dx 
senh In x 


' e x + 
J e x - 


dx 

dx 


38. fix) - 


1 


tanh 1 3x 


Utilice las funciones hiperbolicas inversas para evaluar las 
integrales de los problemas 39 a 48. 

dx f dy 


■"* I VP + 9 

41. [' T~~2 

J 1/2 4 - X 2 

43. f = 

J xVA - 9a: 2 

45. f e ' dx 

J Ve 2jr + 1 

47./ 


40 

42 

44, 


4 

•r 

4 : 


V4y 2 - 9 

0 dx 


Js 4 - jc 2 
dx 


Vl - e 2 


jc Vjc 2 + 25 

46. f * de 

. cosj: 

48. —==dx 


S. 

J 


Vl +sen 2 x 


49. Aplique las definiciones de la ecuacion (1) para demos- 
trar la identidad de la ecuacion (7). 

50. Deduzca las identidades de las ecuaciones (5) y (6) a 
pailir de la identidad en la ecuaci6n (4). 

51. Deduzca las identidades de las ecuaciones (10) y (11) a 
partir de la identidad en la ecuacion (8). 
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52. Suponga que Ay B son constantes. Muestre que la fun- 
cion x(t) = A cosh kt + B senh kt es una solucion de la 
ecuacion diferencial 




53. Determine la longitud de la curva y = cosh ,v en el 
intervalo [0, a\. 

54. Determine el volumen del solido que se obtiene al girar 
en torno del eje x el area bajoy = senh x de x = 0 a x = n. 

55. Muestre que el area A(6) del sector sombreado en la 
figura 8.5.1 es 612. Esto corresponde al hecho de que el area 
del sector del circulo nnitario entre el eje x positivo y el radio 
al punto (cos 6 , sen 6) es Of 2. [Sugerencia: observe primero 
que 

/•cosh 6 

A(6) = ^ cosh 6 senh# - J Vx 2 - 1 dx. 

Despues utilice el teorema fundamental del calculo para mos- 
trar que A\6) = y para toda 6] 


56. Evaluc los siguientes limites: (a) 
(b) lim tanh x; (c) lim C ° S ^ 


senhx 
lim - 

.t-0 x 


57. Utilice el metodo del ejemplo 3 para determinar el valor 
numcrico de senlr’l. 


58. Aplique las ecuaciones (34) y (39) para verificar la 
identidad 


csch 'x = senh 1 



si x * 0. 


59. Establezca la formula paraD^sentrU en la ecuacion (28). 

60. Establezca la formula para D^sech’U en la ecuacion (32). 

61. Demuestre la ecuacion (36) derivando ambos lados de la 
ecuacion. 

62. Establezca la ecuacion (34) despejando y en terminos de 
x en la ecuacion 


e y - e -y 

x = senh y =- 

7 2 

63. Establezca la ecuacion (37) despejandoy en terminos de 
x en la ecuacion 


. e y + e~ y 

x = coth y = - 

e v - e~ y 

64. (a) Derive ambos lados de la ecuacion (37) para mostrar 
que difieren poruna constante C. (b) Despues demuestre que 
C = 0 utilizando la definicion de coth x para mostxar que coth -1 2 = 
7 In 3. 

65. (a) Derive ambos lados de la ecuacion (39) para mostrar 
que difieren por una constante C. (b) Despues demuestre que 
C = 0 utilizando la definicion de csch x para mostrar que 
csch -1 1 = ln(l + V~2). 


8.5 Proyecto 



Figura 8.5.4 La curva centroide 
del arco de San Luis, Missouri. 


La constmccion del arcode San Luis, Missouri, concluyo en octubre de 1965. Con 
un disefio de acero inoxidable hueco, su curva centroide (o curva central) queda 
dcscrita, con una muy buena aproximacion, por la ecuacion 

y = 693.86 - (68.767)cosh (1) 

En este caso, y denota la altura sobre el suelo (en pies) y x denota la distancia 
horizontal (en pies) desde el eje vertical de simetria del arco. Comience graficando 
la ecuacion (1) para verificarque la curva centroide tiene la apariencia de la figura 
8.5.4. Los problemas 1 a 5 estan relacionados con aspectos matematicos del arco 
y de su curva centroide. 

1. Deduzca de la ecuacion (1) que la altura H del punto mas alto de la curva 
centroide esta aproximadamente a 625 pies y que el ancho W de la base del arco 
es ligeramente menor que 600 pies. 

2. Determine la longitud de arco de la curva centroide del arco. Puede realizar una 
integracion numenca, como en los proyectos de las secciones 5.4 y 5.9. 


El arco es hueco con secciones transversales variables. Cada seccion trans¬ 
versal normal a la curva centroide es un triangulo equilatero. El area (en pies 2 ) de 
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la seccion transversal que interseca la curva centroide en el punto (x, y) es 

A = 1262.67 - (1.8198)y. (2) 

3. Muestre que la longitud del lado / de la seccion transversal triangular del arco 
varia desde casi 54 pies en la base hasta cerca de 17 pies en la parte superior. 

4. El perimetro de una seccion transversal triangular de longitud / es P = 31. 
Explique (de manera no rigurosa) la formula 

S = J Pds 

que da el area de la superficie S de un tubo en terminos del perimetro de su seccion 
transversal P y la longitud de arco s a lo largo de su curva centroide. Entonces, 
El arco de San Luis, Missouri. aplique esta formula de manera adecuada para aproximar numericamente el area 

(exterior) de la superficie del arco. Puede comenzar expresando el perimetro como 
una funcion P(x) y escribiendo 



ds = dx = 
ax 



dx . 


5. Explique (de manera no rigurosa) la formula 



para el volumen V de un tubo en terminos del area A de su seccion transversal y 
la longitud de arco s a lo largo de su curva centroide. Aplique entonces de manera 
adecuada la formula para determinar el volumen total comprendido dentro de la 
superficie exterior del arco de San Luis. 


Nofa: La mayor pane de esie proyecto se tomo de “The Mathematics and Architecture of the Saint Louis Arch”, por William V. Thayer, St. Louis 
Community College at Meramec, 1988, y de otros materialcs de un curso de matematicas relativos al arco. 


Capitulo 8 Rcpaso: definiciones y f6rmulas ^ 

Use la siguiente lista como una guia de los conceptos que tal 
vez necesite revisar . 

1. Las definiciones de las seis funciones trigonometricas 
inversas. 

2. Las derivadas de las funciones trigonometricas inversas. 

3. Las formulas integrales correspondientes a las derivadas 
de las funciones seno inverso, tangente inversa y secante 
inversa. 


4. La regia de lTIopital y las formas indeterminadas 0/0, 

oo/oo^ 0 ’ °°, oo — oo, O 0 , °°^ y 1^, 

5. Las definiciones y derivadas de las funciones hiperbolicas. 

6. Las definiciones y derivadas de las funciones hiperbolicas 
inversas. 

7. El uso de las funciones hiperbolicas inversas para evaluar 
ciertas integrales algebraicas. 


Capitulo 8 Problemas diversos 


Derive las funciones de los problemas 1 a 20 . 


1 . f{x) = sen“* 3x 
3. g(f) = sec ~ l t 2 
5. fix) = sen“* (cos x) 

7. git) = coshT 1 10r 


2. fix) = tan - 1 lx 
4. git) = tan -1 e 1 
6. fix) = senh" 1 2x 

8. h{u) = tanh -1 ^-j 


9. fix) = sen10. fix) = tan 

11. fix) = arcsen Vx 12. fix) = * sec -1 x 2 

13. fix) = tan -1 (l + x 2 ) 

14. fix) = sen -1 Vl - x 2 

15. fix) = e x seiihe* 16. fix) = In cosh x 
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17. fix) = tanh 2 3x + sech 2 3x 

18. f{x) = senh^Vx 2 - 1 

19. fix) = cosh -1 Vx 2 + 1 

20. fix) = tanh -1 (l - x 2 ) 


Evalue las integrates de losproblemas 21 a 40. 


/ 


dx 


23, 

25, 


•1 

/ 

29. J 

3L I 


Vl - 4P 

dx 

V4=T 2 

e x 


V1 — e 2x 
1 

V9 - 4x 2 

r 2 

dx 


dx 

dx 


1 + x 6 
1 


33, 

35 


;tV4x 2 - 1 
'* f 1 dx 

J \/e 2x — 

dx 


dx 


■( 

37./ 

39. j 


e“ — 1 
senhVx 

arctan x 


dx 


1 + x 2 
1 

V4x 2 + 9 


dx 


22 . / 

24./ 




26 

28, 

30 

32, 


1 + 4x 2 
dx 

4 + x 2 
j: 


1 + x 4 
1 


"I 
•/ 

,. f 1 

J xVx 4 - 


dx 

dx 


9 + 4x 2 

COS X 

1 + sen 2 x 


■ dx 


: dx 


X- - 1 

x 2 cosh x 3 dx 


36. J sech 2 (3x - 2) dx 


38 

40 


•J 


1 


V4x 2 - 1 


dx 


Vx 4 +1 


dx 


Determine los limites de los problemas 41 a. 55. 
x-2 


41. lim 

x —*2 

43. lim 


mu — - 

x^2 X 2 - 4 
1 + cos x 


45j. lim 
o 


U - ^) 2 

arctan t - sen t 

? 


ln(ln x) 

46. lim —- 

In x 

48. lim ie ]/x — 1) tan x 

x-.0 + 


v sen 2x 

42. lim- 

o x 


44. lim 

x ->0 


x - sen x 


47. lim (cotx) ln(l + jc) 


49. lim — - 


Vx 


1 - COS X) 


50. lim 

X— 


J: + 2 x 2 + 3 1 

51. lim (Vx 2 - x + 1 - Vx) 

JT-.00 

52. lim x Ux 53. lim(e 2x - 2x)' /x 

54. lim [1 - exp(-x 2 )] 1A2 


55. lim x 


1 H— ) — e 
x, 


[Sugerencia: sea u = 1/x y con- 


sidere el limite cuando u —»0 + .] 

56. De acuerdo con el problema 51 de la seccion 9.6, el area 
de la superficie del elipsoide obtenido al girar en tomo del eje 
x la elipse con ecuacion 


es 


GMJ- <»<“<» 


A = 2iTab 



donde c ~ V b 2 -a 2 . Utilice la regia de l'Hopital para mostrar 
que 


lim A = Aira 2 , 

b—>a 


el area de la superficie de una esfera de radio a. 

57. Determine el v olumen generado al girar en tomo del eje 
y la region bajo_y = V1 -x 4 , de x = 0 a x = 1/V~2. 

58. Determine el vo lumen generado al girar en tomo del eje 
y la region bajo y = ylx 4 + 1, dex = 0 a x = 1. 

59. Utilice las ecuaciones (35) a (38) de la seccion 8.5 para 
mostrar que 


(a) coth *x = tanh 1 



sech *x = cosh 1 



60. Muestre que x"(*) = kPxit) si 


x(0 = A cosh kt + B senh kt. 


donde A y B son con stantes. Determine A y B si (a) x(0) = 1, 
x'(0) = 0; (b) x(0) = 0, x'(0) = 1. 

61. Utilice el metodo de Newton para determinar la minima 
solucibn positiva de la ecuacion cos x cosh x = 1. Comience 
trazando las gr&ficas de y = cos x y y = sech x. 

62. (a) Verifique mediante una derivation que 


J sec x dx = senh 1 (tan x) + C. 
(b) De manera analoga, muestre que 

/ sech x dx = tan _1 (senhx) + C. 
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Tecnicas de integracion 


□ El matematico mas prolifico de 
toda la historia fue Leonhard Euler 
(se pronuncia “oiler”), quien nacio 
el ano de 1707 en Basel, Suiza, casa 
de la familia de matematicos Ber¬ 
noulli. Su padre preferia una carrera 
teologica para su hijo, pero el joven 
Euler aprendio matematicas de John 
Bernoulli y con ello encontro su ver- 
dadera vocacion. Durante su vida, 
Euler publico mas de 500 libros y 
articulos. Su obra continuo incluso 
despues de perder la vista en 1766. 
A1 momento de su muerte en 1783, 
dejo mas de 300 manuscritos adicio- 
nales cuya publicacion se realizo de 
manera continua durante otro medio 
siglo. Sus obras completas ocupan 
aproximadamente 75 grandes volu- 
menes. 

□ Ningiin matematico del pasado 
ha influido de manera tan directa a 
los estudiantes de matematicas de la 
actualidad, pues en gran medida fue 


Euler quien dio forma a la notacion 
y terminologia que se utiliza actual- 
mente para la ensenanza de alge¬ 
bra de bachillerato, trigonometria y 
calculo. Su Introductio in Analysin 
Ivfinitorum (Introduccion al analisis 
infinitesimal) es uno de los primeros 
libros de texto de matematicas cuya 
exposicion seria (en una traduccion 
del original en latin) accesible a un 
estudiante moderno. He aqui algu- 
nas de las ahora familiares notacio- 
nes cuyo uso fue popularizado y 
estandarizado por Euler: 

e para la base de los logarit- 
mos naturales; 

a,b,c para los lados de un trian- 
gulo ABO, 

i para la raiz cuadrada de -1; 

X como simbolo de suma; 

f (x) para la notacion funcional; 

K para el area del tirculo 

unitario; 


y las abreviaturas trigonometricas sen, 
cos, tang, cot, sec y cosec, que son 
bastante parecidas a sus formas actua¬ 
tes. La Introductio de Euler fue la causa 
de que el calculo se basara desde en- 
tonces y para siempre en el concepto 
de funcion. Sus tratados de calculo de 
1755 y 1768 proporcionan la fuente 
original para gran parte del contenido 
y metodos de los cursos y textos mo- 
demos de calculo. 

□ Euler descubrio originalmente 
tantas de las formulas e identidades 
estandar de las matematicas, que se 
acostumbra atribuir una formula al 
primer matematico que la miescu- 
brio despues de Euler. Pero la identi- 
dad d* = cos x + i sen x que relaciona 
las funciones exponencial y trigo¬ 
nometricas si se conoce como la for¬ 
mula de Euler. La sustitucion de 
x = /r produce la relacion d n + 1 = 0, 
que relaciona cinco de las constantes 
mas importantes de matematicas. 







9.1 

Introduccion 


En los ultimos ties capitulos hemos visto que muchas magnitudes geometricas y 
fisicas se pueden expresar como integrales definidas. El teorema fundamental del 
calculo reduce el problema de calcular la integral definida 


f'b 

J „ 


f(x) dx 

al de encontrar la primitiva G(x) de f{x)\ cuando esto se ha logrado, entonces 


J/(*)<& [GW]‘ = G(b)-G(a) 


Pero hasta ahora hemos confiado, en gran parte, en metodos de ensayo y error 
para encontrar la primitiva requerida G(x). A veces, el conocimiento de las 
formulas elementales de derivacion, quiza combinadas con la sustitucion simple, 
han permitido integrar una funcion dada. Sin embargo, este metodo puede ser 
ineficaz y consumir tiempo, en especial por la circunstancia del siguiente hecho 
sorprendente: existen integrales de apariencia simple, tales como 



+ x 4 dx , 


que no pueden ser evaluadas en terminos de combinaciones finitas de las funciones 
algebraicas y de las funciones trascendentes elementales familiares. Por ejemplo, 
la primitiva 


H{x) = f e-' 2 dt 
•*0 

de e~ x no tiene una expresion finita en terminos de funciones elementales. 
Cualquier intento de encontrar dicha expresion estara condenado al fracaso en 
forma inevitable. 

La presencia de tales ejemplos indica que no puede esperarse que la integra¬ 
cion se reduzca a un proceso rutinario, como lo es la derivacion. En realidad, 
encontrar primitivas es un arte que depende de la experiencia y de la practica. No 
obstante, existen deltas tecnicas cuyo uso sistematico puede reducir sustancial- 
mente nuestra dependencia en la casualidad y en la sola intuition. Este capitulo se 
reflere a algunas de esas tecnicas sistematicas de integracion. 


y 2 La integracion seria una cuestion por completo simple si contaramos con una lista de 

* w formulas de integracion, una tabla de integrales en la que pudiesemos localizar 

lablas de integrales y cualquier integral que necesitasemos calcular. Pero la diversidad de integrales que 
sustituciones simples encontramos en la practica es demasiado grande para que este contenida en una tabla 

de integrales. Es mas razonable imprimir o memorizar, una corta tabla de integracion 
del tipo que aparece con mayor frecuencia y aprender tecnicas mediante las cuales se 
puede ampliar el rango de aplicacion de esta tabla corta. Podemos empezar con la lista 
de integrales de la figura 9.2.1, que son familiares por los capitulos anteriores; cada 
una es equivalente a alguna de las foimulas basicas de derivacion. 

En los forros de este libro aparece una tabla de 113 formulas integrales. Es 
facil disponer de tablas de integrales aim mas extensas. Por ejemplo, el volumen 
de Standard Mathematical Tables and Formulas, editado por William H. Beyer 
y publicado por CRC Press, Inc. (Boca Raton, Florida), contiene mas de 700 
formulas integrales. Pero aun una tabla tan grande solo puede incluir una pequena 
fraccion de las integrales que pueda ser necesario evaluar. Asi, es necesario 
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f u n+l 

u n du = + C [n ¥■ 

J n + 1 

1] (1) 

f^ = Inlul + C 

(2) 

J e“du = e u + C 

(3) 

j cos u du = sen u + C 

(4) 

j senH du = -cos u + C 

(5) 

j sec 2 u du = tan u + C 

(6) 

j esc 2 u du = —cot u + C 

(7) 

j sec u tan u du = sec u + C 

(8) 

j esc u cot u du = —esc u + C 

(9) 

f du „ 

,_ = sen 1 u + C 

J vT^i? 

(10) 

f du . ^ 

J i +M * = tan M + c 

(11) 

f _= sec 1 1 u 1 + C 

J “Vu 2 - 1 

(12) 


Figura 9.2.1 Una pequcna tabla 
de integrales 


aprender tecnicas para deducir nuevas formulas y para transformar una integral 
dada en una ya conocida o que aparezca en una tabla accesible. 

La principal tecnica de este tipo es el metodo de sustitucion, que ya conside- 
ramos en la seccion 5.7. Recuerdese que si 

I f(u) du = F{u) + C, 

entonces, 

j f(g(x))g'(x) dx = F(g(x )) + C. 


Asi, la sustitucion 


u = g(x), du = g{x) dx 

transforma la integral \f(g{x))'g(x)dx en la integral mas sencilla \f(u)du. La 
clave para hacer esta simplificacion descansa en descubrir la composicion/^^ 
en el integrando dado. Para convertir este integrando en una fimcion de u 
unicamente, el factor restante debe ser un multiplo constante de la derivadag'(^ 
de la funcion interior g(x). Eneste caso, reemplazamos/(g(A:^ por f(u) y g\x) dx 
por du. Los capitulos 6 al 8 contienen numerosas ilustraciones de este metodo de 
sustitucion, y los problemas al final de esta seccion proporcionan la oportunidad 
de repasarlo. 


EJEMPLO 1 Determine 


-(1 + In x) 5 dx. 
x 


Solution Se necesita distinguir tanto la funcion interior g(x) como su derivada 
g'(x). Si se escoge g(x) = 1 + In a% entonces g'(x) = l/x. Por tanto, la integral 
dada es de la forma analizada anteriormente, con f(u) = u\ u = 1 + In jc y du = 
dx/x. En consecuencia, 


J j(l H- In jc) 5 d/jc = J" u 
EJEMPLO 2 Determine J — 


5 du = ju 6 + C = U 1 + In x) 6 + C. 
o 6 


dx. 


Solution Aqui no es claro cual es la funcion interior. Pero si revisamos la 
formula integral en la ecuacion (11) (figura 9.2.1), intentaremos con la sustitucion 
u = x 2 y du = 2x dx. Aprovechamos el factor x dx = i du disponible en el inte¬ 
grando y calculamos: 


[ x . I f du 1, 1 , n 

J TV7‘ dx = 2}TT7'‘2 an ,, + c = 2 lm x +c 

Obseive que la sustitucion u = x 1 hubiese sido de poco provecho si el integrando 
fuese 1/(1 + a' 4 ) o bien a' 2 /(l + a' 4 ). 


El ejemplo 2 ilustra la forma de hacer una sustitucion para convertir una 
integral dada en una conocida. Con frecuencia se puede transformar una integral 
que no aparezca en alguna tabla de integrales en otra que si este, usando las tecnicas 
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de este capitulo. En el ejemplo 3 se emplea una sustitucion apropiada para 
“reconciliar” la integral dada con la formula integral estandar 

<i3 > 

que es la formula (56) (forros). 


EJEMPLO 3 Determine 


'25 — I6x 2 


Solution Para que 25 - \6x 2 sea igual a a 2 -u 2 en la ecuacion (13), sean a = 5 y 
u = 4x. Entonces du = 4 dx, de modo que dx = -du. Esto implica 


* 2 ... - f OU) 2 1 ■ If « 2 , 

'25 - 16? J V25 - « 2 4 du 64 J V25 - « 2 ^ 

= ^[¥ sen "‘(l) - f V25 - »■] + c 

= M seir ‘(y) “ # V2S - 16 *' + c 


En la seccion 9.6 veremos como deducir las formulas integrales, como la de la 
ecuacion (13). 


9.2 Problemas 


Evalue las inlegi'ales de los problemas l a 30. 


1. (2 - 3x) 4 dx 


3. x 2 v2x 3 - 4 dx 


J v2x 2 + 3 
f cot esc 

’•J— vi— dy 

9. f(l + sen 0) 5 cos 6 dd 


11. e~ cotx csc 2 x dx 


13. - dt 

J t 


17. 1- Tdx 

J 1 + e 4v 


2. 7Z -T—r: d/jc 

J (1 + 2x) 2 


4. 7- 

J 5 + 2t 2 


6. jc sec 2 * 2 d/jc 


8. sen 7 t(2jc + 1) dx 


sen 2x 
4 + cos 2x 


f \ ~ 91 2 


1 - x 4 


23. 

J 1 +sen 2 6 

25. 

J v; 


(1 + t 2 ) arctan t 


20 . sen 3 2x cos 2x dx 


21. tan 4 3* sec 2 3x dx 22. 


24. 7 ^* 

J 1 + tan 6 

26. f r 1/3 Vr 2/3 - l * 


, sec 2* tan 2* , 

^ 28 - 7T7- dx 

J (1 + sec 2*) 3/2 


/ exp(2x 2 


En los problemas 31 a 35, haga la sustitucion indicada para 
evaluar la integral dada. 

31. f x 2 Vx - 2 dx; u = x - 2 


dx; u = x + 3 
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: dx\ u = 2x + 3 


J v2x + 3 

34. f jcVjc - 1 dx\ u = x 


: <Lc; u = x + \ 


En los problemas 36 a 50, evalue la integral dada. Realice 
primero una sustitucion que la transforme a una forma eslan- 
dar. Las formas estandar con el ntimero de formula dada 
aparecen en los forros de este libro. 


36, J 100 + 9* 2 dx ' F6rmula(17) 


37, J 100 - 9x 2 dx ' F6rmula ^ 18 ) 


38. v9 - 4jc 2 dx\ Formula (54) 


39. V4 + 9x 2 dx\ Formula (44) 


40. . = dx; Formula (45) 

J Vl6* 2 + 9 


41. — dx; Formula (49) 

J V 16a: 2 + 9 


42. — dx; Formula (49) 

J V25 + 16? 

43. f x 2 V25 — 16x 2 dx; Formula (57) 


44. jcV4 — jc 4 dx; Formula (54) 


45. e x v9 + e 2x dx; Formula (44) 


sen 2 jc)V 1 + sen 2 jc 


: dx; Formula (50) 


V - 1 


dx; Formula (47) 


/ 25 + 16e 2 ' 


dx ; Formula (49) 


^ + (In x) 2 dx ; Formula (48) 


50. J jc 8 V4jc 6 - 1 dx ; Formula (48) 

51. La sustitucion m = jc 2 , jc = f~u, dx = du/(2f~u) parece 
conducir a este resultado: 

J x 2 dx = \ \fu du — 0. 

Cree usted que este sea el resultado? O si no, por que no? 

52. Useelhechodequejc 2 + 4jc + 5 = (jc + 2) 2 +1 paraevaluar 


J x 2 + 4jc + 5 

53. Use el hecho de que 1 - (x - l) 2 = 2jc - jc 2 para evaluar 


2x - x 2 


9.2 Proyecto 


De acuerdo con la formula (44) de los forros de este libro, 


donde 


+ 1 dx - G(x) + C, 


G(x) = ~x 2 + 1 + - ln(jc + V* 2 + 1). 


De acuerdo con el libro First Course in Calculus de Serge Lang (5a. edicion, 
Nueva York: Springer-Verlag, 1991, pag 376), esta misma integral indefinida esta 
dada por 

f Vjc 2 + 1 dx = H(x) + C, (16) 


donde 


H(x) = 

$[(x + Vjc 2 + l) 2 + 4 \n{x + Vx 2 + 1) — (x + VTTT)" 2 ]. (17) 
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En este proyecto, su mision es determinar si las funcione s G(x) y H(x) de las 
ecuaciones (15) y (17) son, en realidad, primitivas de/(x) = Vx 2 + 1 . Enumeramos 
algunas de las posibles formas de analizar la relacion entre las funciones/(x), G(x) 
y H(x). Usted debera analizar varios metodos diferentes. 

1. Si tiene una calculadora grafica o una computadora con una utileria de grafi- 
cacion, grafique y = G(x) y y = H(x). Si las funciones G(x) y H(x) son primitivas 
de/(x), <,c6mo deben relacionarse sus graficas? 

2. Si su calculadora o computadora pueden graficar la derivada de una funcion 
definidaporel usuario, trace las graficas de/(x) y las derivadas G'(x) y H\x). ^La 
evidencia visual lo convence de que G'(x) = //(x) = /(x)? 

3. Aunque su calculadora o computadora no pueda graficar las derivadas de 
manera directa, puede graficar/(x) y los cocientes 

G(x + h) - G(x - h) _ H(x + h) - H(x — h) 

2 h Y 2 h ’ 

los cuales (con h = 0.001) deben ser aproximaciones cercanas a las derivadas G'(x) 
y //(x), respectivamente. (^Por que?) 

4. Con una calculadora o computadora que pueda aproximar integrales de manera 
numerica (con una tecla de funcion adecuada o con programas como los de los 
proyectos de la seccion 5.9) usted puede determinar si 

[ /(x) dx = G(b) - G(a) = H(b ) - H{a), (18) 

^ a 

como implicaria el teorema fundamental del calculo si G' = H ' =/ Sera bastante 
convincente si puede verificar la ecuacion (18) de manera numerica con varios 
pares diferentes de limites, como a= \,b = 5ya = 7 y b = 11. 

5. Incluso sin una calculadora grafica, usted puede calcular los valores numericos 
de G(x), H(x\ G'(x), H\ x) y/(x) para varios valores de x. ^Estos resultados 
numericos implican que G{x) = H(x) o que G'(x) = H\x) =f(x)7 

6. Con unsistemade algebra computacional, como Derive, Maple o Mathematica, 
usted puede calcular las derivadas G'(x) y H\x) de manera simbolica para deter¬ 
minar si son iguales o no a/(x). Tal vez, incluso pueda hacerlo a la antigua (usando 
papel y lapiz). De la misma manera podria analizar si G(x) = H(x). 


Integrales 

trigonometricas 


En esta seccion se analizan y evaluan integrales en las que el integrando es una 
potencia de una funcion trigonometrica o el producto de dos potencias. 

Para evaluar las integrales 


sen 2 u du 


cos 2 u du 


que se aplican mucho, utilizamos las identidades del semiangulo 

sen 2 0 = y (1 - cos 20), 
cos 2 0= j (1 + cos 20), 
de las ecuaciones (10) y (11) del apendice A. 


( 1 ) 

( 2 ) 
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EJEMPLO 1 Determine Jsen 2 3* dx. 

Solution La identidad de la ecuacion (1) (con 3* en vez de *) implica 


J sen 2 3* dx = J ^(1 - cos 6*) dx 


= {- i sen 6x) + C = ^ (6* ~ sen 6*) + C. 


Para integrar tan 2 * y cot 2 *, utilizamos las identidades 

1 + tan 2 * = sec 2 *, 1 + cot 2 * = esc 2 *. (3) 

La primera de ellas es consecuencia de la identidad fundamental sen 2 * + cos^c = 1 al 
dividir ambos lados entre cos 2 *. Para obtener la segunda formula en (3), dividimos 
ambos lados de la identidad fundamental entre sen 2 *. 

EJEMPLO 2 Calcule la primitiva J cot 2 3* dx. 

Solution Utilizamos la segunda identidad en (3), para obtener 


J cot 2 3* dx = J(esc 2 3* - 1) dx 

’ / 


= J (csc 2 w — 1 )(\du) (u = 3x) 

= ^ (—cot u — u) + C = — ^ cot 3* — * + C. 


INTEGRALES DE PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS 

La sustitucion u = sen*, du = cos*c£c implica 

J sen 3 * cos* dx = J u 3 du = \ u* + C = ^sen 4 * + C. 

Esta sustitucion, o la sustitucion similar u = cos *, du = -sen * dx, se pueden utilizar 
para evaluar una integral de la forma 

J sen-x cos’xdx (4) 

en el primero de los dos casos siguientes: 

□ Caso 1: Por lo menos uno de los numeros m y n es un entero positive* impar. 
De ser asi, el otro puede ser cualquier numero real. 

□ Caso 2: Tanto m como n son enterospares no negativos. 

Por ejemplo, supongamos que m - 2k + 1 es un entero positivo impar. 
Entonces, separamos un factor sen * y utilizamos la identidad sen 2 * = 1 - cos 2 * 
para expresar el factor restante sen'"" ** en terminos de cos *, como en el siguiente 
ejemplo: 
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sen m x cos n x dx = sen m 1 x cos"x senx dx = (sen 2 x)* cos"x senx dx 


= J (1 - cos 2 x)* cos"x senx dx. 
Ahora, la sustitucion u = cos x,du = -sen x dx implica 


sen m x cos"x dx = -J (1 - u 2 ) k u n du. 

El exponente k = (m - 1 )/2 es un entero no negati vo, pues mesun entero positivo 
impar. Por tanto, el factor (1 - w 2 )* del integrando es un polinomio en la variable 
«, por lo que su producto con u n es facil de integrar. 

En esencia, este metodo consiste en desprender una copia de sen x (si m es 
impar) y despues convertir los senos restantes en cosenos. Si n es impar, se puede 
separar una copia de cos x y convertir en senos los cosenos restantes. 

EJEMPLO 3 


(a) sen 3 x cos 2 x dx = (1 — cos 2 x) cos 2 x senx dx 


= J (w 4 - m 2 ) du (u = cos x) 

= ^w 5 - ^w 3 + C = ^cos 5 x - ^cos 3 x + C. 
(b) I cos 5 x dx - 1(1 -sen 2 x) 2 cosx dx 


= 1(1- w 2 ) 2 du (u = senx) 


= (1 — 2u 2 + u 4 ) du = u - |w 3 + \u 5 + C 


senx - \ sen 3 x + 7sen 5 x + C. 


En el caso 2 de la integral de senos y cosenos en la ecuacion (4), en el que 
tanto m como n son enteros pares no negativos, utilizamos las formulas de 
semiangulo en las ecuaciones (1) y (2) para calcular la mitad de los exponentes 
pares de sen x y cos x. De ser necesario, la repeticion de este proceso con los 
exponentes resultantes de cos 2x conducira a integrales que contengan potencias 
impares, y ya hemos visto como manejar esto en el caso 1. 


EJEMPLO 4 El uso de las ecuaciones (1) y (2) implica 

sen 2 x cos 2 x dx = \ |(1 - cos 2x) j(l + cos 2x) dx 


= 4 (1 - cos 2 2x) dx = 5 [1 — 5(1 + cos 4x)] dx 


= | | (1 - cos 4x) dx = \x - ^2 sen 4x + C. 
En el tercer paso utilizamos la ecuacion (2) con 6= 2x. 
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EJEMPLO 5 Aqui aplicamos la ecuacion (2), primero con 0= 3*, y despues 
con 0= 6*. 


cos 4 3* dx — J(1 + cos 6x) 2 dx 


4 I (1 + 2 cos 6x + cos 2 6x) dx 


\ J(| + 2 cos 6x + \ cos 12*) dx 
lx + n sen 6* + ^ sen 12* + C. 


INTEGRALES DE PRODUCTOS DE TANGENTES 
Y SECANTES 

Para integrar tan *, la sustitucion 

u = cos *, du = -sen* d* 

implica 

f f sen * f 1 , 

tan * dx = - dx = - - du = —In u + C, 

J J cos * J u 


y entonces 


J tan x dx = —ln| cos * | + C = ln| sec * | + C. 


Ln la ccuacion (5) utilizamos el hecho |sec*| = l/|cos*|. 
Dc manera analoga, 


j cot x dx = ln|sen * | + C = —ln|csc * | + C. 


(5) 


( 6 ) 


La primera persona que integro sec * pudo haber invertido mucho tiempo. 
A(]ui tcnemos varios metodos. Primero, “preparamos” la funcion para integrarla: 


1 


cos * cos * 


sec * 


cos * cos 2 * 1 - sen 2 *' 


Ahora 


1 1 
+ 


1 + z 1 - z 1 - z 


2 ' 


De manera analoga, trabajando hacia atras, tenemos 


2 cos * 

1 — sen 2 * 1 + sen* ' 1 — sen*' 


cos * cos * 


En consecuencia, 
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sec x dx = - 
2 


COS * COS * 


dx 


1 + sen a- 1 - sen x) 

= 2 On | 1 + sen * | — In | 1 - sen a: |) + C. 

Se acostumbra realizar ciertas simplificaciones algebraicas de este ultimo resulta- 
do: 


/ 


sec x dx = - In 
2 


1 + sen* 


1 - sen a- 


+ C = ] - In 
2 


(1 + sen xf 


1 - sen 2 x 


= In 

(1 + sen*) 2 

1/2 

+ C = In 

1 + sen* 

cos 2 * , 


cos * 

= In 

sec * + tan * 

+ C. 



+ C 

+ C 


Despues de verificar mediante una derivacion que 


I 


sec jc = In | sec jc + tan jc | + C, 
siempre podemos “deducir” este resultado mediante un truco: 


(7) 


J sec x dx = J 

-I 


, \ tan x sec x 

(sec x) --- dx 

sec * + tan * 

sec * tan * + sec 2 * 


sec ^ + tan jc 
C on una tecnica similar se obtiene 


dx = In I sec jc + tan jc I + C. 


I 


CSC x dx = -In I CSC * + cot x\ + C. 
EJEMPLO 6 La sustitucion u = ^ x, du = j dx implica 


( 8 ) 


rir/2 rir/4 

sec — dx = 2 s 

Jo 2 Jo 


sec u du 


= 2 


In I sec u + tan u\ 


ir/4 


= 2 ln(l + V2) « 1.76275. 


Una integral de la forma 

J tan m ^ sec"* dx (9) 

se evalua en forma rutinaria en cualquiera de los dos casos siguientes. 

□ Caso 1: m es un entero positivo impar. 

□ Caso 2; n es un entero positivo par. 

En el caso 1, separamos el factor sec * tan * para formar, junto con dx , la diferencial 
sec x tan x dx de sec *. Utilizamos entonces la identidad tan 2 * = sec 2 * - 1 para 
convertir la potencia par restante de tan * en potencias de sec *. Esto prepara al 
integrando para la sustitucion u = sec*. 
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EJEMPLO 7 


tan 3 a: sec 3 a: dx = J (sec 2 * - 1 ) sec 2 * sec* tan* dx 

= J(w 4 - k 2 ) du (u = sec *) 

= 5 K 5 - 5 K 3 + C = 5 sec 5 * - 3 sec 3 * + C. 


Para evaluar la integral en la ecuacion (9) para el caso 2, separamos sec 2 * 
para formarJunto con dx , la diferencial de tan*. Utilizamos entonces la identidad 

sec 2 * = 1 +tan 2 *paraconvertirlapotenciarestantedesec*enpotenciasdetan 

*. Esto prepara al integrando para la sustitucion u = tan*. 

EJEMPLO 8 


sec 6 2 * dx = (1 + tan 2 2*) 2 sec 2 2 * dx 


= 5 J (1 + tan 2 2*) 2 (2 sec 2 2 *) dx 
= 5 J (1 + u 2 ) 2 du (u = tan 2 *) 


= \ (1 + 2u 2 + m 4 ) du = \u 4- 5 M 3 + ~\qU 5 + C 


= \ tan 2* + \ tan 3 2* 4- -^tan 5 2* + C. 


Metodos similares son efectivos con integrates de la forma 

J CSC-, 

El metodo del caso 1 tiene exito con la integral I tan ; '* dx solo cuando n es un 
entero positivo impar, pero hay otro metodo que funciona igualmente bien cuando 
n es par o impar. Se separa el factor tan 2 * y se reemplaza por sec 2 * - 1: 


f r 

tan "xdx = (tan"' 2 *)(sec 2 * - 1 ) dx 

J * 


= tan"' 2 * sec 2 * dx - tan" 2 * dx 


Integramos lo que se pueda para encontrar que 

J tan"* dx = ^ n _ * - J tan"' 2 * dx. ( 10 ) 

La ecuacion (10) es nuestro primer ejemplo de fdrmula de reduccion. Su uso 
reduce el exponente original n a n -2. Si aplicamos la ecuacion (10) varias veces, 
obtenemos en algun momento 
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j tan 2 * dx = j i 


tan 2 * dx = (sec 2 * - 1) dx = tan * - * + C 


j tan * dx = j 


sen x 


cos * 


dx - -In | cos *1 + C = In I sec *1 + C. 


EJEMPLO 9 Dos aplicaciones de la ecuacion (10) dan 
J tan 6 * dx = i tan 5 * - J tan 4 * dx 

-I 


- | tan 5 * - 5 tan 3 * - I tan 2 * dx 


- 5 tan 5 * - ^tan 3 * + tan * - * + C. 


Por ultimo, en el caso de una integral con una mezcla poco usual de funciones 
trigonometrica (tangentes y cosecantes, por ejemplo), un procedimiento eficaz 
consiste en expresar el integrando en terminos de senos y cosenos. La simplifica- 
cion pudiera producir entonces una expresion facil de integrar. 


9.3 Problemas 


Evalue las integrates de losproblemas l a 45. 

23. 

J sec 4 1 dt 

24. 

j tan 3 * dx 

1. 

j sen 2 2* dx 

2. 

j cos 2 5* dx 

25. 

J cot 3 2* dx 

26. 

| tan0 sec 4 6 dd 

3. 

j sec 2 ^ dx 

4. 

j* tan 2 — dx 

27. 

j tan 5 2* sec 2 2* dx 

28. 

j cot 3 * esc 2 * dx 

5. 

I tan 3* dx 

6. 

1 cot 4* dx 

29. 

esc 6 2 1 dt 

30. 

[ sec 4 1 , 

—dt 


1 


} 


J 


J tan t 

7. 

sec 3* dx 

8. 

esc 2* dx 

31. 

f tan 3 6 jyi 

4 a dd 

32. 

[ cot 3 * 

—— dx 


) 


1 


J sec 4 6 

) CSC 2 * 

9. 

f d \ 

10 . 

j sen 2 * cot 2 * dx 

r 

33. 

f ta " 3 ' dt 

34. 

f 1 H 

J CSC 2 * 
r 

J Vsec i 

dx 

I cos 2* 

11 . 

sen 3 * dx 

12 . 

1 sen 4 * dx 

35. 


36. 

j" sen 2 3a cos 2 3a da 


I 

r 


1 


J esc 3 6 


13. 

I sen 2 6 cos 3 6 dd 

14. 

j sen 3 ; cos 3 1 dt 

37. 

j* cos 3 5; dt 

38. 

j* tan 4 * dx 

15. 

j cos 5 * dx 


f sen t 


r 

J 

r 

16. 

— r dt 

1 COS 5 t 

39. 

1 cot 4 3 1 dt 

40. 

j 

tan 2 2t sec 4 2t dt 

17. 

f sen 3 * 

18. 

j sen 3 3 (j> cos 4 3 </> d<j> 


r 


r 

— dx 
' Vcos * 

41. 

1 sen 5 It cos 3/2 2 1 dt 

42. j 

| cot 3 £ csc 3/2 £ 

19. 

I sen 5 2z cos 2 2z dz 
f 

20 . 

I sen 3/2 * cos 3 * dx 

43. 

f tan * + sen * , 
dx 

44. 1 

f cot * + CSC * 
- dx 




1 


1 sec * 

J 

1 sen * 

21 . 

f sen 3 4* 

1 cos 2 4* 

22 . 

j cos 6 46 dd 

4S.f 

cot * + CSC 2 * f 

-r- dx 

1 — COS 2 * 
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46. Deduzca una formula de reduccion analoga a la de la 
ecuacion (10), para I cot"* dx. 

47. Determine J tan x sec 4 x dx de dos fonnas diferentes. 
Despues demuestre que sus dos resultados son equivalentes. 

48. Determine I cot 3 x dx de dos maneras diferentes. Despues 
demuestre que sus dos resultados son equivalentes. 

Los problemas 49 a 52 son aplicaciones de las identidades 
trigonometricas 


J 


secx dx = In 


/ 7T x 

COt U - 2 


+ C. 


56. Util ice las identidades trigonometricas adecuadas para 
deducir a Dartir del resultado del Droblema 55 aue 


J sec x dx = ln|secx + tan x| + C. 

57. La region entre las curvas y = tan 2 x y y = sec 2 x de x = 0 
ax = idA aparece en la figura 9.3.1. Determine su area. 


sen A sen B 

sen A cos B 

cos A cos B 

= I[cos (A -B)~ cos (A + 5)], 

= 1 [sen (A-B) + sen (A + 5)], 

= i[cos (A-B)+ cos (A + 5)]. 

49. Determine J 

sen 3x cos 5x dx. 

50. Determine J 

sen 2x sen 4x dx. 

51. Determine f 

cos x cos 4x dx. 


52. Suponga que my n son enteros positivos, con m * n. 
Muestre que 

/*2tt 

(a) senmxsenflx^x = 0; 


i 

1 


(b) cos mx sen nx dx = 0; 


Jo 


(c) cos mx cos nx dx = 0. 


53. Sustituya secx esc x = (sec 2 x)/(tan x) para deducir la 
formula I sec x esc x dx = In | tan x | + C. 


54. Muestre que 


_ _1_ 

CSCX ~ 2sen(x/2) cos(x/2)’ 

y despues aplique el resultado del problema 53 para deducir 
la formula J esc x dx = In I tan(x/2) I + C. 


55. Sustituya x = (^2)-wen la formula integral del problema 
54 para demostrar que 



Figura 9.3.1 La region del problema 57 


58. Sea J? la region entre la grafica dey = secx y el ejex, en 
el intervalo [0, tz/4]. Determine el volumen generado me- 
diante la rotacion de R en tomo del eje x. 

59. La region S entre la grafica de y = tan(7Dc 2 /4) y el eje x 
en el intervalo [0, 1] aparece en la figura 9.3.2. Determine 
el volumen generado mediante la rotacion de S en torno del 
ejey. 



Figura 9.3.2 La region del problema 59 


60. Determine la longitud de la grafica de y = In (cos x) de 
x ~ 0 ax - tz/4. 


q m Una razon para transfonnar una integral en otra es la de producir una integral que 

' • ^ S ea mas facil de evaluar. Hay dos formas generales de lograr dicha transformacion; 

Integracion por partes j a pdmera es la integracion por sustitucion y la segunda es la integracion por 

partes. 

La formula de la integracion por partes es una consecuencia sencilla de la 
regia del producto para derivadas: 
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, du dv 

D x (uv) = v — + u 

dx ax 


Si escribimos esta formula en la forma 

u(x)i/(x) = D x [u(x)v(x)]-vQc)u'(x\ (1) 

entonces al integrar obtenemos 


u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - v(x)u'(x) dx . 


( 2 ) 


Estaes la formula de la integracidn por partes. Con du = u(x) dxy dx= if{x)dx , 
la ecuacion (2) se transforma en 



(3) 


Paia aplicar la integracion por partes a una integral dada, primero factorizamos 
su integrando en dos “partes”, u y dv y tales que la ultima incluya la diferencial dx. 
Intentamos elegir esas partes de acuerdo con dos principios: 


1 . La primitiva v = \dv debe ser facil de determinar. 

2. La nueva integral \ vdu debe ser mas facil de calcular que la integral original 
I u dv. 


Una estrategia eficaz consiste en elegir dv como el factor mas complicado que 
se pueda integrar facilmente. Entonces derivamos la otra parte, u, para encontrar du. 

Comenzamos con dos ejemplos en los que tenemos poca flexibilidad de 
eleccion de escoger las partes u y dv. 

EJEMPLO 1 Determine J In ;t dx. 

Solution Aqui hay pocas altemativas a la eleccion natural u = \nxy dv = dx. Es 
util sistematizar el procedimiento de integracion por partes, escribiendo u, dv, du 
y ven un aireglo rectangular como el siguiente: 

Sean u= \nx y dv = dx. 

Entonces du= - dx y v = x. 

X J 

La primera linea del arreglo especifica una eleccion de u y dv\ la segunda se calcula 
a partir de la primera. Entonces, la ecuacion (3) implica 

f \n x dx = x \n x - f dx = x\n x — x + C. 


COMENTARIO l La constante de integracion aparece solo en el ultimo paso. 
Sabemos que una vez que se ha encontrado una primitiva, cualquier otra se puede 
obtener sumando una constante C a la que se encontro. 

COMENTARIO 2 Al calcular v = 1 dv, por lo general consideramos la constante 
de integracion como 0. Dehaber escrito v = x + C, en el ejemplo 1, el resultado 
habria sido 
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\n x dx — (x C\) \n x 


-/(■*? 


dx 


= x In x + Ci In x - (x + C x In x) + C = x In x - x 4- C 
como antes, por lo que no hay diferencia al introducir la constante adicional C x . 

EJEMPLO 2 Determine J arcsen x dx. 

Solution De nuevo, solo existe una eleccion real de u y dvr. 

Sean u = arcsen*, dv= dx 

dx 


Entonces 


du = 




V = X 


Entonces, la ecuacion (3) implica 

arcsen x dx = a; arcsen x — , 

* - / - 2 

= x arcsen x + Vl — x 2 + C 


EJEMPLO 3 Determine J xe x dx. 

Solution Aqni hay alguna flexibilidad. Supongamos que 


dx 


por tanto 


u — e x , dv = x dx 


1 v-2 


du — —e x dx , v = \ x 
Entonces, la integracion por partes implica 


xe x dx - \x 2 e x + k x 2 e x dx. 


i La nueva integral de la derecha se ve mas dificil que aquella con la que 
comenzamos! Empecemos de nuevo con: 

Sean u = dv = e~ x dx. 

Entonces du — dx, v = ~e~ x . 

La integracion por partes ahora da 

xe~ x dx = -xe~ x + I e~ x dx - ~xe~ x e~ x + C. 


La integracion por partes tambien se puede aplicar a las integrales definidas. 
Integramos la ecuacion (1) de a* = a a x = b y aplicamos el teorema fundamental 
del calculo. Esto implica 

rb rh rb 

u(x)v'(x) dx — D x [u(x)v(x)] dx - v(x)u f (x) dx 


u(x)v(x) 


v(x)u'(x) dx. 
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En la notacion de la ecuacion (3), esta ecuacion se escribiria 


rx=b r -|*=i rx=b 

I u dv = uv - v du, 

J x=a *- -*x=a x=a 


( 4 ) 


aunque no debemos olvidar que u y uson funciones de*. Por ejemplo, con u =x 
y dv = e~ x dx, como en el ejemplo 3, se obtiene 


( 


xe x dx = 


—xe~ 


'W 

0 J o 


e x dx = — e 1 + 


—e~ 


= 1 

e 


/• 

EJEMPLO 4 Determine x 2 e~ x dx. 


Solution Si elegimos u = x 2 , entonces du = lx dx, asi es que reducimos el 
exponente de x con esta eleccion: 


Sean u - x l , 

Entonces du - 2x dx; 

La integracion por partes da 


dv= e X dx. 


/• 


/• 

c 2 e~ x dx = -x 2 e~ x + 2 xe~ x dx. 


Aplicamos la integracion por partes una segunda vez a la integral del lado derecho 
y obtenemos el resultado 


J 


xe~ x dx = — xe~ x — e~ x 
del ejemplo 3. Con una sustitucion se obtiene entonces 

x 2 e~ x dx = ~x 2 e x — 2xe~ x — 2e~ x 4- C 


I 


= -(jc 2 4- 2x 4- 2)e~ x 4- C. 

En efecto, hemos anulado el factor original x 2 al integrar por partes dos veces. 
EJEMPLO 5 Determine f e 2x sen3x dx. 


Solution Este es otro ejemplo en el que tiene exito la integracion por partes 
repetida, pero con un giro diferente: 

Sean u - sen 3x, dv= e^dx 

Entonces du = 3cos 3x dx, v = je*. 


Por consiguiente, 



e 2x sen3x dx 


\e 2x sen3x — 



e 2x cos 3x dx. 


En principio, pareceria que se ha logrado poco progreso, ya que la integral de la 
derecha parece igual de dificil de integrar que la de la izquierda. Ignoremos esta 
objecion y continuemos, aplicando la integracion por partes a la nueva integral: 
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Sean u = cos 3x, dv = e 2x dx. 

Entonces du = -3 sen 3 x dx, v = \e 2x . 

Ahora vemos que 

e 2 *cos 3x dx = ^e^cos 3x 4- \ J e 2x sen3x dx. 

Cuando sustituimos esta informacion en la ecuacion anterior, vemos que 

J e 2x sen3x dx = \e 2x sen3x - fe 2 *cos 3x - \ j e 2x sen3x dx. 

Asi, hemos llegado a donde comenzamos. no es asi ? En realidad, no es asi, ya 
que podemos despejar la integral deseada en la ultima ecuacion. Sumamos la 
integral del segundo miembro a ambos lados de 1 & ultima ecuacion; esto implica 


X e 2x sen3x dx = \e 2x {2 sen3x - 3 cos 3*) 4- C i, 


y entonces 


J e 2 *sen3x dx — ji,e 2x {2 sen3x - 3 cos 3x) 4- C. 


EJEMPL0 6 Determine una formula de reduccion para J sec n x dx. 

Solution La idea es que n es un entero positivo (grande) y que queremos expresar 
la integral dada en terminos de la integral de una potencia menor de sec x. La 
potencia de secx mas facil de integral* es sec 2 x, asi es que procedemos como sigue: 

Sean w = sec"~ 2 x, dv=sec 2 xdx. 

Entonces du = (n - 2) sec"“ 2 x tan x dx, v = tan x. 

Esto implica 

J sec"x dx = sec"“ 2 x tan x - (n ~ 2)J sec"“ 2 x tan 2 x dx 

- (n - 2)J (sec"“ 2 x)(sec 2 x - 1) dx. 


= sec" 2 x tan x 


Por tanto, 


sec"x dx = sec" x 


tan x — (n — 2 )J sec"x dx + (n - 2 ) J sec" 2 x dx. 


Dcspejamos en la ultima ecuacion la integral deseada y vemos que 

sec"~ 2 x tan x n — 2 


I 


sec"x dx = 


4- 


sec" 2 x dx. 


(5) 


n — 1 n — 1 

Esta es la formula de reduccion buscada. Por ejemplo, si n = 3 en esta formula, 
se tiene que 


I 


sec 3 x dx — 5 secx tan x 4 ^ sec x dx 


= i sec x tan x 4- ^ In | sec x 4- tan x | 4- C. 


( 6 ) 
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9.4 Problemas 


En el ultimo paso utilizamos la ecuacion (7) de la seccion 9.3: 

j sec x dx = In | sec x + tan x | + C. 

La razon para usar la formula de reduccion ec. (5) consiste en que su aplicacion 
repetida debe conducir a una de las dos integrales elementales J sec x dx y J sec 2 x dx. 
Porejemplo, conn = 4seobtiene 


j 


sec 4 * dx = \ sec 2 * tan x 4- § | sec 2 * dx 
= j sec 2 x tan x + 5 tan x + C, 


/• 

2 

3 

J 


(7) 


y con n - 5 se obtiene 

sec 5 * dx = 2 sec 3 * tan x 4- § I sec 3 * dx 


i * 

j 


= \ sec 3 * tan * 4- § sec * tan x 4- | In | sec * 4- tan * | 4- C y ( 8 ) 
en el ultimo paso usando la ecuacion ( 6 ). 


Utilice la integracion porpartes para c.aleafor las integrales 
de los problemas J a 35. 


1 . 

J 

|* xe 2x dx 

4 

x 2 e 2x dx 

3 . 

j 

|* t sen t dt 

4 

t 2 sen t dt 

5 . 

j 

|* x cos 3x dx 

4 

x In x dx 

7 . 

j 

|* x 3 In x dx 

4 

e 3z cos 3 z dz 

9 . 

j 

|* arctan x dx 

10 ./ 

In x 
—dx 
x z 

j 

I" Vylnydy 

‘4 

x sec 2 x dx 

j 

|*(lnr) 2 dt 
f 

■4 

f (In r) 2 dt 

i5 j 

x Vx 4-3 dx 

1 4 

x 3 V 1 - x 2 dx 

j 

j" x 5 Vx 3 + 1 dx 

,/ 

sen 2 6 dO 

j 

|" esc 3 6 dd 

20 ./ 

sen (In t) dt 

M.J 

[ x 2 arctan x dx 

22 ./ 

ln(l 4- x 2 ) dx 
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23. 

J 

|" sec -1 Vx dx 


x tan -1 Vx dx 

25. 

J 

tan -1 Vx dx 

26. j 

x 2 cos 4* dx 

27. 

J 

|" x csc 2 x dx 

28. j 

x arctan x dx 

29. 

|" x 3 cos x 2 dx 

30 

e _3jr sen4x dx 

31. 

J 

f }HJL d X 

J 

32. j 

f * 7 dx 

' X Vx dx 

1 (1 + x 4 ) 3/2 

33. j 

\ x cosh x dx 

34. j 

e x cosh x dx 

35. 

f x 2 senh x dx 




36. Utilice el metodo de las capas cilindricas para determi- 

t nar el volumen generado por la rotacion del area bajo la curva 
y - cos x y donde 0 S^/2, alrededor del eje de lasy. 

37. Determine el volumen del solido generado por la rotacion 
del area limitada por la graflca de y - In x y el eje x y la recta 
vertical x = e y alrededor del eje de las x. 

38. Utilice la integracion por partes para evaluar 

2x arctan x dx y 

con dv = lx dx y pero sea v = x 2 + 1 en vez de v = x l . ^Existe 
alguna razon por la que no debamos elegir t>de esta manera? 
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39. Utilice la integracion por partes para evaluar J xe? cos jc dx. 

40. Utilice la integracion por partes para evaluar j sen 3 jc 
cos x dx. 

Deduzca las formulas de reduccion dadas en los problemas 
41 a 46. 


41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 


x n e x dx = x n e x — n \ x n l e x dx 


K n e x2 dx = — ]~x n ] e x2 + —-— 
2 2 


jc" 2 e x dx 


(In jc)" dx = jc(ln x) n — n J (In jc)" 1 dx 

x n cos x dx = x n sen x — n J x n ~ 1 sen jc dx 
sen" -1 jc cos jc n - 1 


sen" x dx — ■ 


cos"jc dx = 


n 


n 


sen" 2 x dx 
cos" _2 jc dx 


Utilice las formulas de reduccion adecuadas de la lista pre- 
cedente para evaluar las integrales de los problemas 47 a 49. 


47. 


jc V dx 


48. 


x 5 e * 2 <^jc 49. I (In jc) 3 <^jc 


50. Aplique la formula de reduccion del problema 45 para 
mostrar que, para todo entero positivo /?, 

2 * W 1 3 5 2n — 1 

sen 2 \c dx = - • ---- 

0 2 2 4 6 2n 


f 


sen 


1 x dx ~ 


2 4 6 8 


2 n 


jo 3 5 7 9 

51. Deduzca la formula 


2n + 1 


J ln(jc + 10) dx ~ (jc + 10) ln(jc + 10) - jc + C 

de tres maneras diferentes: (a) sustituyendo u = jc + 10 y 
aplicandoel resultado del ejemplo 1; (b) integrando por partes 
con u = ln(jc + 10) y dv = dx, observando que 


jc + 10 jc + 10’ 

y (c) integrando por partes con u = ln(jc + 10) y dv = dx , pero 
con v = x + 10. 

52. Deduzca la formula 


*tan x x dx = \ (jc 4 - 1) tan 1 jc - -^jc 3 + {x + C 


integrando por partes con w = tan 1 jc y v = j (jc 4 - 1). 


53. Sea^ = J jcV dx para cada entero n £ 0. (a) Muestre 
que 

^0=1“- y que J n = nJ n - { - - 
e J 1 e 

para n £ 1. (b) Deduzca mediante induccion matematica que 


J, 


n[ Y 1 
e *-o k\ 


para cada entero n ^ 0. (c) Expl ique por que J n —> 0 cuando 
n —> +~. (d) Concluya que 


e 


lim 

n—>^ 


2 

k=0 


k \* 


54. Sean my n enteros positivos. Deduzca la formula de 
reduccion 

f jc m+1 n f 

J jc"'(ln x) n dx = j— j - (In x) n - — I jc " 1 (In jc )" -1 dx. 

55. De acuerdo con un anuncio reciente de un programa de 
algebra simbolica, un ingeniero habia trabajado por mas 
de tres scmanas con la integral 

J(/c In jc - 2jc 3 + 3jc 2 + bf dx , 

la que trata de la turbulencia en una aplicacion aeroespacial. 
El anuncio decia que el ingeniero nunca obtuvo la misma 
respuesta dos veces durante las tres semanas. Explique como 
podria utilizar la formula de reduccion del problema 54 para 
determinar la integral del ingeniero (pero no la determine). 
^Puede encontrar alguna razon para que tome tres semanas? 

56. La figura 9.4.1 muestra la region acotada por el eje jc y 
por la graficadey = \x 2 sen jc, 0 ^jc ^7C Utilice las formulas 
(42) y (43) de los forros (que se obtienen mediante integracion 
por partes) para determinar (a) el area de esta region; (b) el 
volumen que se obtiene al girar esta region en tomo del ejey. 



0 12 3 


X 

Figura 9.4.1 La region del 
problema 56 



Figura 9.4.2 El trompo del 
problema 57 


57. El trompo que se muestra en la figura 9.4.2 tiene la forma 
del solido obtenido al girar la region del problema 56 en tor- 
no del eje x. Determine el volumen de este trompo. 
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9.5 

Funciones racionales 
y fracciones parciales 


En esta section mostraremos que toda funcion racional se puede integrar en 
terminos de funciones elementales. Recuerde que una funcion racional R(x) es 
aquella que se expresa como cociente de dos polinomios. Es decir, 


R(x) = 


P(x) 

Q(x)' 


( 1 ) 


donde P(x) y Q(x) son polinomios. El m£todo de fracciones parciales es una 
tecnica algebraica que descompone R(x) en una suma de terminos: 


R(x) = 


P(x) 
Q(x) 


= p(x) + Fi(x) + F 2 (x) + ■■■ + Fk(x), 


( 2 ) 


donde p(x) es un polinomio y cada expresion F,(x) es una fraction que puede 
integrarse con poca dificultad. 

Por ejemplo, se puede verificar (encontrando un coirnin denominador en el 
lado derecho) que 


* 3 - 1 
a : 3 + * 



x - 1 
x 2 + \ ' 


Esto implica que 


* 3 - 1 
* 3 + a: 


dx 




(3) 


= x - In |* | +5 ln(;c 2 + 1) - tan 'x + C. 

La clave de esta sencilla integration esta en encontrar la descomposicion dada 
en la ecuacion (3). La existencia de dicha descomposicion y la tecnica para 
encontrarla conciernen al metodo de fracciones parciales. 

De acuerdo con un teorema que se demuestra en algebra avanzada, toda 
funcion racional se puede escribir en la forma de la ecuacion (2), donde cada F,(x) 
es una fraccion de la forma 


A 

(ax + b) n 

o de la forma 


(4) 


(ax 2 + bx + c ) n ' v ' 

En este caso, el polinomio cuadratico ax 1 + bx + c es irreducible: no es un producto 
de factores lineales con coeficientes reales. Esto equivale a decir que la ecuacion 
ax 1 + bx + c = 0 no tiene raices reales, y la formula cuadratica nos dice que este es 
el caso cuando el discriminante es negativo: b 2 - 4ac < 0. 

Las fracciones de las formas en las ecuaciones (4) y (5) son fracciones 
parciales y la suma en la ecuacion (2) se llama descomposicidn en fraccio¬ 
nes parciales de R(x). Asi, la ecuacion (3) es la descomposicion en fracciones 
parciales de ( x 3 - l)/^ + x). Una fraccion parcial de la forma dada en la ecuacion 
(4) se puede integrar de inmediato y en la section 9.7 veremos como integrar una 
de la forma dada en la ecuacion (5). 

El primer paso para encontrar la descomposicion en fracciones parciales de 
R(x) consiste en determinar el polinomio p(x) en la ecuacion (2). Se ve entonces 
que/>(.x) = 0 con la condition de que el grado del numerador P(x) sea menor que 
el grado del denominador Q(x)\ en este caso, se dice que la fraccion racional R(x) 
= P(x)/Q(x) es propia. Si R(x) no es propia, puede encontrarse p(x) mediante una 
division de P(x) entre Q(x), como en el ejemplo 1. 
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EJEMPLO 1 Determine f -— X X * dx. 

J x 2 + 2x + 2 

Solution La division del numerador entre el denominador se realiza como sigue: 

x - \ < — - p(x) (cociente) 

x 2 + 2x + 2)x 3 + x 2 + x - 1 
.y 3 + 2x 2 + 2x 

-x 2 - x - 1 
-;r 2 — 2 a: — 2 

;t + 1 < - r(x) (residuo) 


Como en aritmetica, 


“fraccion = cociente + (residuo/divisor)” 

Por consiguiente, 

x 3 + x 2 + X - l _ X + 1 

x 2 + 2x + 2 * ;t 2 + 2 a- + 2 ’ 

y por tanto 


* 3 + * 2 + * - 1 
x 2 2x 2 X 


x - 1 + 


* + 1 


x 2 2x -\- 2 


dx 


\x 2 — x + ^ ln(.y 2 + 2* + 2) + C. 


Si se usa la division como en el ejemplo 1, puede escribirse cualquier funcion 
racional R(x) como iina suma de un.polinomio p(x) y una fraccion racional propia 

m = P (x) + 

En consecuencia, para ver como se integra una funcion racional arbitraria solo se 
necesita determinar la descomposicion en fracciones parciales de una funcion 
racional propia. 

Para obtener dicha descomposicion, primero se debe factorizar el denomina¬ 
dor Q{x) como un producto de factores lineales (de la forma ax + b) y factores 
cuadraticos irreducibles (de la forma ax 1 + bx + c, con b 2 - 4ac < 0). Esto siempre 
es posible en principio, pero quiza dificil en la practica. Una vez que se ha 
encontrado esta factorizacion de Q(x\ podemos obtener la descomposicion en 
fracciones parciales mediante metodos algebraicos rutinarios (descritos a conti- 
nuacion). Cada factor lineal o cuadratico irreducible de Q(x) conduce a una o mas 
fracciones parciales de las formas dadas en las ecuaciones (4) y (5). 


FACTORES LINEALES 

Sea R(x) = P(x)/Q(x) una fraccion racional propia y supongase que el factor lineal 
ax + b se presenta n veces en la factorizacion de Q{x). Es decir, (ax + b) n es la 
maxima potencia de ax + b que divide a Q(x) sin dejar residuo. En este caso, n es 
la multiplicidad del factor ax + b. 
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Regia 1 Fracciones parciales con factores lineales 
La parte de la descomposicion en fracciones parciales de R{x) correspon- 
diente al factor lineal ax + b de multiplicidad n es una suma de n fracciones 
parciales de la forma 

——— + ——— + ■ ■ ■ + ——— , ( 6 ) 
ax + b {ax + b) 2 {ax + b) n 

donde A h A 2 ,... , A n son constantes. 


Si todos los factores de Q{x) son lineales, la descomposicion en fracciones 
parciales de R{x) es la suma de expresiones como la de la ecuacion ( 6 ). La situation 
es particularmente sencilla si ninguno de esos factores se repite (es decir, si cada 
uno tiene multiplicidad n = 1). En este caSo, la expresion en la ecuacion ( 6 ) se 
reduce a su primer termino y la descomposicion en fracciones parciales de R(x) es 
la suma de tales terminos. Las soluciones de los ejemplos 2 y 3 indican como 
determinar los numeradores constantes. 

EJEMPLO 2 Determine I ---— dx. 

J (2x + 1 )(jc - 2 ) 

Solution Los factores lineales del denominador son distintos, por lo que busca- 
remos una descomposicion en fracciones parciales de la forma 

5 = A B 

{2x + 1 )(jc — 2 ) 2 jc + 1 x - 2‘ 

Para determinar las constantes A y £, multiplicamos ambos miembros de esta 
identidad por el denominador (comiin) del lado izquierdo {2x + 1)(* - 2). El 
resultado es 

5 = A(x - 2) + B(2x + 1) = (A + 2B)x + (-2A + B). 

A continuacion, igualamos los coeficientes dejcy de 1 en ambos miembros de esta 
ecuacion. Esto produce las ecuaciones simultaneas 

A + 2B = 0, 

-2A + B = 5, 

de donde obtenemos con facilidad A=-2,B= 1. Entonces 

5 - ~2 + _L_ 

(2x + 1 )(jc - 2 ) 2x + 1 x -2' 

y por tanto 


(2x + 1 )(* - 2 ) 


dx = -\n\2x + 1| + In I x - 2\ + C 


= In 


x - 2 
2x + 1 


+ C. 


EJEMPLO 3 Determine 


4x 2 - 3x — 4 
x 3 + x 2 - 2x 


dx. 


Seccion 9.5 / Funciones racionales y fracciones parciales 


501 




Solution La funcion racional por integrar es propia, por lo que procedemos de 
inmediato a factorizar el denominador. 

x 3 + x 2 - 2x = x(x 2 + x - 2) = x(x - 1)(jc + 2). 

Tenemos tres factores lineales no repetidos, por lo que la descomposicion en 
fracciones parciales es de la forma 

4x 2 - 3x - 4 _ A B C 

jc 3 H- jc 2 — 2jc x x - 1 + x + 2* 

Para determinar las constantes A, B y C, multiplicamos ambos miembros de esta 
ecuacion por el denominador comun jc(jc - 1)(jc + 2) y tenemos que 

4x 2 - 3x - 4 = A(x - l)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(x - 1). (7) 

Entonces, agrupamos los coeficientes de las potencias iguales de x en el lado 
derecho: 


4x 2 -3x-4 = (A + B + C)x 2 + (A + 2B - C)x + ( -2A ). 

Como dos polinomios son (identicamente) iguales solo si los coeficientes de las 
potencias coirespondientes de * son iguales, concluimos que 


A + B + C = 4, 

A + 2B - C = -3, 

-2A = -4. 

Resolvemos estas ecuaciones simultaneas y determinamos que A = 2 B = -1 
yC=3. 

Existe una alternativa para encontrar A, B y C que es especialmente eficaz en 
el caso de factores lineales no repetidos. Sustituimos los valores jc = 0, jc = 1 yjc = 
-2 (las raices de los factores lineales del denominador) en la ecuacion (7). La 
sustitucion dex = 0 en la ecuacion (7) implica de inmediato -4 =-2A, por lo que 
A = 2. La sustitucion de x = 1 en la ecuacion (7) implica -3 = 3 B, por lo que B = 
-1. Y la sustitucion x = -2 implica 18 = 6 C, de modo que C = 3. 

Con los valores A = 2 , B = - 1 , C = 3, como quiera que se hayan obtenido, 
tenemos que 



= 2 In 


Las leyes de los logaritmos nos 
compacta 


1 


+ 


dx 


x - 1 x + 2) 

x\ — In| jc — 1 1 + 3 In| jc + 21 +C. 
permiten escribir esta primitiva en la forma mas 


4jc 2 - 3jc - 4 
x 3 + x 2 - 2x 


dx = In 


x\x + 2 ) 3 
x - 1 


+ C. 


EJEMPLO 4 Determine f y — - - dx. 

J x(x - l) 3 

Solution Aqui tenemos un factor lineal de multiplicidad n = 3. De acuerdo con 
la regia 1 , la descomposicion del integrando en fracciones parciales tiene la forma 


jc 3 — 4jc — 1 _ A B C D 

x(x - l) 3 X + X - 1 + (jc - l) 2 + (jc - l) 3 ' 
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Para encontrar las constantes A, B, Cy D multiplicamos ambos miembros de esta 
ecuacion por x(x - 1 ) 3 y obtenemos 

x 3 - 4x - \ = A{x - l) 3 + Bx(x - l) 2 + Cx(x - 1) + Dx. 

Desarrollamos y despues agrupamos coeficientes de las potencias iguales de x en 
el lado derecho. Esto implica 

jc 3 — 4jc — 1 = (A + B)x 3 + (-3 A - 2B + C)x 2 

+ (3 A + B - C + D)x - A. 

Despues igualamos los coeficientes de las potencias iguales de x en ambos lados 
de esta ecuacion. Obtenemos las cuatro ecuacfones simultaneas 


A + B = 1, 

-3A - 2B + C = 0, 

3A + B - C + D = -4, 

-A = -1. 


La ultima ecuacion implica A = 1 y despues la primera ecuacion implica B = 0. 
A continuation, la segunda ecuacion implica C = 3. Cuando sustituimos estos 
valores en la tercera ecuacion, obtenemos D = -4. Por tanto, 


x 3 - 4x - 1 
x(x - l) 3 


dx 



3 

U - 1) 2 


U - 1) 3 


dx 


= In I jc 


3 _2_ 

jc — 1 + (jc — l) 2 


C. 


FACTORES CUADRATICOS 

Supongase que R(x) = P(x)/Q{x) es una fraccion racional propia y que el factor 
cuadratico irreducible ax 2 + bx + c aparece n veces en la factorizacion de Q(x). 
Es decir, (ax 2 + bx + c) n es la maxima potencia de ax 2 + bx + c que divide sin 
residuo a Q(x ). Como antes, decimos que n es la multiplicidad del factor cuadratico 
ax 2 + bx + c. 


Regia 2 Fracciones parciales con factores cuadraticos 
La parte de la descomposicion en fracciones parciales de /?(*) correspon- 
diente al factor cuadratico irreducible ax 2 + bx + c de multiplicidad n es 
una suma de n fracciones parciales de la forma 

+ Cj B 2 x + C 2 B n x + C n /q> 

z -+---r + • • • +- t-, W 

ax + bx + c (ax + bx + cy (ax + bx + c) n 

donde B h B 2 ,. . . , B n y C,, C 2 ,. . . ,C„ son constantes. 


Si Q(x) tiene factores lineales y factores cuadraticos irreducibles, la descom¬ 
posicion en fracciones parciales de R(x ) es simplemente la suma de las expresiones 
de la forma dada en la ecuacion (6) correspondientes a los factores lineales mas 
la suma de las expresiones de la forma dada en la ecuacion (8) correspondientes 
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a los factores cuadraticos. En el caso de un factor cuadratico irreducible de 
multiplicidad n = 1 , 1 a expresion en la ecuacion ( 8 ) se reduce a su primer termino. 

El caso mas importante es el de un factor cuadratico no repetido de la forma 
suma de cuadrados x 1 + k 1 (donde k es una constante positiva). La fraction parcial 
correspondiente (Bx + C)/( x 2 + fc 2 ) se integra rapidamente mediante las integrales 
conocidas 


f 1 1 JC ^ 

—5 - 7 T ax = - arctan - + C. 

J x 2 + k 2 k k 

En la section 9.7 analizaremos la integracion de fracciones parciales mas general 
relacionadas con factores cuadraticos irreducibles. 

f 5r 3 — 3r 2 H- 2 x — 1 

EJEMPLO 5 Determine —- , , - - dx. 

J x 4 + x 2 

Solution El denominador x 4 + x 2 = x 2 (x 1 + 1) tiene un factor cuadratico y un 
factor lineal repetido. La descomposicidn en factores lineales toma la forma 

5jc 3 - 3x 2 + lx - 1 = A fi Cx + D 

X 4 “I" x 2 X x 2 X 2 “I" 1 

A1 multiplicar ambos miembros por^ + ^se obtiene 

5jc 3 - 3x 2 + 2x - 1 = Ax(x 2 + 1) + B(x 2 + 1) + (Cx + D)x 2 
= (A + C)x 3 + (B + D)x 2 + Ax + B. 

Como antes, igualamos los coeficientes de potencias iguales de* para obtener las 
cuatro ecuaciones simultaneas 


A + C =5, 
B + D = -3, 
A =2, 

B = -1. 


Resolvemos facilmente estas ecuaciones, obteniendo A = 2, B = -1, C = 3 
y D = - 2. Por tanto, 


/• 

J 


5 * 3 - 3 * 2 + lx - 
x 4 + * 2 


3* - 2 
* 2 + 1 


ldx = i{l-7 

..,1 1 3 f 2x dx _ f 

= 2 In he + - + - -=- 7 - 2 

11 jc 2) x 2 + 1 J 


dx 


x 2 + 1 


= 2 In | jc | + “ + ^ ln(:c 2 + 1 ) — 2 tan l x + C. 


*APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

El ejemplo 6 ilustra el uso de las fracciones parciales para resolver ciertos tipos 
de ecuaciones diferenciales separables. 
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EJEMPLO 6 Supongamos que en el instante t = 0, la mitad de una poblacion 
de 100,000 personas ha escuchado un rumor y que el numero P(t) de personas que 
lo han escuchado crece a razon de 1000 personas por di'a. Si P(t) satisface la 
ecuacion diferencial 


— = *P(100 - P) (9) 

(con P en miles de personas y t en dias), determine el numero de personas que han 
escuchado el rumor despues de t = 30 dias. 

Solucidn La ecuacion diferencial de (9) es el modelo para una hipotesis sencilla 
pero bastante utilizada: la razon de difusion del rumor es proporcional al numero 
de contactos entre aquellas personas que ya escucharon el rumor y aquellas 
personas que no lo han escuchado, es decir, dP/dt es proporcional tanto a P como 
a 100 - P\ asi dP/dt es proporcional al producto de P y 100 - P. 

Para determinar la constante de proporcionalidad k , sustituimos los valores 
dados P(0) = 50 y P / (0) = 1 en la ecuacion (9). Esto produce la ecuacion 

1 = k -50 (100 - 50). 

Esto implica que k = 0.0004, de modo que la ecuacion diferencial en (9) adquiere 
la forma 


^ = (0.0004) P (100 - P). 
dt 


La separation de variables conduce a 

lmr^ = I 0M04d ' 

Despues, la descomposicion en fracciones parciales 


implica 


100 = l _ 1 _ 

P(100 - P) - P + 100 - P 


1 


P + 100 - P 


dP = 0.04 dt\ 


( 10 ) 


InP — ln(100 - P) = (0.04)f + C. (11) 

La sustitucion de los datos iniciales P = 50 cuando t = 0 implica entonces 
C = 0, de modo que la ecuacion (11) adquiere la forma 


In 


= (0.04)r, de modo que 


100 - P ' ' ’ .— M 100 - P 

Resolvemos esta ultima ecuacion para obtener la solucion 


= e (0.04)t 


\00e (OM)t 

- l 4- e (0.04)/- 


( 12 ) 


Por tanto, el numero de personas que han escuchado el rumor despues de 30 dias 
es P(30) ~ 76.85 miles de personas. 


Podemos utilizar el metodo del ejemplo 6 para resolver cualquier ecuacion 
diferencial de la forma 
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-J t = *(* - a )(* - b )> 


(13) 


donde a, b y k son constantes. Como indican los problemas 49 a 54, esta 
ecuacion diferencial sirve como un modelo matematico de una amplia variedad 
de problemas. 


9.5 Problemas 


Determine las integrales de los problemas l a 35. 


dx 


x + 1 

1 

x 2 - 3* 


dx 


x 2 + x - 6 


dx 


x 3 + 4x 


dx 


x 2 + 4 


■J 

"■I 1 -i 


dx 


dx 


13. 

15. 


x 2 + 2x 

uTT? 
1 


dx 


x 2 - 4 


dx 


”■/ 

3 


X + 10 


19, 

21 . 

23. 

25, 


2x 2 + 5x - 3 
x 2 + 1 

x 3 + 2x 2 + x 
4x 3 - lx 
x 4 - 5x 2 + 4 

r 2 

dx 


(x + 2) 3 


' 1 

’ j 4 


- 

27. 

j 


+ x 
x + 4 


x 3 + 4x 


dx 

dx 


29. 

31. 

33. 

34, 


2 . 

4. 

6 . 
8 . 
10 . 
12 . 
14. 


2 * - 1 
x 

X 2 + 4* 


dx 

dx 


dx 


x 2 + x - 6 
1 

(x + l)(x 2 + 1) 

1 


(x 2 + l)(x 2 + 4) 
2x 3 - 1 


dx 

dx 


x 2 + 1 
2x - 4 

X 2 - X 
v 4 


dx 


dx 


x 2 + 4x + 4 


dx 


dx 18, 


r x + 1 
J x 3 - x : 


dx 


dx 20 . 

dx 22. 


x 2 + X 


r 3 _ r 2 _ 


dx 


(x + l)(x 2 + 1) 
X 2 - 10 


26 

28 

dx 30. 


24. f 

'I 
'I 


2x 
2x 2 + 3 
x 4 - 2x 2 + 1 

X 2 + X 

(x 2 - 4)(x + 4) 
6x 3 - 18x 


(x 2 - l)(x 2 - 4) 
4x 4 + x + 1 


dx 

dx 

dx 


X 5 + X 

x 2 + 2 
(x 2 + ly 


dx 


dx 


- 

J 


2x 4 + 9x 2 + 4 
x 3 + x 2 + 2x + 3 
x 4 + 5x 2 + 6 
x 2 + 4 


(x 2 + l) 2 (x 2 + 2) 


dx 32. 
dx 
dx 


dx 
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35. 


x 4 + 3x 2 — 4x + 5 
(x - l) 2 (x 2 + 1) dX 


En los problemas 36 a 39, haga una sustitucion preliminar 
antes de usar el metodo de fraccionesparciales. 


- 

36. 

j 


cos 6 


sen 2 6 - send - 6 


dd 


37. 


(e 2 ‘ - 1) ; 


dt 


38. 


sec 2 f 

tan 3 f + tan 2 f 


dt 


- 

39. 

j 


1 + In t 
t {3 + 2 In t) 2 


dt 


40. La region plana R que se muestra en la figura 9.5.1 esta 
acotada por la curva 




1 - x 
1 + x 


0 ^ x ^ 1. 


Determine el volumen generado al girarT? en tomo del ejex. 


Figura 9.5.1 La region del 
problema 40 



0.5 

X 


41. La figura 9.5.2 muestra la region acotada por la curva 
(1 - x) 2 


? 2 = 


" x 4 

» 


OSrSl. 


0 + *) 2 

Determine el volumen generado al giraren tomo del ejex. 
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42. Determine el volumen generado al girar la region del 
problema 41 en tomo del eje y. 

Resuelva losproblemas con condiciones initiates en 43 a 48. 
dx 

43. — = x - x 2 ; x(0) = 2 

44. — = \0x - x 2 \ x(0) = 1 

45. j t = 1 - x 2 ; x(0) = 3 

46. It = 9 “ 4 * 2; = 0 

47 ‘ It = ^ + 5X + 6 ’ ^ = 5 

48. ^=2x 2 + x - 15; jc(0) = 10 

49. Suponga que la poblacion P(i) (en millones) de Ruritania 
satisface la ecuacion diferencial 


dP 

— = k-P (200 - P) 


(k constante). 


Su poblacion en 1940 era de 100 millones y entonces aumen- 
taba a razon de 1 millon por ano. Pronostique la poblacion de 
este pais para el ano 2000. 

50. Suponga que una comunidad tiene 15,000 personas sus- 
ceptibles al sindrome de Michaud, una enfermedad contagio¬ 
sa. En el instante t- 0, el numero N(f) de personas que han 
contraido el sindrome de Michaud es 5000 y aumenta en ese 
momento a razon de 500 por dia. Suponga que N'(t) es pro- 
porcional al producto del numero de personas que no han 
contraido la enfermedad por el numero de personas que si 
han enfermado. £ Cuanto tiempo tardan otras 5000 en contraer 
el sindrome de Michaud? 


51. Cuando la sal KN0 3 se disuelve en metanol, el numero 
*(0 de gramos de sal en la solucion despues de t segundos 
satisface la ecuacion diferencial 


dx 


— = (0.8)* - (0.004)* 2 . 


(a) Si * ~ 50 cuando t ~ 0, ^cuanto tiempo tardaran otros 
50 gramos de sal en disolverse? (b) ^Cual es la cantidad 
maxima de sal que se podra disolver en el metanol? 

52. Una poblacion P(i) (t en meses) de ardillas satisface la 
ecuacion diferencial 


dP 

— = (0.001 )P 2 - kP 
dt 


(k constante). 


Si P(0) - 100 y F(0) - 8, ^cuanto tiempo tardara la poblacion 
en duplicarse (200 ardillas)? 

53. Considere una poblacion animal P(i) (t en anos) que 
satisface la ecuacion diferencial 


^ = kP 2 - (0.01 )P 


(k constante). 


Suponga tambien que />(0) = 200 y que •P'(O) = 2. (a) <^En que 
momento P= 1000? (b) ^Cuando llegara el dia del juicio para 
esta poblacion? 

54. Suponga que el numero x{t) (t en meses) de lagartos en 
un pantano satisface la ecuacion diferencial 

^ = (0.0001)^ 2 - (0.01)*. 

(a) Si en un principio hay 25 lagartos, resuelva esta ecuacion 
para determinar lo que ocurre a esta poblacion de lagartos a 
largo plazo. (b) Repita la parte (a), pero utilice 150 lagartos 
en un principio. 


9.5 Proyecto 

La ecuacion diferencial en (9) del ejemplo 6 es una ecuacion logistica, una 
ecuacion de la forma 


— — kP(M — P) (k, M constantes). (14) 

La ecuacion logistica modela muchas poblaciones animales (incluyendo las hu- 
manas) con mas precision que la ecuacion de crecimiento natural dP/dt = kP que 
estudiamos en la seccion 7.5. Por ejemplo, pensemos en un ambiente que puede 
soportar a lo mas una poblacion de M individuos. Podriamos pensar entonces 
a M - P como el potencial de mayor desarrollo cuando la poblacion es P. La 
hipotesis de que la tasa de cambio dP/dt es proporcional a M — P y a P mismo 
implica la ecuacion (14) con la constante de proporcionalidad k. El ejemplo clasico 
de tal situacion de ambiente limitado es una poblacion de la mosca de la fruta en 
un recipiente cerrado. 


Seccion 9.5 / Funciones racionales y fracciones parciales 


507 


El objetivo de este proyecto es analizar el comportamiento de las poblaciones 
que se pueden modelar mediante la ecuacion logistica. 


1 . Separe primero las variables de la ecuacion (14) y despues utilice las fracciones 
parciales, como en el ejemplo 6, para deducir la solucion 


p( t ) = 


MPo 

Po+ (M - P 0 )e- kM ‘ 


(15) 


que satisface la condicion inicial P(0) = P 0 . Si k y M son constantes positivas, 
entonces 


lim P(t) = M. (16) 


Por tanto, M es la poblacion limite. 

2 . Durante el periodo de 1790 a 1930, la poblacion de Estados Unidos P(t) (t en 
anos) aumento de 3.9 millones a 123.2 millones. En este periodo, P{t) era cercana 
a la solucion del problema con condicion inicial 

^ = (0.03135)/ 5 - (0.0001589)P 2 , P(0) = 3.9. 



Figura 9.5.3 Soluciones tipicas 
de la ecuacion logistica 


^Sigue modelando esta ecuacion diferencial la poblacion de Estados Unidos con 
precision despues de 1930? En tal caso, ^cual es la poblacion limite de los Estados 
Unidos?* 

3. Para su propia ecuacion logistica, elija enteros distintos de cero r y s (por 
ejemplo, los ultimos dos digitos distintos de cero en su niimero de matricula 
estudiantil) y considere entonces 


M = 10r, 


100 M 


en la ecuacion (14). Grafique entonces la solucion correspondiente en la ecuacion 
(15) con varios valores diferentes de la poblacion inicial P 0 . <,Que determina que 
la grafica de P = P(t) se vea como la curva superior o la curva inferior de la figura 
9.5.3? 

4. Ahora, con el mismo valor fijo de la poblacion limite M como en el problema 
3 , grafique las curvas solucion con valores cada vez mayores y cada vez menores 
de k. ^Cual parece ser la relation entre el tamano de k y la razon con la que la curva 
solucion tiende a su asintota horizontal P = Ml 


Sustitucion 

trigonometries 


Si la integral 
contiene 

Entonces 
se sustituye 

Y se utiliza 
la identidad 

a 2 - « 2 

u — ci sen 6 

1 - sen 2 6 = cos 2 6 

a 2 + k 2 

u — a tan 6 

1 + tan 2 6 = sec 2 6 

« 2 - a 2 

u = a sec 6 

sec 2 6 - 1 = tan 2 6 


A menudo es efectivo el metodo de sustitucion trigonometrica al trabajar con 
integrates que contienen en sus integrandos ciertas expresiones algebraicas tales 
como (< a 2 - w 2 ) 1/2 , (u 2 - a 2 ) m y \i{a 2 + u 2 ) 2 . Hay tres sustituciones trigonometricas 
basicas: 


* Este problema se basa en un calculo del deinografo belga Verhulst, quien en 1845 utilizo los datos de 
poblacion de Estados Unidos de 1790 a 1840 para predecir con precision la poblacion de Estados Unidos 
hasta el ano de 1930. 
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Vfl 2-«2 


Figura 9.6.1 El triangulo de 
referencia para la sustitucion 
u = a sen 6 


La sustitucion u = a sen^significa, en terminos mas precisos, la sustitucion 
trigonometrica inversa 


0 =sen 1 


u 

» 

a 



donde \u\£a. Por ejemplo, supongase que una integral contiene la expresion 
(a 2 -u 2 ) u2 . Entonces, la sustitucion implica 


(i a 2 - u 2 ) l/2 = ( a 2 - a 2 sen 2 0) 1/2 = (, a 2 cos 2 6) ]/2 = a cos 8. 

Elegimos la raiz cuadrada no negativa en el ultimo paso, pues cos 9^ 0 para 
-7d2 2 0^7r/2. Asi, el factor problematic^ ( a 2 - u 2 ) m se convierte en a cos 9, mien- 
tras que du = a cos 9d9. Si la integral trigonometrica que resulta deesta sustitucion 
puede ser evaluada con los metodos de la seccion 9.3, el resultado, por lo general, 
contendra 9 = sen ~\u/a) y funciones trigonometricas de 9. El paso final consiste 
en expresar la respuesta en terminos de la variable original. Para esto, los valores 
de las diversas funciones trigonometricas se pueden leer en el triangulo rectangulo 
de la figura 9.6.1 que contiene un angulo 0tal que sen 0= u/a (si u es negativo, 
entonces 0sera negativo). 


EJEMPLO 1 E value 


, dx , donde I x I < 1. 

YY^Y 2 


Solution En este caso, ^ = lyw=jf, por lo que sustituimos 


Esto implica 


x = sen 0, dx — cos 6 d6. 


* 

j 



dx 


sen 3 6 cos 6 
— . = du 

V1 - sen 2 6 


= sen 3 6 dd = (sen0)(1 - cos 2 6) dd 


= \ cos 3 6 ~ cos 6 + C. 


Y como cos 9 = (1 - sen 2 0) 1/2 = V 1 ~x\ nuestra respuesta final es 


j 


1 


, dx = i(i - * 2 ) 3/2 - Yi^Y + c. 
\YTYT 2 Y 


El ejemplo 2 ilustra el uso de la sustitucion trigonometrica para determinar 
integrales como las de las formulas (44) a (62) en los forros de este libro. 

EJEMPLO 2 Determine J V a 2 - u 2 du,\u\ < a. 

Solution La sustitucion u = a sen 0,du=a cos 9d9 


* _ r 

Va 2 - u 2 du = Va 2 - a 2 sen 2 d ( a cos d) dd 

J J 


= | a 2 cos 2 8 dd = 5a 2 | (1 + cos 2d) dd 


= \a 2 (d + 5 sen 28) + C = 5 a 2 (d + sen# cos d) + C. 


Seccion 9.6 / Sustitucion trigonometrica 


509 




a 


Figura 9.6.2 El triangulo de 
referenda para la sustitucion 
u = a tan 6 



3 

2x = 3 tan 0 


Figura 9.6.3 El triangulo de 
referencia para el ejemplo 3 


(En el ultimo paso utilizamos la identidad sen 20 = 2sen 0 cos 0 .) Ahora, por la 
figura 9.6.1, tenemos que 


- u 

sen 6 = - y cos 6 = 
a 

Por tanto, 


Va 2 - u 2 
a 


J 


Va 2 


w du = -a 2 sen l - + -• 


u Va 2 - m 2 


a a 


+ C 


u . r~ 7 - 5 a 2 _, u „ 

= - Va 2 - u 2 + — sen 1 - + C. 
I 2 a 


Asi, hemos obtenido la formula (54) del forro de este libro. 


La sustitucion u — a tan 6z n una integral que contiene a a 2 + u 2 significa la 
sustitucion 


6= tan" 1 -, 

a 2 2 

En este caso, 

Va 2 + m 2 = Va 2 - + _ a 2 ~tan 2 ~6 = Va 2 sec 2 6 = a sec 8, 

bajo la hipotesis a > 0. Consideramos la raiz cuadrada positiva en el ultimo paso, 
pues sec 0> 0 para —ut2 < 6< k!2. Los valores de las diversas funciones 
trigonometricas de 0 bajo esta sustitucion se pueden leer en el triangulo rectangulo 
de la figura 9.6.2, el cual muestra un angulo agudo [positivo o negativo] 0 tal que 
tan 0= u/a. 


lx 


EJEMPLO 3 Determine 


1 


dx. 


(4x 2 + 9 ) 2 

Solution El factor 4 * 2 + 9 corresponde a u 2 + a 2 , con u = 2x y a = 3. Por tanto, 
la sustitucion u = a tan 0 equivale a 

2x = 3 tan 8, x = \ tan 8, dx - \ sec 2 8 d8. 

Esto implica 


(4x 2 + 9) : 


dx = 


5 sec 2 8 


(9 tan 2 8 + 9 ) 2 
3 f sec 2 8 


dd 


dd = 4 t 


1 


de 


2 J (9 sec 2 0) 2 54 J sec 2 8 ' 

= 53 J cos 2 8 dd = j 5 g (0 + sen 0 cos 8) + C. 

(La integracion del ultimo paso es la misma que la del ejemplo 2.) Ahora bien, 
0 = tan -1 (2a/ 3), y el triangulo de la figura 9.6.3 implica 


sen 8 


2x 


V4X 2 + 9’ 


cos 8 = 


V4* 2 + 9' 


Por tanto. 
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a 


Figura 9.6.4 El triangulo de 
referenda para la sustitucion 
u = a sec 9 


I 


i = j_ 

(4x 2 + 9) 2 108 


tan 


2x) + 2x _ 3 

3 / V4* 2 + 9 V4jc 2 + 9 J 


+ C 


1 , / 2jc 

=-tan *1 — 


108 


+ 


18 (4 jc 2 + 9) 


+ C. 


La sustitucion u = a secflen una integral que contenga u 2 - a 2 significa la 
sustitucion 


8 = sec 1 0 6 ^ 77, 

a 

donde u a a > 0 (debido al dominio y contradominio de la funcion secante 
inversa). Entonces, 

Vk 2 - a 2 = Va 2 sec 2 6 - a 2 = Va 2 tan 2 0 = ±a tan 6. 
Aqui debemos considerar el signo positivo si u > a, de modo que' 0 < 0< ril y 
tan 0 > 0. Si 11 < —a, entonces k!2 < 6 < k y tan 0< 0, consideramos el signo 
negativo. En cualquier caso, los valores de las diversas funciones trigonometricas 
de 0 se pueden leer en el triangulo rectangulo de la figura 9.6.4. 

EJEMPLO 4 Determine J — - - — dx, x > 5. 

Solution Sustituimos x = 5 sec $, dx = 5 sec 0 tan 6 dO. Por consiguiente, 

Vjc 2 - 25 = V25(sec 2 8 - 1) = 5 tan 8, 

plies x > 5 implica 0 < 0< k! 2, de modo que tan 0> 0. En consecuencia, esta 
sustitucion implica 

f Vjc 2 - 25 f 5 tan 0 

- dx = - -- (5 sec 8 tan 8) d8 

J x J 5 sec 8 

= 5 J tan 2 8 d8 = 5 J (sec 2 8 - 1) d8 
= 5 tan 8 - 58 4- C = Vjc 2 - 25 - 5 sec_1 ^^ + C. 


Las sustituciones hiperbolicas se usan de manera semejante (y con el mismo 
efecto) que las trigonometricas. Las tres sustituciones hiperbolicas basicas (que 
no se acostumbra memorizar) se enumeran aqui como referencia. 


Si la integral 
contiene 

Entonces 
se sustituye 

Y se utiliza 
la identidad 

a 2 - « 2 

u = a tanh ^ 

1 - tanh 2 0 = sech 2 0 

a 2 + u 2 

w = a senh ^ 

1 4- senh 2 6 = cosh 2 0 

u 2 - a 2 

u = a cosh ^ 

cosh 2 6 - 1 = senh 2 0 


EJEMPLO 5 


Determine 



dx y x > 1. 
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Solution Con el objeto de que se comparen, se evalua esta integral mediante una 
sustitucion trigonometrica y una hiperbolica. La sustitucion trigonometrica 

x = sec 0, dx = sec 8 tan 8 dd , tan 8 = Vx 2 - 1 

da 




= 


sec 8 tan 8 
tan 8 


d8 = sec 8 d8 


= In | sec 8 + tan 8 \ + C 
= In lx + Vx 2 - 11 + C. 


[ecuacion (7), 
seccion 9.3] 


Si ahora utilizamos la sustitucion hiperbolica x = cosh 0, dx = senh 0d0 9 
obtenemos 


Vx 2 - 1 = Vcosh 2 8 - 1 =senh 8. 

Aqui consideramos la raiz cuadrada positiva, pues x > 1 implica que 0 = cosh -1 x 
> 0 y por tanto, senh 0 > 0. En consecuencia, 

f / dx = f —^ d8 = f l dd = 8 + C = cosh _1 x + C. 

J J senh 8 J 

Nuestros resultados parecen diferentes, pero la ecuacion (35) de la seccion 8.5 
muestra que son equivalentes. 


9.6 Problemas 


Utilice sustituciones trigonometricas para evaluar las inte¬ 
grates de los problemas 1 a 36. 


>•/ 


i 


dx 


V16 - a: 2 

3. J - , 1 dx 

J x 2 V4 - a: 2 

= dx 


q 

7 ’ \ (9 - 16x 2 ) 3/2 dX 8 ' / 


VleT 7 " 


7 ‘ 1 \6x 2 ) y2 dx 

„ . Vx 2 - 1 

9. - :- dx 


11. x 3 V9 + 4 x 2 dx 


Vl - 4 X 2 
13. I —-— dx 


15. 

j 


17. 


V9 + 4x 2 
x 2 

V25 - a: 2 


dx 


dx 


J V4^9x 2 

4 ‘ / x 2 Vx 2 - 25 ^ 

, f —^- 

J V9 - 4a: 2 


dx 


1 


(25 + 16x 2 ) 3/2 
10. I x 3 V4 - x 2 dx 


dx 


12 . 


14. 


Vx 2 + 25 


dx 


VT+ x‘ 


dx 


16. Vl + Ax 2 dx 


18. 


V25 - x 2 


dx 


19. 


21 . 

j 


Vl + x‘ 


dx 


V4 + 9x 2 

1 

(1 + x 2 ) 3 ' 2 


>■{ 


dx 

dx 


dx 


x 2 r 

27. I V9 + I6x 2 dx 


Vr 2 - 75 

29. I -££ dx 


31. xWP^l dx 


33. 


(4* 2 - l) 3 ' 2 


dx 


Vr 2 - 5 

35. | - dx 


20 . 

22 

24 

26 


Vl + x : 


dx 


>-■ 


2 ) 322 dx 


* 2 ) : 


" J <4*‘ - 

q 


dx 


dx 


28. (9 + 16x 2 ) 3/2 dx 


30. 


32. 


34. 


V4x 2 - 9 


dx 


I 


x 2 V4x 2 - 9 
36. I (4x 2 - 5) 3/2 dx 


dx 


Utilice sustituciones hiperbolicaspara evaluar las integrates 
en los problemas 37 a 4}. 
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37. 

j 

f 1 dx 

38. 

j 

|" Vl + x 2 dx 

1 V25 + x* 

39. 

J 


40. 

J 

f ' dx 

1 x 2 d 

1 Vl + 9V 

41. 

[ x 2 V\ + X 2 dx 




42. Calcule la longitud de arco de la parabola y = x 2 en el 
intervalo [0,1]. 

43. Calcule el area de la superficie obtenida al girar el arco 
parabolico del problema 42 en torno del eje x. 

44. Demuestre que la longitud de un arco de la curvay = sen 
x es igual a la mitad del perimetro de la elipse x 2 + (y 2 /2) = 1. 
[Sugerencia: sustituya* = cos 9 en la integral de la longitud 
de arco para la elipse.] Vease la figura 9.6.5. 



0 2 


x 

Figura 9.6.5 Dos arcos con la misma longitud 
(problema 44) 

45. Calcule la longitud de arco de la cnrva y = In x en cl 
intervalo [1,2]. 

46. Calcule el area de la supcrficic obtenida al girar la cnrva 
del problema 45 en torno del ejey. 

47. Un toro (vease la figura 9.6.6) sc obticnc al girar en torno 
del ej ey, el circulo 

(x — b) 2 + y 2 = a 2 (0 < a ^ b). 

Mnestrc qnc cl area dc sn supcrficic cs 4 n 2 ab. 



Figura 9.6.7 La pelota de futbol 
puntiaguda del problema 49 


50. Se obtiene un elipsoide de revolucion al girar la elipse 
x 1 la 1 +y l lb 2 '= 1 en torno del eje*. Supongaquea >b. Muestre 
que el area de la superficie de ese elipsoide es 


A = lirab 


b a 
- + - sen" 1 
a c 



donde c = V a 2 - b 1 . Suponga que a ~ b, de modo que c ~ 0 y 
sen -1 (c/a) = da. Concluya que A ~ Ana 2 . 

51. Suponga que b > a en el elipsoide de revolucion del 
problema 50. Demuestre que el area de su superficie es 
entonces 


A = lirab 


' b - + 5 ln(———y 
L a c \ a / J 


donde c = > la 2 - b 2 . Utilice el hecho de que ln(l +x) « x 
si x ~ 0 y concluya de ello que A ~ Ana 2 si a ~ b. 

52. Se va a construir una caiTetera del punto (2, 1) al punto 
(5, 3), siguiendo la trayectoria de la parabola 

y = -1 + 2VGT r T. 


Calcule la longitud de la carretera (las unidades en el eje de 
coordenadas son mi lias). [Sugerencia: sustituya x = sec 2 9 
en la integral de longitud de arco.] 

53. Suponga que el costo de la carretera del problema anterior 
es de > lx millones de dolares por milla. Calcule su costo total. 

54. Un cometa vuela a una altura de 500 pies y una distancia 
horizontal de 100 pies de la persona que lo sostiene desde el 
suelo. Lacuerda del papalote pesa 1/16 onzas/pie y cuelga en 
forma de la parabola y - ^20 que une a la persona en (0, 0) 
con el cometa, en (100, 500) (figura 9.6.8). Calcule el trabajo 
realizado (en pie-libras) al elevar la cuerda desde el suelo 
hasta su posicion actual. 



Figura 9.6.6 El toro de! problema 47 

48. Determine el area bajo la cnrva y = V 9 +x 2 en el intervalo 
[0,4]. 

49. Determine el area dc la superficie obtenida al girar la 

curva y = sen x, 0 ^ x ^ 7 ren torno del eje x (vease la figura 
9 6 7 ) Figura 9.6.8 La cuerda del cometa del problema 54 
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9.7 

Integrales que 
contienen 
polinomios 
cuadraticos 


Muchas integrales que contienen una raiz cuadrada o una potencia negativa de un 
polinomio cuadratico ax 2 + bx + c se pueden simplificar mediante el proceso de 
completar el cuadrado. Por ejemplo, 

x 2 + 2x + 2 = (x + 1 ) 2 + 1, 
y por tanto, con la sustitucion u = * + 1, du = dx, se obtiene 

fp~+L + 2 dx = J^TT rfM = tan "‘ M + C = tan "(* + 1) + C. 

En general, el objetivo es convertir ax 2 + bx + c en una suma o en una diferencia 
de cuadrados ( u 2 i a 2 o a 2 — u 2 ) para que se pueda usar el metodo de sustitucion 
trigonometrica. Para ver como funciona esto en la practica, supongase primero que 
a = 1, de modo que la funcion cuadratica en cuestion es de la forma x 2 + bx + c. La 
suma x 2 + bx de los dos primeros terminos se puede completar como un cuadrado 
peifecto sumando b 2 / 4, el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y restando a 
su vez b 2 / 4 al termino constante c. Esto implica 

x 2 + bx + c = {^x 2 + bx + 



Con u=x + - 2 b, este resultado es de la forma u 2 + A 2 o u 2 -A 2 (segun el signo de c 
- j b 2 ). Si el coeficiente a de x 2 no es 1, primero lo factorizamos y procedemos 
como antes: 


ax 2 + bx + c = a\ x 2 + 



EJEMPLO 1 Determine I — 5 --- dx. 

J 9x 2 + 6x + 5 

Solution El primer paso es completar el cuadrado: 

9x 2 + 6x + 5 = 9(x 2 + j x ) + 5 = 9(x 2 + \x + i) - I + 5 
= 9(x + ^) 2 + 4 = (3x + I) 2 + 2 2 . 

En consocucncia, 


I 


9x 2 + 6x + 5 


dx 


1 


(3x + l) 2 + 4 

1 


dx 


3 J u 2 + 4 


6 J G«) 2 + 1 


du (u = 3x + 1) 
du 


6 1 v 2 + 1 


dv 


1 

V = -u 
2 
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- 1 tan- „ + c - i tan-(| j + C 


_ 1 .l'?£±i 


EJEMPLO 2 Determine 


I 


= - tan 
6 


1 


+ C. 


dx. 


V9 + \6x — 4x 2 
Solution Primero se completa el cuadrado: 

9 H- 16jc — 4x 2 = 9 - 4(x 2 - 4x) = 9 - 4(x 2 - 4x + 4) + 16 
= 25 - 4{x - 2) 2 . 


Por tanto, 


1 


V9 + 16 a- - 4x 2 


dx = 


1 


V25 - 4(x - 2) 2 

1 


5 J Vl - £(* - 2) 


= d* 


1 


1 


2J VT^ 




u = 


2(x - 2) 


= ^ sen -1 u + C = ^sen-‘ 2( * s 2) + C. 


Un mctodo altemativo consiste en hacer la sustitucion trigonometrica 
2(x - 2) = 5 sen 6, 2 dx = 5 cos ddd 
dcspucs de complctar el cuadrado. Esto implica 


1 


V9 + \6x — 4* 2 


dx = 


1 


V25 - 4(x - 2) 2 


dx 


§cos 8 


V25 - 25 sen 2 8 


d8 


1 


= £ I 1 ^ e + c 


1 2(x -2) „ 

= - arcsen---h C. 

& J 


Algunas integrates que contienen una expresion cuadratica se pueden separar 
en dos integrates mas sencillas. Los ejemplos 3 y 4 ilustran esta tecnica. 

EJEMPLO 3 Determine f , 2 * - - - dx 

J 9x 2 + 6x + 5 

Solution Dado que D v ( 9x 2 + 6x + 5) = 1 Sx + 6, esta seria una integral mas sencilla 
si el numerador 2.v + 3 fuese un multiplo constante de l&r + 6. Nuestra estrategia 
sera escribir 
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2x + 3 = A(18a + 6 ) + B 

para poder separar la integral dada en una suma de dos integrates, una de las cuales 
tendra como numerador 18 a + 6 en su integrando. A1 igualar los coeficientes en 

2x + 3 = 18Aa + (6A + B ), 

tenemos que A = \ y B = \. Por tanto, 


2x + 3 = 1 

9x 2 + 6a + 5 X 9 J 9x 2 + 6a + 5 


18a + 6 7 f 1 

3 j 9 a 2 + 6a + 5 


^a. 


La primera integral de la derecha es un logaritmo y la segunda esta dada por el 
ejemplo 1. Asi, 

2a + 3 1 1 /rt 2 ^ 7 , /3a + l\ 

9*- + 6* + 5 dx = 9 ,n(9 * +6x + 5) + Js ,an ' + C 

Como altemativa, se puede completar primero el cuadrado del denominador. La 
sustitucion u = 3.v + 1, .v = 7 (u - 1), dx = j du implica entonces 


2x + 3 . fl(u - 1).+ 3 1 


(3* + l) 2 + 4 


dx = | j v- -/■ ■ . du 

u 2 + 4 3 

1 f 2u . 1 f 1 , 

“ 9 J u 2 + 4 dU + 9) u 2 + 4 dU 
= X - 1 n(« 2 + 4) + L tan " 1 + C 

= 1 ln(9x 2 + 6x + 5) + ^ tan -1 ^ ~ I + C. 


EJEMPLO 4 Determine 


2 + 6a 


;dLtdado que | a* — 1 | < 2 . 


(3 + 2* — a 2 ) 2 ' 

Solution Como D v (3 + 2x -x 2 ) = 2 - 2a, primero escribimos 

2 + 6x 


(3 + 2x - x 2 ) : 


dx 


= -3 


2x 


dx + 8 


I 


1 


dx. 


(3 + 2 * - a 2 ) 2 — ‘ ^ J (3 + 2 jc - a 2 ) 2 
Entonces, sea u = 3 + 2a - a 2 , du = (2 - 2x) dx en la primera integral para obtener 


-3 


Por tanto. 


2 - 2a 


(3 + 2a - a 2 ) : 


dx — — 3 


^ + c, = 


2 + 6a 


(3 + 2a - a 2 )' 


dx - 


3 + 2a 


+ 8 


3 + 2a 


1 


+ C\ 


(3 + 2a - a 2 )' 


dx. ( 1 ) 


(Podcmos eliminar la constante C, pues puede ser absorbida por la constante C 
que obtendremos al evaluar la otra integral.) Para determinar la integral restante, 
completamos el cuadrado: 

3 + 2a - a 2 = 4 - (a 2 - 2a + 1) = 4 - (a - l) 2 . 
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Figura 9.7.1 El triangulo de 
referenda del ejemplo 4 


Como | jc - 1 | <2, esto sugiere la sustitucion 

a: — 1=2 sen0, dx — 2 cos 8 dd , 

por lo que 

3 + 2x - x 2 = 4 - 4 sen 2 8 — 4 cos 2 8. 
Esta sustitucion implica 


8 


I 


i 


(3 + 2x - x 2 ) 2 


dx 


= 8 ltiSw de = l sec ’ e ‘ ie 


(4 cos 2 8) 2 

8 tan 8 + i f sec 8 dd [ P 01 ' la ecuaci6n ( 6 ) 
J de la seccion 9 . 4 ] 

= 5 sec 6 tan 6 + \ ln| sec 8 + tan 8 1 + C 


= 5 sec 


x - 1 1 

3 + 2x - x 2 + 2 


x + 1 


V3 + Tx - * 2 


+ C. (2) 


En el ultimo paso, hemos leido los valores de sec 6y de tan 6 en terminos de x, en 
el triangulo rectangulo de la figura 9.7.1. Cuando sustituimos la ecuacion (2) en 
la ecuacion (1), obtenemos finalmente el resultado 


J 


2 + 6x 


(3 + 2x - x 2 ) 2 


, x + 2 , 1 , 

dx = - ■ - -r + - In 

3 + 2x - x 2 2 


x + 1 


V3 + 2x - * 2 


+ C. 


Podemos utilizar el metodo del ejemplo 4 para evaluar una integral general 
de la forma 

< 3) 

donde n es un entero positivo. A1 separar dicha integral en dos integrales mas 
sencillas y completar el cuadrado en la expresion cuadratica del denominador, el 
problema de evaluar la integral en la ecuacion (3) se reduce al de calcular 

/ (a 2 ± m 2 )" du • (4) 

Si el signo del denominador en la ecuacion (4) es positivo, entonces la 
sustitucion u = a tan 0 transforma la integral en la forma 


J cos m 8d8 

(vease el Problema 35). Esta integral se puede manejar mediante los metodos de 
la seccion 9.3 o con la formula de reduccion 

J cos* 8 dd = ^ cos * _1 8 sen 8 + ^ * J cos* -2 8 d8 

del problema 46 de la seccion 9.4. 

Si el signo en el denominador de la ecuacion (4) es negativo, entonces la 
sustitucion u = a sen 0 convierte la integral en la forma 
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J s ec m ddd 

(vease el problema 36). Esta integral se evalua con la ayuda de la formula de 
reduccion 


sec* 6 dd = 


k - 1 


sec* 2 6 tan 6 + 


k-2 


sec* 2 6 dd 


[Ecuacion (5) de la Seccion 9.4.] 


9.7 Problemas 


Evalue las primitivas de los problemas 1 a 34. 


x 2 + 4x + 5 

5 - 3* 
x 2 + 4x + 5 ' 


'3-2x- x 2 


cV3 - 2x - x 2 dx 8 . 


3x + 2 
4x 2 + 4x - 3 


dx 10 . 


‘ 2x + 5 
x 2 + 4x + 5 


(x 2 + 4x + 5) 2 


'3 -2x- x 2 


4x 2 + 4x - 3 


f 4x 2 + 4x — 3 dx 


x 2 + 4x + 13 


3 + 2x - x 2 

2x - 5 
x 2 + 2x + 2 ' 


'5 + I2x - 9x 2 


xV8 + 2x - x 2 dx 


4x 2 + 4x - 15 


18. (3x - 2)V9x 2 + 12* + 8 dx 


19. (7 - 2*)V9 + 16* - 4* 2 dx 


2x + 3 
4 2 + 2jc + 5 


( 6 * - ^ 2 ) 3/2 
2x + 3 

{Ax 2 + \2x + 13) : 


24. 


a : 2 + a: + 


(* 2 + l ) 2 


(l - x 2 Y 


{x 2 + X + l ) 2 


(x 2 - 4) 2 

X 2 + 1 J 

z -:- dx 

x 3 + X 2 + X 

2x 2 + 3 

x 4 - 2x 2 + 1 dX 
x 2 + 4 

U 2 + l) 2 (x 2 + 2) ' 


28. (x - x 2 f n dx 


x 2 + 2 


Ot 2 + l ) 2 


3x + 1 

(x 2 + 2x + 5) : 


rfx 34. 


‘ x 3 - 2x 
x 2 + 2x + 2 


35. Demuestre que la sustitucion u = a tan 6 implica 


(a 2 + u 2 ) n 


cos 2 " 1 2 0 dd. 


36. Demuestre que la sustitucion u = a sen 9 implica 


(a 2 - u 2 ) n 


sec 2 " 2 0 <i0. 


37. Se va a construir una carretera que una los puntos (0, 0) 
y (3, 2) siguiendo la trayectoria de la circunferencia con 
ecuacion (4x + 4) 2 + (4 y - 19) 2 = 377. Determine la longitud 
de esta caiTetera. (Las unidades en los ejes de coordenadas se 
miden en millas.) 

38. Suponga que la carretera del problema 37 cuesta 
10/(1 +x) millones de dolares por milla. (a) Calcule su costo 
total, (b) Con el mismo costo por milla, calcule el costo total 
de una carretera recta de (0, 0) a (3,2). jDebe determinar que 
es mas cara que la carretera circular, mas larga\ 

En los problemas 39 a 41,/actorice el denominador, buscan- 
do primero mediante inspeccion una raiz r del denominador 
y utilizando despues la division entre x-r. Por ultimo , utilice 
el metodo de fracciones parciales para determinar la primi- 
tiva indicada. 

r 3* + 2 J , r i 

39. —-r-- dx 40. -r-- dx 

J x 3 + x 2 -2 J x 3 + 8 
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41 . 


x 4 + 2x 2 
—i-r - dx 


[Sugerencia: Si u y v son numeros positivos y uv = 1, 
entonces 


42. (a) Determine constantes ay b tales que 


x 4 + \ = (x 2 + ax + \){x 2 + bx + 1). 
(b) Demuestre que 


r * 2 +1 

U 4 +1 


dx 


IT 

2 V 2 ' 


arctan u + arctan v = —.] 
2 


43. Factorice x 4 + x 2 + l con la ayuda de las ideas sugeridas 
en el problema 42. Despues evalue 


2a 3 + 3a 
x 4 + x 2 + 1 


dx. 


9 g Para mostrar la existencia de la integral definida, nos hemos basado hasta el 

, ’ momento en el teorema de existencia enunciado en la seccion 5.4. Este es 

Integrates impropias e l teorema que garantiza la existencia de la integral definida J) /(a) dx si la fimcion 

/ es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b ]. Sin embargo, ciertas 
aplicaciones del calculo conducen de manera natural a la formulacion de integrales 
en las que 



Figura 9.8.1 El area sombreada 
no se puede medir con nuestras 
tecnicas anteriores 



1. El intervalo de integracion no es acotado; tiene alguna de las formas 

[a, + »o), (-°o a] o (-oo, +oo), o bien 

2. El integrando tiene una discontinuidad infinita en algtin punto c: 

lim f(x) = ±oo. 

x —► c 

Un ejemplo del caso 1 es la integral 



Una interpretacion geometrica de esta integral es el area de la region no acotada 
(sombreada en la figura 9.8.1) que esta entre la curva^ = \lx 2 y el eje * y a la 
derecha de la recta vertical a- = 1. Un ejemplo del caso 2 es la integral 



La integral se puede interpretar como el area de la region no acotada (sombreada 
en la figura 9.8.2) que esta bajo la curva_y = 1/V7de a = 0 a a = 1. 

Tales integrales son integrales impropias. La interpretacion natural de una 
integral impropia es la del area de una region no acotada. Tal vez le sorprenda que 
tal area realmente puede ser finita, y aqui mostraremos como determinar tales 
areas; es decir, como evaluar integrales impropias. 

Para ver por que las integrales impropias necesitan de un cuidado particular, 
consideremos la integral 



-.dx. 

x L 


Figura 9.8.2 Otra area que debe Esta integral es impropia, pues su integrando/(A) = 1/a 2 no es acotado cuando 
mediisc medianteuna integral a —> 0, por lo cual/no es continua en a = 0. Si aplicamos sin reflexion el teorema 
impropia fundamental del calculo, obtendriamos 
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y 



-1 I 1 x 

Figura 9.8.3 El area bajo 
y= l/* 2 , -1 £;cS 1 


y 



x = a x = t x 


Figura 9.8.4 El area sombreada 
A(t) existe si/es continua 



(-D - (+D 


-2. (;Incorrecto!) 


Es claro que la respuesta negativa es incorrecta, piles el area que se muestra en la 
figura 9.8.3 esta por arriba del ejexy por tanto no puede ser negativa. Este sencillo 
ejemplo enfatiza el hecho de que no podemos ignorar las hipotesis del teorema 
fundamental del calculo: funcion continua e intervalo cerrado y acotado. 


LIMITES INFINITOS DE INTEGRACI6N 


Supongamos que la funcion/es continua y no negativa en el intervalo no acotado 
[a, +oo). Entonces, para cada t > a fijo, el area A(t) de la region bajo y =/ (x) 
de ;t = a a x = t (sombreada en la figura 9.8.4) esta dada por la integral definida 
(ordinaria) 


A(t) = 



dx. 


Supongamos ahora que hacemos / —» + ° o y que determinamos que existe el 
limite de A(t). Entonces podriamos considerar este limite como el area de la region 
no acotada que esta bajo y=f(x) y sobre [a, + ©o). Por tanto, para / continua en [ a , 
+°o) defmimos 


f(x) dx = lim 

J a 



( 1 ) 


si este limite existe (como un numero finito). Si este limite existe, decimos que la 
integral impropia del lado izquierdo converge; si el limite no existe, decimos que 
la integral impropia diverge. Si f(x) es no negativa en [a y E©o), entonces el limite 
en la ecuacion (1) existe o es infinito; en este ultimo caso escribimos 



4-oo 


y decimos que la integral impropia diverge a infinito. 

Si la funcion / tiene valores positivos y negativos en [a, +oo), entonces la 
integral impropia puede ser divergente por oscilacion\ es decir, sin que sea 
divergente a infinito. Esto ocurre con / 0 °°sen* dx y pues es facil verificar que 
/osen ;t dx se anula si t es un multiplo par de ;rpero es 2 si / es un multiplo 
impar de k. Asi, /<$ sen dx oscila entre 0 y 2 cuando de modo que el 

limite de la ecuacion (1) no existe. 

Consideraremos el caso de un limite inferior infinito de manera analoga: 
defmimos 


f(x) dx 


= r 

1-+-00 J 

J t 


fix) dx 


si el limite existe. Si la funcion/es continua en toda la recta real, defmimos 


fix) dx 


= J fix) dx + j fix) dx 


( 2 ) 


(3) 
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para cualquier eleccion conveniente de c, si las dos integrates impropias del lado 
derecho convergen. Observe que / (x) dx no necesariamente es igual a 



(vease problema 28). 

No hay diferencia alguna al elegir el valor de c, en la ecuacion (3), pues si 
c <d y entonces 


rc r°° rc rd roo 

fix) dx + f{x) dx = f(x) dx + I fix) dx + I fix) dx 

J -oo J c ** — 00 J c J d 

rd roo 

= fix) dx + I fix) dx, 

J -OO J si 


bajo la hipotesis de que todos los limites implicados existen. 

EJEMPLO 1 Analice las integrales impropias (a) 
ro 

(b) 


ro 

—00 


r* 


dx y 


1 


vr^ 


dx. 



Solution 

(a) 


r i r 

— dx — lim 
Jj * Jj 


dx = lim 


= lim I - - + 1 I = 1. 

t -> oo \ [ 


(0, i) Asi, esta integral impropia converge, y es el area de la region sombreada en la 
figura 9.8.1. 


(b) 


''O 

J -« 


1 


Figura 9.8.5 La regibn no 
acotada representada por la 
integral impropia del ejemplo 
1(b) 


,- dx ~ lim . -- 

Vl - X '—J, X 


1 


dx = lim 

/ —*■ — oc 


-2vr^ 


no 


= lim (2V1 - t - 2) = +oo. 

t —*■ —oo 

Asi, la segunda integral impropia del ejemplo diverge a +°o (figura 9.8.5). 


roo 

ia 

J-oo 



EJEMPLO 2 Analice la integral impropia 
Solution La eleccion c = 0 en la ecuacion (3) da 

f TT7 ix = [ rh dx + [ 


1 


1 + 


dx. 


1 + x- 


dx 


= lim 

S —*■ —oo 


* J rt 

--; dx + lim 

J\+x 2 J n 


1 + 


dx 


= lim 

tan 1 ;t 

0 

+ lim 

tan 1 ;t 

s —> -CO 

- 

/ —»• oo 

S 

- 


= lim (-tan 's) + lim (tan l f) = ^ = tt. 

t -> oo 2 2 

Figura 9.8.6 El tirea medida por La region sombreada en la figura 9.8.6 es ima interpretacion geometrica de la 
la integral del ejemplo 2 integral del ejemplo 2. 
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Figura 9.8.7 Una integral 
impropia del segundo tipo: 
f(x) —» o° cuando x —> b~ 


INTEGRANDOS INFINITOS 


Supongamos que la funcion/es continua y no negativa en [a, 6], pero que 
fix) —> + oo cuando x —» b~. La grafica de tal funcion aparece en la figura 9.8.7. 
El area A(t ) de la region, que esta bajo y =f(x) de x = a a * = t < b, es el valor de 
la integral definida (ordinaria) 


Ait) = 



dx. 


Si el limite de A(t) existe cuando t —»b , entonces este limite se puede considerar 
como el area de la region (no acotada) bajoy = fix) dex = aax = b. Para/continua 
en [a,b), defmimos entonces 


J a fix)dx = lim J a f(x)dx, 


t -> b 



si este limite existe (como un niuuero finito), en cuyo caso decimos que la integral 
impropia de la izquierda converge; si el limite no existe, decimos que diverge. Si 


f fix) dx = ( lim_ f f(x) dx = 

a a 

entonces decimos que la integral impropia diverge a infinito 

Si/es continua en (< a,b ] pero el limite de/ (x) cuando x ^ a + e s infinito, 
entonces definimos 


[ fix) dx = lim f fix) dx, 

t ~" a •* t 


(5) 


si el limite existe. Si/es continua en cada punto de [a, b] excepto el punto c en 
(a, b) y uno o ambos limites laterales de/en c son infinitos, entonces defmimos 


rb rc rb 

J fix) dx - J fix) dx + J f(x) dx 


( 6 ) 


si convergen las dos integrales impropias del lado derecho. 
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EJEMPLO 3 Analice las integrales impropias 

(a) lV * ,b> 1(7^2?^ 



1 2 


Figura 9.8.8 La region no 
acotada representada por la 
integral impropia del ejemplo 
3(b) 


Solution 

(a) El integrando 1/V7tiende a infinito cuando x 0 + , de modo que 


f — 7 = dx = lim f - 7 = dx 

J 0 Vx <-o + J f 


= lim 

/ 0 + 


2Vx 


= lim 2(1 - Vi) = 2. 

1 — o + 


Asi, el area de la region no acotada que se muestra en la figura 9.8.2 es 2. 

(b) En este caso, el integrando tiende a infinito cuando * tiende al extremo derecho, 
de modo que 


f 1 r 1 

7 - 0^2 dx = hm 7 - ^5 dx 

J, U “ 2) '- 2 - J 1 (* - 2) 2 

= lim 

/ -» 2 - 




= + 00 . 


Por tanto, esta integral impropia diverge a infinito (figura 9.8.8). Esto implica que 
la integral impropia 




1 


(x ~ 2) 


dx + 


I 


1 


(x - 2) 


dx 


tambien diverge, pues ninguna de las integrales impropias del lado derecho 
converge. (Usted puede verificar que la segunda integral tambien diverge a + 00 .) 


EJEMPLO 4 


Analice la integral impropia 


r 

J n 


(2x — 1) 2/3 


dx. 



Figura 9.8.9 La region del 
ejemplo 4 


Solucidn Esta integral impropia corresponde a la region sombreada en la figura 
9.8.9. El integrando tiene una discontinuidad infinita en el punto c = j dentro del 
intervalo de integracion, por lo que escribimos 

l & - D 2/3 ^ = l & - 1) 2/3 dX + f l/2 (2x - 1 )V 3 dx 


y analizamos por separado las dos integrales impropias de la derecha. Vemos 
entonces que 



1 

(2x - 1) 2/3 


dx 


lim 

<-(1/2)- 


f 

Jf) 


1 

(2x - l) 2/3 


dx 


lim 

<-( 1 / 2 )- 



1)1/ 3 


l< 

0 


lim 

<- 0 / 2 )- 



1) 1/3 - (- 1) 1 ' 3 


3 

2 ’ 


y 
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y 



.V = t -V 


Figura 9.8.10 Toda la region 
hajo la grafica se gira en tomo del 
eje y; esto produce un solido no 
acotado (ejemplo 5) 


r ■ 

],„ (2x ~ If" 


dx 


lim 

(l/2) + 


lim 

t - (1/2)+ 


r_L_ rfJC 
f ( 2 * - 1) 2/3 

| (2*- D 1/3 ] 2 


lim ^[3 1/3 - (2/ - 1) 1/3 ] = 
(-*o/2) + 2 J 2 


Por tanto, 


1 


( 2 * - 1) 2/3 


dx = \{ 1 +^3). 


Con frecuencia, las funciones especiales en matematicas avanzadas se definen 
mediante integrales impropias. Un ejemplo importante es la funci 6 n gama r(/) 
que introdujo el prolifico matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) para 
“interpolar” la funcion factorial n\ La funcion gama esta definida para todo numero 
real t > 0 como sigue: 

/•go 

F{t) = I x l ~ l e~ x dx. (7) 

•'o 

Esta definicion produce una funcion continua de t tal que 

T (n + 1 ) = n\ ( 8 ) 

si n es un entero no negativo (veanse los problemas 29 y 30). 

EJEMPLO 5 Determine el volumen V del solido no acotado que se obtiene al 
girar en torno del eje y la region bajo la curva y = exp(-* 2 ), jc ^ 0 . 


Solution La region en cuestion aparece en la figura 9.8.10. Sea V t el volumen 
generado al girar la parte sombreada de esta region entre* = 0 y * = / >0. Entonces, 
con el metodo de las capas cilindricas se obtiene 

V t = 27r;t exp(-* 2 ) dx. 

Obtenemos el volumen completo Khaciendo / —» +oo; 


V = lim V t 


J n 


277* exp(-;t 2 ) dx = lim 


77 exp(-;t 2 ) 


= .77. 


*VELOCIDAD DE ESCAPE 


En la seccion 6.6 vimos comocalcular el trabajo W r necesario para levantar un 
cuerpo de masa m desde la superficie de un planeta de masa M y radio R a una 
distancia r > R del centro del planeta. De acuerdo con la ecuacion (7) en esa 
seccion, la respuesta es 


W r = 


r GMm 


dx. 


Asi, el trabajo necesario para mover la masa m “infmitamente lejos” del planeta es 


W = lim W r 

r —* o° 


f GMm , 

GMm 

, dx = lim 


J, * 

X 


GMm 

R 
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Supongamos que la masa se lanza eon velocidad inicial udirectamente hacia 
arriba de la superficie del planeta, como en la novela de Julio Veme De la Tierra 
a la Luna (1865), en la que una nave espacial fue disparada mediante un enorme 
canon. Entonces, se dispone de la energia cinetica inicial \mv l para proporcionar 
este trabajo, al convertirse en energia potencial. Por la ecuacion 

1 9 GMm 

i mv = nr> 

tenemos que 

flGM 

V V R 

La sustitucion de los valores numericos adecuados para las constantes G, My R 
produce el valor v~ 11,175 metros/segundo -25,000 millas/hora para la velocidad 
de escape de la Tierra. 




*VALOR PRESENTE DE UNA ANUALIDAD PERPETUA 


Consideremos una anualidad perpetua, con la que usted y sus herederos (y los 
herederos de estos, ad infinitum) recibiran A dolares anualmente. La pregunta es: 
^Cual es el valor de mercado justo para tal anualidad? ^Cuanto debe pagarse por 
adquirirla? 

Si la tasa de interes anual r se compone de manera continua, entonces un dolar 
depositado en una cuenta de ahorros aumentaria a ^'dolares en t anos. Por tanto, 
e^ dolares depositados ahora producirian 1 dolar despues de t anos. En consecuen- 
cia, el valor presente de la cantidad que usted (y sus herederos) recibiran entre el 
tiempo / = 0 (el presente) y el tiempo t - T> 0 se define como 

P T = [ Ae~ r, dt. 

0 

Por tanto, el valor presente total de la anualidad perpetua es 


P = lim P T 

r—x 


f Ae~ rt dt = lim 

A f l 

J r-^x 

J 0 

r 


Asi, A = rP. Por ejemplo, con una tasa de interes anual de 8 % (r = 0.08), usted 
podria adquirir porP = ($50,000)/(0.08) = $625,000 una perpetuidad que le pague 
a usted y sus herederos una suma anual de $50,000. 


9.8 Problemas 


Determine si las integrates inipropias de los problemas 1 a 
24 convergen o diver gen. Evalue las que convergen. 


1 . 




7. 

9. 


1 


5 (X ~ D V2 

■9 


dx 


1 


0 (9 - xY* 


dx 


8 . 

10 . 


f 


V4~r 


: dx 


1 


(X - 3) 2 


dx 


3. —-dx 

Jo x Xfi: 


5. -- dx 

h x + 1 


4 - ~m dx 


11 . 


6 . 


1 


3 VjC + 1 


dx 


1 


(x + D : 


dx 


1 


13. | -r ~dx 

-i ^Tx 


n - 1 

,4 ' L lx + 41" 


V4 — ~x 

1 


dx 

dx 
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15. 



17. 

19. 

21 . 


t V + 4 

1 

e j 
—— dx 

o VI 


dx 


I 

r 


l 


x In x 


dx 


16. 


-oo (X 2 + 4) 3/2 


dx 


18. 

20 . 


e u+1) dx 



22. sen 2 ;td[x 


23. 



24. 


e *sen;t 


31. Utilioe la sustitucion x = e~ 1i y el hecho de que T (n + 1) 
= n\ para demostrar que si m y n son enteros positivos fijos 
pero arbitrarios, entonces 


x m (\n x) n dx 


n\ (-1 y 
(m + 1)" +1 


32. Considere una anualidad perpetua con la que usted y sus 
herederos recibiran un pago a razon de 10 +1 miles de dolares 
por ano t anos despues. Asi, usted recibira $20,000 despues 
de 10 anos, sus herederos recibiran $110,000 dentro de 100 
anos, etcetera. Suponga que la tasa de interes anual es cons- 
tante e igual a 10%; muestre que el valor presente de esta 
perpetuidad es 


Losproblemas 25 a 27 se refieren al cuerno de Gabriel, la 
superficie obtenida al girar la curva y = 1 lx, x ^ 1, en (orno 
del ejex (figura 9.8.11). 



Figura 9.8.11 Cuerno de Gabriel (problemas 25 a 27) 


25. Muestre que el area bajo la curva y= \fx, x^\ esinfinita. 

26. Muestre que el volumen de revolucion encerrado por el 
cuemo de Gabriel es finito, y calciilelo. 

27. Muestre que el area de la superficie del cuemo de Gabriel 
es infmita. [Sugerencia: sea A, el area de la superficie de 
x = 1 a x = t> 1. Demuestre que A t > In In t.] En todo caso, 
la implicacion es que podriamos llenar el cuemo de Gabriel 
con una cantidad finita de pintura (problema 26), pero ninguna 
cantidad finita alcanza para pintar la superficie. 

28. Muestre que 



1 + x 
1 + x 2 


dx 


diverge, pero que 


lim 

/-»0O 


1 + X 
1 + X 2 


dx = IT . 


29. Sea x un numero positivo fijo. Comience con la integral 
de la ecuacion (7), aquella donde se define la funcion gama e 
integre por partes para demostrar que T(x + 1) = xV(x). 

30. (a) Demuestre que T(l) = 1. (b) Utilice losresultados de 
la parte (a) del problema 29 para demostrar mediante induc- 
cion matematica que T (n + 1) = n\ si n es un entero positivo. 


P - (10 + t)e~ t/]0 dL 

Jo 

y evalue entonces esta integral impropia. 

33. Una varilla uniforme “semi-infinita” ocupa el eje x no 
negativo (jc ^ 0) y tiene una densidad lineal p ; es decir, un 
segmento de longitud dx tiene densidad pdx. Muestre que la 
fuerza de atraccion gravitacional que la varilla ejerce sobre 
una masa puntual m en (- a , 0) es 

F= r^2!L. dx ,°S, 

Jo (a + x ) 2 a 


34. Una varilla de densidad lineal p ocupa todo el ej ty. Una 
masa m puntual se localiza en ( a , 0) sobre el eje x, como se 
indica en la figura 9.3.12. Muestre que la atraccion gravita¬ 
cional (horizontal) total que ejerce la varilla sobre m es 


-l 


Gmp cos 0 


dy 


donde r 2 = a 2 + y 1 y cos 6 = a/r. 


2 Gmp 
a 



Figura 9.8.12 Atraccion gravitacional ejercida sobre una 
masa puntual por una varilla infinita (problema 34) 


35. Dado que 


1 dx = iV7T. 


deduzca que r0 = 
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36. Recuerde que T(x + 1) = x T (x) si x > 0. Suponga que n 
es un entero positivo. Utilice el problema 35 para establecer 
que 



1-3-5 - ■ (2/1 - 1) ^- 


37. (a) Suponga que k > 1. Utilice la integracion por partes 
para mostrar que 




exp(-x 2 ) dx. 


9.8 Proyecto 


(b) Suponga que n es un entero positivo. Demuestre que 



38. Suponga que gana la loteria en Florida y decide utilizar 
parte de sus ganancias para adquirir una anualidad perpetua 
que le pagara a usted y sus herederos $10,000 al ano (por 
siempre). Suponiendo que la tasa de interes anual es de 6%, 
£ cual ser& un precio justo que deberd cobrar una compafiia de 
seguros por tal anualidad? 


b 

J 

[ e~ x2 dx 
^0 

1 

0.74682413 

2 

0.88208 139 

3 

0.88620.735 

4 

0.88622 691 

5 

0.88622 693 

10 

0.88622 693 

100 

0.88622 693 


Kigura 9.8.13 Verificacion del 
valor numerico en la ecuacion 
( 10 ) 


La integral impropia es importante en aplicaciones que van de la 

probabilidad y la estadistica (sondeos politicos, por ejemplo) hasta el flujo del 
trafico y la teoria del calor. Puesto que la funcion f(x) = e~ x no tiene una pri- 
mitiva elemental dada en terminos de una combinacion lineal de funciones 
familiares, no es posible evaluar de manera sencilla y directa el limite 

rb 


f 

J n 


dx = lim 


c b 

Jn 


dx 


(9) 


mediante el teorema fundamental del calculo. Pero el hecho de que e~ x ^ e~ x para 
x ^ 1 implica que la integral impropia en la ecuacion (9) converge (y no diverge a 
infinito) (^Podria explicar por que?) 

En la seccion 15.4 veremos que el valor exacto de la integral en la ecuacion 
(9) esta dado por p 

e-* 1 dx = — ~ 0.88622693. (10) 

‘'O 


Para verificai- numericamente este valor, utilizamos la tecla 1 integrate ] e n 
una calculadora HP-48SX para calcular los valores de la integral $*e~ x2 dx con 
valorcs cada vez mayores para el limite superior b. Los resultados aparecen en la 
llgura 9.8.13. 

Como una alternativa a la tecla [ integrate ) en una calculadora cien- 
tifica, podria utilizar los mctodosdeintegracidn numerica descritos en el proyecto 
de la seccion 5.4. Si utiliza un metodo como la aproximacion de Simpson, es una 
buena idea el aumentar la precision duplicando, por decir algo, el numero de 
subintervalos con cada incremento en el valor b del limite superior. 

Utilice alguna de las tecnicas ya indicadas para verificar numericamente los 
valores dados en los problemas 1 a 5. 


1 . x 5 e r dx — 120 


■•f 

‘•f 

5 -f 

*■{ 

Jo 

<■[ 


^ , senx , 7 t 
2,1 — **2 

1 dx- * 


x 2 + 2 


2V2 


4. | e ■ t ‘cos 2x dx — -r~ 
2e 

1 - e~ iK , In 10 
- dx = —-— 
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Capitulo 9 Resumen 


A1 enfrentar el problema de evaluar una integral particular, primero debe decidir 
cual de los diversos metodos de este capitulo debe utilizar. Solo existen dos 
metodos generales de integracion: 

□ Integracion por sustitucion (seccion 9.2) e 

□ Integracion por partes (seccion 9.4). 

Estos son los analogos para la integracion de la regia de la cadena y la regia del 
producto de la derivacion, respectivamente. 

Observe primero la integral para ver si puede realizar una sustitucion que la 
transforme en una integral elemental o conocida o una que tal vez se encuentre en 
una tabla de integrales. En el caso de una integral J f{x ) q{x) dx, cuyo integrando 
sea un producto poco familiar de dos funciones, una de las cuales se pueda derivar 
con facilidad y la otra integrar con facilidad, entonces es adecuado intentar una 
integracion por partes. 

Mas alia de estos dos metodos generales, el capitulo se refiere a varios 
metodos especiales. En el caso de una integral que obviamente sea trigonometrica, 
I trig(jc) dx , los sencillos metodos de separacion de la seccion 9.3 pueden tener 
exito. Recuerde que dispone de las formulas de reduccion [como la ecuacion (5) 
y los problemas 45 y 46 de la seccion 9.4] para integrar una potencia entera de una 
sola funcion trigonometrica. 

Cualquier integral de una funcion racional (es decir, una integral de la forma 
I {p{x)!q{x)) dx , donde el integrando es un cociente de polinomios) se puede evaluar 
mediante el metodo de fracciones parciales (seccion 9.5). Si el grado del numera- 
dor no es menor que el del denominador (es decir, si la funcion racional no es 
propia), utilice primero la division para expresarlo como la suma de un polinomio 
(que se puede integrar facilmente) y una fraccion racional adecuada. Despues, 
descomponga esta ultima en fracciones parciales. Las fracciones parciales co- 
rrespondientes a factores lineales se integran facilmente, mientras que las corres- 
pondientes a factores cuadraticos irreducibles se pueden integrar al completar el 
cuadrado y hacer una sustitucion trigonometrica en caso necesario. Como expli- 
camos en la seccion 9.7, las integrales trigonometricas resultantes siempre se 
pueden evaluar. _ 

En el caso de una integral con la expresion V ax 2 + bx + c, complete primero 
el cuadrado (seccion 9.7) y despues racionalice la integral haciendo una sustitucion 
trigonometrica adecuada (seccion 9.6). Esto le dara una integral trigonometrica. 

En los problemas diversos siguientes presentamos algunas sustituciones 
especiales adicionales. De ellas destaca la sustitucion 

6 

u = tan —, 

que transforms la integral I R(sen 0 y cos 0) dO de una funcion racional de sen 0 y 
cos 0en una integral de una funcion racional de u. La ultima integral se puede 
evaluar entonces mediante el metodo de fracciones parciales. 

Un ultimo comentario: los sistemas de algebra computacional se utilizan cada 
vez mas para evaluar integrales como las estudiadas en este capitulo. Sin embargo, 
el hecho de disponer de dichos sistemas no es una panacea. Por ejemplo, es 
probable que tales sistemas de computo tengan problemas con la integral 
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Pero tambien es probable que listed observe que la sustitucion 
u = * In *, du = (1 + In x) dx 

transforma esta integral en la integral J Vl + u 2 du y que se puede resolver como 
una integral trigonometrica (y se encuentra en cualquier tabla de integrales). Asi, 
el factor humano sigue siendo (afortunadamente) esencial. ' 


Capitulo 9 Problemas diversos 


Evalue las integrales de los problemas 1 a 100. 

I. | _!_ d x [Sugerencia: sea * = u 2 .] 

’ J VI (1 + x) 


| CSC* cot* , 

4. --— dx 

J 1 + esc 2 * 


6. esc 4 * dx 


2 . f SeC ^ dt 3. f sen x 

J 1 + tan t J 

f cscjc cotr , m f tan 6 

4. --— dx 5. -— 

J 1 + esc 2 * J cos 2 1 

5. J esc 4 * dx 7. J * tan 

$. J * 2 cos 2 xdx 9. J x 5 \ ^ 

,f 1L [—i 

J \-7T4 J V25 

2. J (cos a)V 4 - sen 2 * dx 13. J — 2 — 

t. [ Va 2 + * + 1 <£c 15. I 

8. I -— d* sea * = u 2 .] 

J 1 + * 


sen * sec * dx 
tan 0 _ 


J COS 2 0 
7. J * tan 2 * d* 

9. J * 5 V2 - * 3 d* 

11 . f dx 

J V25 + * 2 

f 1 


12. J (cos *)V4 - sen 2 * dx 13. I ^ + ^ 


8. * 2 cos 2 *d* 


V* 2 + 4 


14. J V* 2 + * + 1 d* 


r —5£_+_3l- 

J 3a: 2 - Ax + 11 

17. f Va 4 + a 7 <£t 


31. —t -rr; <£* 

J (a 2 + 2x + 2) 2 


a 1/2 + x '< 4 


dx [Sugerencia: sea a = w 12 .] 


33. -- —d$ 34 

J 1 + cos 20 


35. sec 3 a tan 3 a d* 36. a 2 tan ' x dx 


37. A(ln xf dx 38. — . dx 

J J xVTTT 2 

39. I e*Vl + e 2jI 4 a 40. . * dx 

J J V4a - x 2 

41. I - , ' dx 42. J ——■——dx 

J x } \ / ?^ r 9 J ( 7 * + O ' 7 

f 4x 2 + x + l J j, f 4x 3 - x + l 

43. ——;- dx 44. -r —-:—dx 


J 4a 3 + x 

45. J tan 2 a sec x dx 46, 
f X 4 + 2a + 2 , 


f sec x , 

. - dx 

J tan x 

. J x 2 tan -1 x c 

. f_!_ 

J xVTTT 

'■ / V4a - A 2 

f_f_ 

J (7a + l ) 17 
r 4 a 3 - a + 

■ J A 3 + 1 


A 3 + 1 

A 2 + 2a + 2 

—;- dx 

(a + l) 3 

8a 2 - 4a + 7 


41- -r - ;— :— dx 48. . , , .... —— rr dx 

J x s + a 4 J (a 2 + 1 )(4a + 1) 

f 3a 5 - a 4 + 2a 3 - 12a 2 - 2a + 1 
«• -- ix 


f cos * 


f cos 2* , 

f 

V 

f 

. ,- ^dx 

20. 

- dx 

50. 

_ dx 

51. 


J V4 - sen a 
f tan a 

”• J 


23. J ln(l + *) dx 
25. J Va 2 + 9 4a 
27. f V2a - a 2 rfA 


J VI - a 4 
24. f x sec -1 a dx 


J * 4 + 4* 2 + 8 J 

f (J + x 2/3\3/2 

52. -—-d* sea* = 


53. 

j vn 


* 2 

dr 

i 

f i 

V4 - a 2 

4a - 2 J 

54. j 

I 

* 3/2 (l + 
r 

. dx 

* J - * 

55. 

I tan 3 z dz 

sec * tan * 


f Ae" 2 

sec * + sec 2 * 

57. 

j 

' 1 + 


■ d* [.Swgewic/fl; sea * = w 6 .] 


56. sen 2 w cos 4 d<o 
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x 3 e ^ dx 


jc 2 V 1 - x 2 dx 


4jc 2 + 4jc + 1 
2x 2 - 5x - 1 
x 3 - 2x 2 - x + 2 ' 


sen 2 x - 3 sen jc + 2 

2jc 3 + 3jc 2 + 4 

-;- 772 — dx 

(x + l) 4 


tan 2 jc + 2 tan x + 2 
x 3 + x 2 + 2* + 1 , 

- 2 --:— flJC 

x 4 + 2 jc 2 + 1 


sen jc cos 3jc ^jc 73. 


ln(jc 2 + 2x) dx 75. 


jc 2 ' 3 (1 + jc 2/3 ) 


1 + cos t dt 


1 - tan 2 ; 


e*sen _l (e*) dx 


/jc 2 - 25 


jcV6jc - x 2 


jc 3/2 1n xdx 


(sec jc)Vsen x 


o P/2 , 

dc 


lVx <ix 


Vjc 2 - 9 dx 


jcV2jc - x 2 dx 


1 + sen* 


1 + sen; dt 


\n(x 2 + * + 1) dx 


(x 2 + 1 ) 2 

3x + 2 
(jc 2 + 4) 3/2 d 

Vl + sen 2 jc 


sec x esc x 


jce*sen x dx 


(x ~ 0 3 


" r 

1n(l + Vi) dx 95. 

J J 


97, J --_ dx [Sugerencia: sea u ~ x - 1.] 

98. f jc 3/2 tan“'Vjc dx 99. f arcsecVjcclc 


m J x \TT7* 

101. Determine el area de la superficie generada al girar la 
curva y = cosh jc, 0 ^ x ^ 1 en torno del ej e x. 

102. Determine la longitud de la curva y = er x , 0 ^jc £ 1. 

103. (a) Determine el area A t de la superficie generada al girar 
la curva y - e~ x , 0 ^ jc ^ en torno del eje x. (b) Determine 
lim 

104. (a) Determine el area/4,de la superficie generada al girar 
la curva y = 1/jc, 1 ^ jc ^ t en torno del eje x. (b) Determine 
lim A,. 

105. Dete rmine e l area de la superficie generada al girar la 
curvay = ylx 2 - 1, 1 ^x^2 en torno del ejejc. 

106. (a) Deduzca la formula de reduccion 


x m (In jc)" dx 


-x m+l (\n x) n 


jc ffl (ln x) n 1 dx. 


(b) Eva!ue jc 3 (ln jc) 3 dx. 


107. Deduzca la formula de reduccion 


sen m x cos"x dx = --sen" 1 'jccos" +1 jc 

m + n 


2jc + 3 
+ 6x - 9x 2 


+ - sen'" 2 jc cos"jc dx. 

m + n J 

108. Utilice las formulas de reduccion del problema 107 y 
del problema 46 de la seccion 9.4 para evaluar 


sen 6 jc cos 5 jc dx. 


109. Determine el area acotada por la curva y 2 =x s (2~x) y 
0^x^2. [Sugerencia: sustituya.c = 2 sen 2 #; utilice entonces 
el rcsultado del problema 50 dc la seccion 9.4.] 

110. Mucstre que 


°< \'-T—T-<“ 
Jo 1 + I 2 


r r 4 ( 1 - I) 4 22 

. ~TTF " 7 " 
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111. Evalue f 4 (l - t) 4 dr, aplique despues los resul- 

J o 

tados del problema 110 para concluir que 

22 __ 1 ^ __ 22_L_ 

T 610 ^ 77 7 1260 ' 


Asi, 3.1412 < n< 3.1421. 

112. Determine la longitud de la curva .y = y jc 5/4 , 0 £jc S 1 . 

113. Determine la longitud de la curva y = f x V4 , 1 

114. Un tanque de agua, inicialmente vaclo, tiene la forma 
de un cono con eje vertical. Su vertice esta en la parte inferior; 
el cono tiene una profundidad de 9 pies y tiene un radio 
superior de 4.5 pies. A partir del instante t = 0, se vierte agua 
al tanque a razon de 50 pies cubicos por minuto. Mientras 
tanto, el agua sale por un agujero en la parte inferior a razon 
de 10VT pies cubicos por minuto, donde_y es la profundidad 
del agua en el tanque. (Esto es consistente con la ley de 
Torricelli.) £Cuanto tiempo tarda en llenarse el tanque? 

US. (a) Evalue J , + J ~ g -, dx. 

(b) Explique por que su sustitucion en la parte (a) basta para 
integrar cualquier funcion racional de e x . 

116. (a)Laecuaci6nx 3 +x+ 1 = 0 tiene una raiz real r. Utilice 
el metodo de Newton para determinarla, con una precision 
minima de dos cifras decimales. (b) Utilice la division de 
polinomiospara determinar (de manera aproximada) el factor 
cuadratico irreducible dejc 3 +jc + 1. (c) Utilice la factorizacion 
obtenida en la parte (b) para evaluar (de manera aproximada) 

r , j—r*. 

Jo + * + 1 

117. Evalue J t + gX dx. 


118. La integral 
1 + 2jc 2 _ f jc + 2jc 3 

x 5 (i + ^ 2 ) 3 “ J (777p dx 

necesitaria que listed resolviese 11 ecuaciones con 11 incog¬ 
nitas si utilizara el metodo de fracciones parciales para eva- 
luarla. Utilice la sustitucion u = x 4 + x 2 para evaluarla de 
manera mas sencilla. 

119. Evalue f Vtan 6 dd. [Sugerencia: sustituya primero 


u — tan 0. Despues sustituya u = x 2 . Por ultimo, utilice el 
metodo de fracciones parciales; vease el problema 42 de la 
seccion 9.7.] 

120. Demuestre que si p(x) es un polinomio, entonces la 
sustitucion u n = (ax + b)/(cx + d) transforma la integral 



en la integral de una funcion racional de u. (La sustitucion 
indicada es una sustitucion de rationalization, su nombre 
proviene del hecho de que convierte el integrando en una 
funcion racional dew.) 

En los problemas 121 a 129, utilice la sustitucion de ratio¬ 
nalization indicada en el problema 120. 


/ 


x } VJx - 2 dx 

122 J 

JC 3 ^JC 2 + 1 dx 

(x 2 - 1) 4/3 

r 5 

■ 24. j 

|" jc 2 (jc - 1 ) 3/2 dx 

f 

_ dx 

+ l 

126. j 

| + 1 dx 

H 

H H 

+ 1 

■28. j 

f ' „ 

1 Vx + i 

vT + T 

dx 




121. 

123. 

125. 

127- 

129. 

J x 

130. Sustituya x = w 2 para determinar J Vl + Vx dx. 

131. Sustituya w 2 = 1 + e 2 * para determinar J V1 + e 2x dx. 

132. Determine el area A de la superficie obtenida al girar la 
curva y = \ x ? a , 3 ^ jc ^ 8, en tomo del eje jc. [Sugerencia: 
sustituya jc = w 2 en la integral del area de la superficie. Nota\ 
A = 732.39.] 

133. Determine el area acotada por un ciclo de la curva 


y 2 = x 2 ( 1 - jc), 


0 = x = 1. 


134. Determine el area acotada por un ciclo de la curva 

1 x' 


y 2 - x 2 


I + JC 


0 = x = 1. 


INTEGRALES TRIGONOMETRICAS MAS GENERALES 


Como ultimo recurso, cualquier integral trigonometrica se puede transformar en 
una integral 


R(send, cos 8) dd 


(1) 


de senos y cosenos. Si el integrando de la ecuacion (1) es un cociente de polinomios 
en las variables sen 6 y cos 6, entonces la sustitucion especial 


u — 



( 2 ) 


basta para su evaluacion. 
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Para efectuar la sustitucion indicada en la ecuacion (2), debemos expresar sen#, 
cos $ y dO en terminos de u y du. Observe primero que 

O A 

6 = 2 tan -1 w, de modo que dO = ^ ^ U 2 . (3) 


Vemos del triangulo de la figura 9.PD.1 que 


V i + 



6 


u 

6 

1 


W 


sen - = 

VI 

+ u 2 ' 

cos - = 

Vl + M 2 ' 




Por tanto, 











6 = 

0 e 

6 

2m 

(4) 

i 

Figura 9.PD.1 La sustitucion 


sen 

l sen — 
2 

cos 2 T 

+ M 2 ’ 

especial de racionalizacion 




6 = 

2 6 

2 e 

1 - M 2 

(5) 

e 

“ = tan 2 



cos 

cos 2 - 

-sen 2 - = 

1 + M 2 ' 


Estas sustituciones convertiran la integral de la ecuacion (1) en uua integral 
de una funcion racional de w, la cual se puede evaluar mediante los metodos de la 
seccion 9.5. 


EJEMPLO 1 


1 


5 + 3 cos 6 


d6 = 


En los problemas J35 a 142, utilice la sustitucion de racio- 
nalizacion dada en las ecuaciones ( 2) a (5). 


135. 

137. 

139. 

140. 

141. 


1 


de 

de 


l + cos e 
l 

1 + sen0 

1 

sen0 + cos e 
_ 1 _ 

2 + sen (f> + cos <f) 

sen e 


136. 

138, 


1 


5+4 cos e 

1 


’ J (1 “ 


cos e) : 


de 

de 


de 


d(j> 


2 + cos e 


de 


142. 


sen e - cos e 
sen e + cos e 


de 


143. (a) Sustituya u = tan(0/2) para mostrar que 


sec e de = In 


1 + tan - 
2 


1 - tan - 
2 


+ C. 


5 + 3- 
2 

8 + 2u 2 
u 


2 du 


\ -u 2 1 + w 2 

1 + M 2 


du = 


1 


4 + M 2 


du 


= - tan - + C = - tan 1 - tan - + C. 


(b) Utilice la identidad trigonometrica 


e 

tan - = 
2 


i - cos e 


l + cos e 
para deducir nuestra formula anterior 


/ 


sec e de = In | sec e + tan e I + C 


de la solucion de la parte (a). 

144. (a) Utilice el metodo del problema 143 para mostrar que 


esc e de = In 


e 

tan - 
2 


+ C. 


(b) Emplee identidades trigonometricas para obtener la for¬ 
mula 


esc e de = in I esc e - cot e I + c 


de la parte (a). 
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Apendices 


Apendice A 

Repaso de 
trigonometria 



Figura A.l Los lados y angulo 
de un triangulo rectangulo 


P (cos 0, sen 0) 



En trigonometria elemental, las seis funciones trigonometricas basicas de un 
angulo agudo 0, en un triangulo rectangulo se definen como razones entre pares 
de lados del triangulo. Como en la figura A. 1 donde “ady” represents “adyacente”, 
“op” “opuesto” e “hip” “hipotenusa” 


cos 0 = ■ 


sec 0 = 


sen 0 = 


esc 0 = 


tan 0 = 


cot 0 = - 


Generalizamos estas definiciones para angulos dirigidos de tamano arbitrario de 
la siguiente forma. Supongamos que el lado inicial del angulo 9 es el eje jc positivo, 
de modo que su vertice este en el origen. El angulo es dirigido si se especifica una 
direccion de rotacion de su lado inicial a su lado terminal. 9 es un angulo positivo 
si esta rotacion es en sentido contrario al de las manecillas del reloj y un angulo 
negativo si es en el sentido de las manecillas del reloj. 

Sea P(x>y) el punto donde el lado terminal de 0interseca al circulo unitario 
a 2 + y 2 = 1. Entonces definimos 


cos 9 = jr, 


sec 9=- 


sen 9 = y y 


esc 9= - 


tan 9 = - , 

jr ’ 


Suponemos que x ^ 0 en el caso de tan 9y sec 9y quey ^ 0 en el caso de cot 9y 
esc 9. Si el angulo 9e s positivo y agudo, entonces la figura A.2 muestra que las 
definiciones de las ecuaciones (2) coinciden con las definiciones del triangulo 
rectangulo de las ecuaciones (1) en terminos de las coordenadas de P. Un vistazo 
a la figura muestra tambien cuales de estas funciones son positivas para angulos 
en cada uno de los cuatro cuadrantes. La figura A.3 resume esta informacion. 

Trabajaremos ahora principalmente con las dos funciones trigonometricas 
mas importantes, el seno y el coseno. De las ecuaciones (2) vemos inmediatamente 
que las otras cuatro funciones trigonometricas se definen en terminos de sen 9 y 
cos 0por 


P (cos (-0), sen (-0)) 


Figura A.2 Uso del circulo 
unitario para definir las funciones 


tan 6 = 


cot d = 


trigonometricas 


senfl 
cos 0’ 

cos 6 
sen 0’ 


sec 0 = 


esc 0 = 


cos 0’ 


Apendice A 


A-l 



y 


Seno 

Cosecante 


Todas 


Tangente Coseno 
Colangente Secante 


x 


Positivas en 
indicados 


los cuadrantes 


Figura A.3 Los signos de las 
funciones trigonometricas 



Figura A.4 El efecto de 
reemplazar # por -#en las 
funciones seno y coseno 


Ahora, comparemos los angulos 9 y-9 de la figura A.4. Vemos que 

cos(-0) = cos 0 y sen(-0) = -sen0. (4) 

Como x = cos 9 y y = sen # en las ecuaciones (2), la ecuacion x 2 + y 2 = 1 del 
circulo unitario se traduce inmediatamente en la identidad fundamental de la 

trigonomctria, cos* 0 + sen 2 0=1. (5) 

A1 dividir cada termino de esta identidad fundamental entre cos 2 # obtenemos la 
identidad 

1 + tan 2 0 = sec 2 0. (5') 

De manera analoga, al dividir cada termino en la ecuacion (5) entre sen 2 # 
obtenemos la identidad 

1 + cot 2 0 = csc 2 0. (5") 

(Vease el problema 9 de este apendice.) 

En los problemas 15 y 16 mostramos la forma de obtener las formulas para la 
suma 

sen(a + j3) = sen a cos /3 + cos a sen j3, (6) 

cos(a + j3) = cos a cos j3 - sen a senjS. (7) 

Con a= 9 = f3zx\ las ecuaciones (6) y (7), obtenemos las formulas del angulo 
doble 

sen 26 = 2 sen 6 cos 6 , (8) 

cos 26 = cos 2 6 - sen 2 6 (9) 


= 2 cos 2 6 - 1 (9a) 

= 1 - 2 sen 2 6 , (9b) 


donde las ecuaciones (9a) y (9b) se obtienen de la ecuacion (9) mediante la 
identidad fundamental de la ecuacion (5). 

Si despejamos cos 2 # en la ecuacion (9a) y sen 2 # en la ecuacion (9b), 
obtenemos las formulas del angulo mitad 

cos 2 0 = ^(1 + cos 20), (10) 

sen 2 0 = i(l - cos 20). (11) 

Las ecuaciones (10) y (11) son especialmente importantes en el calculo integral. 


MEDIDA EN RADIANES 



Figura A.5 La medida de un 
angulo en radianes 


En las matematicas elementales, los angulos se miden con frecuencia en grados , 
donde 360° corresponden a una vuelta completa. En calculo es mas conveniente (y a 
menudo esencial) medir angulos en radianes. La medida en radianes de un angulo 
esla longitud del arco que subtiende en (es decir, el arco que forma en) el circu¬ 
lo unitario cuando el veilice del angulo esta en el centro del circulo (figura A.5). 

Recordemos que el area A y la circunferencia C de un circulo de radio r estan 
dadas por las formulas 

A = Kr 1 y C= 2/rr, 

donde el niimero irracional K es aproximadamente 3.14159. Como la circunferen¬ 
cia del circulo unitario es 2k y su angulo central es 360°, esto implica que 

277 rad = 360°; 180° = rrrad - 3.14159 rad. (12) 


A-2 


Apendices 



Radianes 

Grados 

0 

0 

77/6 

30 

77/4 

45 

77/3 

60 

77/2 

90 

277/3 

120 

377/4 

135 

577/6 

150 

77 

180 

377/2 

270 

277 

360 

477 

720 


Figura A.6 Algunas 
conversiones entre radianes y 
grad os 


Mediante la ecuacion (12), podemos realizar facilmente las conversiones entre 
radianes y grados, en ambos sentidos: 

180° 

1 rad =-- 57° 17'44.8", (12a) 

77 


1° = rad ~ 0.01745 rad. (12b) 

La figura A.6 muestra las conversiones entre radianes y grados para algunos 
angulos comunes. 

Ahora consideremos un angulo de 6 radianes en el centro de un circulo de 
radio r (figura A.7). Sean s la longitud del arco subtendido por 6 y A el area del 
sector del circulo acotado por este angulo. Entonces con las proporciones 

s A 6 


2irr 

777 2 277 


se obtienen las formulas 



s = rd 

(0 en radianes) 

(13) 

y A = \r 2 6 

(0 en radianes) 

(14) 



Figura A.7 El area de un sector 
y la longitud de arco de un circulo 


Las definiciones en las ecuaciones (2) se refieren a las funciones trigonome- 
tricas de angulos en vez de funciones trigonometricas de numeros. Supongamos 
que t es un numero real. Entonces el numero sen t es, por definition, el seno de un 
angulo de t radianes, recordando que un angulo positivo esta dirigido en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj a partir del eje jc positivo, mientras que un 
angulo negativo esta dirigido en el sentido de las manecillas del reloj. Brevemente, 
sen t es el seno de un angulo de t radianes. Las otras funciones trigonometricas 
del numero t tienen definiciones similares. Por tanto, cuando escribamos sen t, cos 
t, etcetera, con t un numero real, siempre sera en referencia a un angulo de t 
radianes. 

Cuando necesitemos hacer referencia al seno de un angulo d tt grados, en lo 
sucesivo escribiremos sen t °. El punto es que sen t y sen t 0 son funciones, un poco 
diferentes, de la variable t. Por ejemplo, obtendriamos 

sen 1° - 0.0175 y sen 30° = 0.5000 


en una calculadora en modo de grados. Pero en modo de radianes, una calculadora 
daria 


sen 1 = 0.8415 y sen 30 = -0.9880. 

Las relaciones entre las funciones sen t y sen f es 

sen, ° =sen (iS) ° 5) 

Esta distincion se extiende tambien a los lenguajes de programacion. En FOR¬ 
TRAN, la funcion SIN es la funcion seno en radianes, y deberemos escribir sen 
f en la forma SIND (T) . En BASIC se debe escribir SIN (PI*T/18 0) para 
obtener el valor correcto del seno de un angulo de t grados. 

Un angulo de 2 k radianes corresponde a una vuelta alrededor del circulo 
unitario. Esto implica que las funciones seno y coseno tienen periodo 2 k , lo que 
significa que 

sen(f + 27r) = sen t, 

cos (t + 27r) = cos t. 

Las ecuaciones (16) implican que 
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Figura A.8 Periodicidad de las 
funciones seno y coseno 



(b) 

Figura A.9 Las graficas de (a) 
la funcion tangente y (b) la 
funcion cotangente 



l ] 


Figura A.ll Triangulos 
rectangulos familiares 


A-4 



sen(f + 2rm) = sen t y cos(f + 2rm) = cos t (17) 

para cualquier entero n. Esta periodicidad de las funciones seno y coseno es 
evidente en sus graficas (figura A.8). De las ecuaciones (3), las otras cuatro 
funciones trigonometricas tambien deben ser periodicas, como muestran sus 
graficas en las figuras A.9 y A. 10. 




Figura A.10 Las graficas de (a) la funcion secante y (b) la funcion cosecante 
Vemos de las ecuaciones (2) que 


sen 0 = 0, 

77 

1, 

sen 77 = 0, 

sen - = 


z 


(18) 

cos 0=1, 

77 

0 , 

COS 77 = —1. 

c°s- = 


Las funciones trigonometricas de /r/6, k !4 y /r/3 (los equivalentes en radianes de 
30°, 45° y 60°, respectivamente) son faciles de leer a partir de los triangulos bien 
conocidos de la figura A. 11. Por ejemplo, 


77 77 1 VT 

sen — = cos — = - = , 

6 3 2 2 


77 77 1 

sen — = cos — = 

4 4 V2 

77 77 V3 

sen - = cos _ = _. 


V2 

2 


(19) 


Para determinar los valores de las funciones trigonometricas para angulos mayores 
que nil, podemos utilizar su periodicidad y las identidades 


sen(7r ± 6 ) = +sen 6 , 

cos(7r ± 6 ) = -cos 6 y (20) 

tan(7r ± 6 ) = ±tan 6 

Apendices 


(Problema 14) asi como identidades similares para las funciones cosecante, 
secante y cotangente. 

EJEMPLO 1 


Apendice A Problemas 


57T ( 7r\ 7 T 

sen — =sen^7r + -J = -sen- 


V2 
2 ’ 


2tt I 77 

cos — = cos 7 r- 



1 


2 ’ 


377 

tan — = tan 
4 




7T 

tan — = 
4 


-i; 


Itt 


sen- 


sen 




1 


r 


57r 

cos — = cos 



cos 




2 ’ 


sen 


177r 5 tt' 

—— = sen 27 t 4- — 



= sen 


77 




1_ 

2 ’ 


EJEMPLO 2 Determine las soluciones (si existen) de la ecuacion 

sen 2 x - 3 cos 2 x + 2 = 0 


en el intervalo [0, 7c]. 


Solution Utilizamos la identidad fundamental de la ecuacion ( 5 ) y sustituimos 
cos 2 * = l-sen 2 x en las ecuaciones dadas para obtener 

sen 2 x - 3(1 -sen 2 x) + 2 = 0; 

4sen 2 .* - 1 = 0 ; 

sen x = ± 5 . 

Como x ^ 0 para x en [0, 7C], sen x = - { es imposible. Pero sen x = j para x = 7 Z /6 
y para x = k- 7z!6 = 57Z/6. Estas son las soluciones de la ecuacion dada en [0, 7 c]. 


r 


Las respuestas a los problemas del apendice apa- 

RECENAL FINAL DE LAS RESPUESTAS PARA LOS PROBLEMAS 

conNumeracion Impar. 


Exprese en radiones los dngulos en los problemas 1 a 5. 

1. 40° 2. -270° 3. 315° 4. 210° 5. -150° 

En los problemas 6 a 10, exprese en grados los dngulos dados 
en radianes. 




8. 377 



10 . 


2377 

60 


En los problemas 11 a 14, evalue las seis funciones 
trigonometricas de x en los valores dados. 


ii 77 


ii 777 

ax ‘~6 


I'? ^ 

!2. * = T 


1 a 5ir 

14. * = y 


Apendice A 


A-5 


Determine todas las soluciones, x, de cada ecuacion en los 
problemas 15 a 23. 

15. senjc = 0 16. sen x = 1 17. sen* = -1 

18. cos jc = 0 19. cos x = 1 20. cos x = -1 

21. tan jc — 0 22. tan jc = 1 23. tan x = -1 

24. Suponga que tan x - ^ y que sen x < 0. Determine los 

valores de las otras cinco funciones trigonometricas de x. 

25. SupOnga que esc jc = - \ y que cos x > 0. Determine los 
valores de las otras cinco funciones trigonometricas de jc. 


Deduzca las identidades en los problemas 26 y 27 a parlir de 
la identidadfundamental 

cos 2 6 + sen 2 0=1 

y de las definiciones de las otras cuatro funciones trigonome¬ 
tricas. 

26. 1 + tan 2 d = sec 2 0 27. 1 + cot 2 0 = esc 2 0 

28. Deduzca de las formulas para el seno y el coseno de una 
suma la formula para la tangente de una suma: 


tan(jc + y) - 


tan jc + tan y 
1 - tan x tan y 


40. tan {tt ± 0) - ±tan 0 

41. Los puntos v4(cos 0, -sen 0), 0(1, 0), C(cos 0 sen 0) y 
D(cos(0 + 0), sen(0 + 0)) semuestran en la figura A. 12; todos 
son puntos en el circulo unitario. Deduzca del hecho de que 
los segmentos de recta AC y BD tienen la misma longitud (ya 
que subtienden el mismo angulo 0 + 0) que 

cos(0 + 0) = cos 0 cos 0- sen 0 sen 0. 



Figura A.12 Deduccion de la formula para el 
coseno de una suma (problema 41) 


En los problemas 29 a 36, utilice el metodo del ejemplo 1 para 
determinar los valores indicados. 


_ 5ir 
29. sen — 
o 


1 977" 


32. cos 


35. seny 


30. 

hr 

31. 

1177- 

cos — 

6 

sen—— 

6 

33. 

2ir 

34. 

477 

seny 

cosy 

36. 

1077" 



COS —— 




37. Aplique las formulas para las funciones seno, coseno y 
tangente de una suma (la ultima aparece en el problema 28) 
para mostrar que si 0 < 0 < 7d 2, entonces 


(a) cos^— - 6j ~ sen 0; 

(b) sen^ - 0 ) = cos 0; 

(c) cot^ ~ 0^ = tan 0. 


42. (a) Utilice los triangulos de la figura A. 13 para deducir 
que 

sen^0 + = cos 0 y cos^0 + f) = _sen0 - 

(b) Utilice los resultados del problema 41 y la parte (a) para 
deducir la formula para el seno de una suma. 



Figura A. 13 Deduccidn para el problema 42 


El prefijo co— es una abreviatura para el adjetivo complemen¬ 
tary , que describe a dos angulos cuya suma es jt/2. Por 
ejemplo, nJ6 y /z/3 son angulos complementarios, de modo 
que por el inciso (a) se tiene que cos 7d 6 = sen /e/3. 

Suponga que 0 < 0 < nil. Deduzca las identidades en los 
problemas 38 a 40. 

38. sen (tt ± 0) = +sen0 

39. cos (77 ± 0) = -cos 0 


En los problemas 43 a 48, determine todas las soluciones de 
las ecuaciones dados que esten en el intervalo [0, 7t\. 

43. 3sen 2 jc — cos 2 jc = 2 44. sen 2 jc = cos 2 * 

45. 2 cos 2 jc + 3sen 2 * = 3 

46. 2sen 2 jt + cos x = 2 

47. 8sen 2 jc cos 2 jc = 1 

48. cos 20-3 cos 0 = -2 
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Apendice B 

Demostraciones de las 
propiedades del limite 


Recordemos la definition de limite: 

lim F(*) = L 

J :—>a 

si dado e > 0 existe un numero 8> 0 tal que 


0 < \x — a\ <8 implicaque | F(x) — L \ < e. (1) 

Observe que el numero e se da primero y despues debe determinarse un valor 
8> 0 para establecer la implication en (1). Para demostrar queF(*) L cuando 
x —> a, usted debe poder detener a la primera persona que vea y pedirle que elija 
un numero positivo e al azar. Despues, usted siempre debe estar listo para 
responder con un numero positivo 8. Este numero 8 debe tener la propiedad de 
que la implication (1) sea valida para su numero 8 y el numero dado £. La unica 
restriction en* es que 


0 < \x - a\ <8, 

como en (1). 

Para hacer todo esto, por lo genera] necesitara dar un metodo explicito (una 
receta o formula) para producir un valor de 8 que funcione para cada valor de e. 
Como muestran los ejemplos 1 a 3, el metodo dependera de la funcion particular 
F en cuestion, asi como de los valores ay L. 


EJEMPLO 1 Demuestreque lim (2x - 1) = 5. 

.*—►3 


Solution Dado £ > 0, debemos determinar 8> 0 tal que 

| (2x — 1) — 5 | <6 si 0 < |x - 3 | < 8. 


Ahora, 


1(2* - 1) - 5 | = \ 2x - 61 = 2\x - 3 |, 

de modo que 

0 < | * - 3 | < — implica que I &x 1) 5| <2- — = e. 

Por tanto, dado £ > 0, es suficiente elegir 8 = £12. Esto ilustra la observation de 
que el numero pedido 8q s generalmente una funcion del numero dado £. 


EJEMPLO 2 Demuestre que lim (3* 2 + 5) = 17. 

*—►2 

Solution Dado £ > 0, debemos determinar 8> 0 tal que 

0 < |* - 21 <8 implicaque | (3* 2 + 5) - 17| < e. 

Ahora, 

|(3* 2 + 5) - 171 = |3* 2 — 121 = 3 ■ |* + 2| ■ |* - 2|. 

Por tanto, nuestro problema es mostrar que |jc + 2| • |jc - 2\ puede hacerse tan 
pequeno como queramos haciendo x-2 suficientementepequeno. La idea es que 
|* + 2| no puede ser demasiado grande si | * - 2 | es bastante pequeno. Por ejemplo, si 
[x-2| < 1, entonces 

| jc + 21 = | (* — 2) + 4 | k\x -2\ + 4 < 5. 

Por tanto, 

0 < | * - 21 <1 implica que | (3* 2 + 5) — 17 | < 15 ■ |jc — 2 
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En consecuencia, elegimos 5 como el minimo de los dos numeros 1 y e /15. 
Entonces 


0 < | x — 2 | <8 implica que | ( 3x 2 + 5) — 17 | < 15 ■ — = e, 


como se queria. 

EJEMPLO 3 Demuestre que 


r 1 1 
lim - = - 

-t —>0 X Cl 


SI 


i a ^ 0. 


Solution Para simplificar nuestra exposicion, consideraremos unicamente el 
caso a > 0 (el caso a < 0 es similar). 

Supongamos que € > 0 esta dado. Debemos determinar un numero 8 tal que 
0 < \x - a\ < S implica que 

Ahora, 


< e. 


1 1 


a — x 

U - a\ 

x a 


ax 

a\x\ 


La idea es que l/|x| no puede ser muy grande si \x - a\ es bastante pequeno. Por 
ejemplo, si \x-a\< all , entonces a!2<x< 3a/2. Por tanto, 


ii a . A 12 

\x\ > —, demodoque :—: < -. 
2 \x\ a 


En este caso, obtendriamos que 


\_ _ 1 

x a 


< —: ■ \x - a\ 


si \x-a\ < all. Asi, si elegimos 5como el minimo de los dos numeros a/2 y a 2 ell, 
entonces 


Por tanto, 


0 < lx - a I < S implica que 


liml-I 

x-^a x a 


I _ I 

x a 


a ± 0, 


2 a 2 e 

< -‘-r- = €. 

a 2 


como se queria. 


Estamos listos para dar las demostraciones de las propiedades del limite 
establecidas en la seccion 2.2. 


Propiedad de la constante 

Si f(x) = C, una constante, entonces 

lim f(x) = lim C = C. 
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Demostracion Como |C- C| = 0, simplemente elegimos 8 = 1, sin importar 
el valor de £ > 0 dado previamente. Entonces, si 0 < \x- a\ < 8, es automatico 
que \C-Q<e. □ 



Demostracion Sea £ > 0. Como L es el limite de F{x) cuando x —> a, existe un 
niimero 8y > 0 tal que 

0 < \x - a\ < 8 X implica que | F(x) — L | < . 

Como Mes el limite de G(x) cuando x —> a , existe un mimero S 2 > 0 tal que 

0 < \x - a\ < 8 l implica que | G(x) — M\ < —. 

Sea 8= min{5,, Entonces 

0 < \x - a\ < 8 implica que | (F(x) - G(x)) - (L + M)\ 

^ | F(x) - L | + | GW - M | < | + | = e. 

Por tanto, 

lim[F(x) + G(x)] — L + M, 

x—>a 

como se queria. □ 



Demostracion Dado £> 0, debemos determinar un numero 8> 0 tal que 


0 < \x - a\ < 8 implique F (x) • G(x) - L • M \ < £. 

Pero en primer lugar, la desigualdad del triangulo implica 

| F(x) ■ G(x) - L - M | =| F(x) - G(x) ~ L ■ G{x) + L ■ G(x) - L - M \ 

| G{x) | ■ | F{x) - L | + | L | ■ | G(x) - M \. (2) 

Como lim F(x) = L, existe <5,>0 tal que 

x -» a 

0 < \x-a\ < 5, implica que | F(x) ~ L \ < 2 ^m\ + 1)' ^ 
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lo que a su vez implica que 

I GW I < \ M\ + 1. (5) 

Elegimos 8 = min{^, 8 <S,}. Entonces sustituimos (3), (4) y (5) en (2) y, 
finalmente, vemos que 0 < [x - a\ < 8 implica 

\FU)-GU)-L-M\ <(|M| + ')' 2(|M | + ]) + |i| 2(|i| £ +1) 


como se queria. El uso de \M\ + 1 y |L| + 1 en los denominadores evita la dificultad 
tecnica que surge si L o M se anulan. □ 



Demostracion Sea e> 0. Debemos determinar un numero 8> 0 tal que 
0 < \x - a\ < 8 implica que |/(gW) - f(L )I < £■ 

Como lim y —i. /'(jy) = f{L), existe (5j > 0 tal que 

0 < [y - L| < ^ implica que I f(y) ~ f{L) \ < e. 
Tambien, como lim^-o g(x) = L, podemos determinar 8> 0 tal que 
0 < |* - a\ < 8 implica que lg(^) -L\< 8 U 

es decir, tal que 


\y-L\<8 h 


( 6 ) 


donde y = g(x). De (6), vemos que 

0<|*-a|< 5implicaque \f(g(x)) - f(L)\ = \f(y) - f{L)\ < e, 


como se queria. □ 
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Demostracidn Sea/ (jc) = 1/jc. Entonces, como vimos en el ejemplo 3, 


lim/U) = lim - = } = f{L). 

x—>a x^*a X L 


Por tanto, la propiedad de sustitucion implica el resultado 


li m ~7~\ = lim /(#(*)) = fiO 

g(X) at-o 


L’ 


como se queria. □ 


Propiedad del cociente 

Si lim F {x)-L y lim G (jc) = M * 0, entonces 

x -> a x -> a 


lim 

x -> a 


FW L 
G (.x) M ' 


Demostracion Una consecuencia inmediata de las propiedades del producto y 
reciproco es que 


lim 

x^*a 


F{x) 

G(x) 


lim F(x) ■ 


1 

G(x) 


lim Fix )) 




L_ 

M’ 


como se queria. □ 


Ley del sandwich 

Suponga que fix) Sg(*) S h(x) en alguna vecindad perforada de a y que 
lim f(x) = L = lim hix) 

x -> a x -> a 

Entonces 

lim g(x) = L. 


Demostracidn Dado £ > 0, elegimos <51 > 0 y > 0 tal que 
0 < |* - a\ < 3 implica que | fix) -L\< e 


y 


0 < |jc - a\ < Si implica que \hix) - L\ < £. 

Sea 5= min{5,, <%}. Entonces S> 0. Ademas, si 0 < \x - a\ < 8, entonces fix) y 
hix) son puntos del intervalo abierto (L - £, L + £). Asi, 


L - e < fix) § gix) ^ hix) < L + e. 

Entonces 

0 < [x - a\ < 5 implica que |g(jc) - L\ < e, 

como se queria. □ 
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Apendice B Problemas 


En losproblemas 1 a 10, aplique la definicidn del limitepara 

2. lim 3 a = 6 

*-►2 

4. lim (2x + 1) = -5 

jr—> — 3 

6. Jim x 2 = a 2 

x —>a 

8. lim \ \ si a ^ 0 

x—>a x a 


10 . lim —U = —U si a > 0 

— VI VI 

11. Suponga que linr^ f (x) = L y que lirrv^ f(x) = M. 
Aplique la definicion del limite para mostrar que L = M. Asi, 
el limite de una funcion es unico, si existe. 

12. Suponga' que C es constante y que lim,^ f (x) = L 
Aplique la definicion de limite para mostrar que 

lim C - f(x) = C L. 

x—>a 

13. Suponga que L * 0 y que lim^ a f (x) = L. UtiJice el 
metodo del ejemplo 3 y la definicion del limite para mostrar 
directamente que 


establecer la igualdad dado, 
1. lim x — a 

x ->a 

3. lim(x + 3) = 5 

x —*2 

5. lim x 2 = 1 
7. lim (2x 2 - 1) = 1 


9. lim 


1 


1 


o x 2 + 1 a 2 + 1 


r 1 1 

lim 77T = T- 
fix) L 

14. Utilice la identidad algebraica 
x n - a n 

- (x — + x n ~ 2 a + • • • + xa n ~ 2 + a n ~ l ) 

para mostrar directamente de la definicion del limite que 
lim x n = a n si n es un entero positivo. 

15. Aplique la identidad 


Vx - Va\ 


I x ~ a\ 

VI + Vo 


para mostrar directamente de la definicion de limite que 
lim x ^ a yfx = yT ^si a > 0. 

16. Suponga que lim f (x) =f(a) > 0. Demuestre que 
existe una vecindad de a donde f(x) > 0; es decir, demuestre 
que existe S > 0 tal que 

\x-a\< 8 implica que f(x) > 0. 


Apendice C J ^ m 

La completitud del 
sistema de numeros 
reales 


Aqui, presentamos un tratamiento autocontenido de aquellas consecuencias de la 
completitud del sistema de numeros reales que son importantes en este texto. 
Nuestro objetivo principal es demostrar el teorema del valor intermedio y el 
teorema del valor maximo. Comenzamos con la propiedad de la minima cota 
superior de los numeros reales, que consideramos como un axioma. 


Definicion Cota superiory cota inferior 

El conjunto S de numeros reales esta acotado superiormente si existe 
un numero b tal que x^b para cada numero jc en S y y el numero b es una 
cota superior de S. De manera analoga, si existe un numero a tal que 
x ^ a para cada numero x en S y entonces se dice que S esta acotado 
inferiormente y a es una cota inferior de S . 


Definicion Minima cota superiory maxima cota inferior 
El numero X es una minima cota superior para el conjunto S de numeros 
reales si 

1. X es una cota superior de S y y 

2. Si b es una cota superior de S y entonces X^b. 

De manera analoga, el numero / es una maxima cota inferior para S si 
y es una cota inferior para S y y ^ a para toda cota inferior a de S. 
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ejercicio Demuestre que si el conjunto S tiene una minima cota superior A, 
entonces esta es unica. Es decir, demuestre que si A y fi son minimas cotas 
superiores de S y entonces A = fi. 

Es facil mostrar tambien que si existe la maxima cota inferior /de un conjunto 
S y esta es unica. En este punto, usted debera construir ejemplos que muestren que 
un conjunto con una minima cota superior A puede o no contener a A y que una 
afirmacion similar es verdadera para la maxima cota inferior de un conjunto. 

Establecemos ahora el axioma de completitud del sistema de numeros reales. 


Axioma de la minima cota superior 

Si un conjunto no vacio, S y de numeros reales tiene una cota superior, 
entonces tiene una minima cota superior. 


Trabajando con el conjunto T que consta de los numeros -x y donde x esta en 
S y no es dificil mostrar la siguiente consecuencia del axioma de la minima cota 
superior: si el conjunto no vacio 5 de numeros reales esta acotado inferiormente, 
entonces S tiene una maxima cota inferior. Debido a esta simetria, solo necesita- 
mos un axioma y no dos; los resultados para las minimas cotas superiores tambien 
son validos para las maximas cotas inferiores, siempre que se preste cierta atencion 
al sentido de las desigualdades. 

La restriction de que S sea no vacio, es molesta pero necesaria. Si S es el 
conjunto “vacio” de numeros reales, entonces 15 es una cota superior de S y pero 
S no tiene una minima cota superior, pues 14, 13, 12,. . ., 0, -1, -2,. . . tambien 
son cotas superiores de S. 


Definition Sucesiones monotonas, crecientesy decrecientes 
La sucesion infinitax,,X 2 ,x 3 ,... x ky ... es no dccrcciente si x n ^x ;I+) para 
toda n=\. Esta sucesion es no crccicntc si x n para toda n ^ 1. Si la 
sucesion {x n } es no creciente o no decreciente, entonces es monotona. 


El teorema 1 da la propicdad de la sucesion monotona acotada del conjunto 
de numeros reales. (Recuerde que un conjunto S de numeros reales es acotado si 
esta contenido en un intervalo de la forma [a, 6].) 


Tcorcma 1 Sucesiones monotonas acotadas 

Toda sucesion monotona acotada de numeros reales converge. 


Demostracion Suponga que la sucesion 

s = {.*„} = {xi, x 2 , X}, . . . , x k , . . .} 

esta acotada y es no decreciente. Por el axioma de la minima cota superior, S tiene 
una minima cota superior A. Afirmamos que A es el limite de la sucesion {x n }. 
Consideremos un intervalo abierto con centro en A; es decir, un intervalo de la 
forma / = (A - £, A + e) y donde e > 0. Algunos terminos de la sucesion deben 
encontrarse dentro de /, o de otro modo, A - £ seria una cota superior de S menor 
que su minima cota superior A. Pero si x N esta dentro de /, entonces, por tratarse 
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de una sucesion no decreciente, x k tambien debe encontrarse en / para toda k S N. 
Como £es un numero positivo arbitrario, Aes por definition (problema 39 de la 
section 11.2) el Hmite de la sucesion {*„}. Es decir, una sucesion no decreciente 
acotada converge. Se puede construir una demostracion similar para sucesiones 
no crecientes pero trabajando con la maxima cota inferior. □ 

Por tanto, el axioma de la minima cota superior implica la propiedad de la 
sucesion monotona acotada de los numeros reales. Con un poco de esfuerzo, usted 
puede demostrar que las dos son logicamente equivalentes: si considera la propie¬ 
dad de la sucesion monotona acotada como un axioma, entonces la propiedad de 
la minima cota superior es un teorema. La propiedad de los intervalos anidados 
del teorema 2 tambien es equivalente a la propiedad de la minima cota superior, 
pero solo demostraremos que es una consecuencia de la propiedad de la minima 
cota superior, ya que hemos elegido esta ultima como el axioma fundamental para 
h completitud del sistema de numeros reales. 


Teorema 2 Propiedad de los intervalos anidados de los numeros 
reales 

Suponga que /,, / 2 , / 3 , . . . , /„, . . . es una sucesion de intervalos cerrados 
(de modo que I n es de la forma [a„ b n ] para todo entero positivo n) tal que 

1. /„ contiene a /„+, para toda n ^ 1 y 

2 . lim (b n - a n) = 0. 

n —> 

Entonces existe exactamente un numero real c tal que c pertenece a I n para 
toda n. Asi, 

{c}=/,n/ 2 n/ 3 n... 


Demostracion Es claro de la hipotesis (2) del teorema 2 que a lo mas existe un 
numero cdeestetipo. La sucesion {a,,} delosextremos izquierdosde los intervalos 
es una sucesion no decreciente acotada (por b j) y por tanto tiene un Hmite a por 
la propiedad de la sucesion monotona acotada. De manera analoga, la sucesion 
{&„} tiene un Hmite b. Como a n ^ b„ para toda n, esto implica facilmente que a £ b. 
Es claro que a n ^a^b n para toda n ^ 1, de modo que a pertenece a todo intervalo 
/„; lo mismo ocurre con b , por un argumento similar. Pero entonces la propiedad 
(2) del teorema 2 implica que a = b, y este valor comun (llamelo c) es el numero 
que satisface la conclusion del teorema 2. □ 

Ahora podemos utilizar estos resultados para demostrar varios teoremas 
importantes utilizados en el texto. 


Teorema 3 Propiedad del valor intermedio delas funciones continuas 
Si la funcion/es continuaen el intervalo [a, b] yf(a)<K<f(b ), entonces 
K -f(c) para algun numero c en ( a , b). 


Demostracion Sea I { = [a, b]. Suponga que hemos definido I n para n S 1. 
Describiremos (inductivamente) la manera de definir I n+ ,, lo cual mostrara en 
particular la forma de definir / 2 , / 3 , etcetera. Sea a n el extremo izquierdo de /„, b n 
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su extremo derecho y m n es su punto medio. Si/(m„) > K y entonces/(a„) <K<f 
(m n )\ en este caso, sea a tt+ , = a m b n + x = m n e / n+1 = [a rt+1 , 6 n+1 ]. Si/(m„) < /C, 
entonces sea a„ + x y Asi, en cada etapa bisecamos /„e/ n+1 es la 

mitad de /„ donde/asume los valores por arriba y por abajo de K. Observe que si 
f(m n ) es igual a A^en algun momento, simplemente decimos que c = m n y paramos. 

Es facil mostrar que la sucesion {/„} de intervalos satisface las hipotesis del 
teorema 2. Sea c el (unico) numero real comun a todos los intervalos /„. Mostra- 
remos que /(c) - K y esto concluira la demostracion. 

La sucesion {£>„} tiene Hmite c, de modo que por la continuidad de / la 
sucesion {/(£>„)} tiene limite/(c). Pero f(b n ) > K para toda n, por lo que el Hmite 
de {/(£>„)} no puede ser menorqueA^; es decir,/(c)^A^. Considerando la sucesion 
{a„}, se tiene que/(c) ^K. Por tanto,/(c) = K. □ 


Lem a 1 

Si/es continua en el intervalo cerrado [a, 6], entonces/es acotada ahi. 


Demostracion Supongamos a manera de contradiccion que/no esta acotada en 
I\ = [a* b]. Bisecamos I x y sea / 2 cualquier mitad donde/no es acotada; si/no es 
acotada en ambas mitades, / 2 sera la mitad izquierda de /. En general, sea I n+l la 
mitad de l n donde/no es acotada. 

De nuevo, es facil mostrar que la sucesion {/„} de intervalos cerrados satisface 
las hipotesis del teorema 2. Sea c el numero comun a todos ellos. Como/es 
continua, existe un numero £> 0 tal que/es acotada en el intervalo (c - £, c + e). 
Pero para valores suficientemente grandes de n y l n es un subconjunto de (c - £, 
c + e). Esta contradiccion muestra que/debe ser acotada en [a, b]. □ 


Teorema 4 Propiedad del valor mdximo de las funciones continuas 
Si la funcion/es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, 6], entonces 
existe un numero c en [a, b] tal que f(x) ^ f(c) para toda x en [a, b]. 


Demostracion Considere el conjunto S= {f(x) \ a^x^b}. Por el lema 1, este 
conjunto es acotado; sea Asu minima cota superior. Nuestro objetivo es mostrar 
que A es un valor/(c) de/ 

Con /, = [a, b] y bisecamos /, como antes. Observe que A es la minima cota 
superior de los valores de/en al menos una de las dos mitades de /,; sea / 2 esa 
mitad. Una vez definido /,„ sea I n+l la mitad de I„ donde Aes la minima cota superior 
de los valores de/ Sea c el numero comun de todos estos intervalos. Entonces, la 
continuidad de/implica, como en la demostracion del teorema 3, que/(c) = A. Y 
es claro que f(x) ^ A para toda jc en [a, b]. □ 

La tecnica que utilizamos en estas demostraciones es el metodo de biseccidn. 
Ahora la utilizaremos una vez mas para establecer la propiedad de Bolzano - 
Weierstrass del sistema de numeros reales. 
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Definition Punto limite 

Sea S un conjunto de numeros reales. El numero pe sun punto limite de 
S si cada intervalo abierto que contiene a p tambien contiene puntos de S 
distintos de p. 


Teorema 5 Teorema de Bolzano-Weierstrass 

Todo conjunto infinito acotado de numeros reales tiene un punto limite. 


Demostracion Sea f 0 un intervalo cerrado que contiene al conjunto infinito 
acotado S de numeros reales. Sea I x uno de los dos intervalos cerrados que forman 
a / 0 y que contiene una infinidad de puntos de S. Si /„ ha sido determinado, sea 
I n+ j uno de los dos intervalos cerrados de /„ que contiene una infinidad de puntos 
de S. Una aplicacion del teorema 2 proporciona un numero p comun a todos los 
intervalos /„. Si Jes un intervalo abierto que contiene a/?, entonces J contiene a I n 
para algun valor suficientemente grande de n y entonces contiene una infinidad 
de puntos de S. Por tanto,/? es un punto limite de S. □ 

Nuestro objetivo final esta a la vista: ahora podemos demostrar que una 
sucesion de numeros reales converge si y solo si es una sucesion de Cauchy. 


Definition Sucesion de Cauchy 

La sucesion {a,,} 7 es una sucesion de Cauchy si, para toda e> 0, existe 
un entero AUal que 

\o m -a n \ <e 

para toda n ^ N. 


Lema 2 Sucesiones convergentes 

Toda sucesion acotada de numeros reales tiene una subsucesion conver- 
gente. 


Demostracion Si {a n } tiene solamente un numero finito de valores, entonces se 
obtiene facilmente la conclusion del lema 2. Por tanto, enfocaremos nuestra 
atencion en el caso donde {a n } es un conjunto infinito. Es facil mostrar que este 
conjunto tambien es acotado, y en consecuencia podemos aplicar el teorema de 
Bolzano-Weierstrass para obtener un punto limite p de {a n }. Para todo entero 
k ^ 1 sea a i<k) un termino de la sucesion {a n } tal que 

1 . n{k + 1) > n{k) para toda k ^ 1, y 

i ,1 

2 . | a n{k) ~ p\ < ~. 

k 

Es facil mostrar que {a^} es una sucesion convergente (a p) de {a n }. □ 
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Teorema 6 Convergencia de las sucesiones de Cauchy 

Una sucesion de numeros reales converge si y solo si es una sucesion de 

Cauchy. 


Demostracidn La desigualdad del triangulo implica inmediatamente que toda 
sucesion convergente es una sucesion de Cauchy. Asi, supongamos que la sucesion 
{a n } es una sucesion de Cauchy. 

Sea A/tal que 


\a m ~a n \ < 1 

si m, n ^ N. Esto implica que si n ^ N, entonces a n esta en el intervalo cerrado 
[a N -\,a N + 1]. Esto implica que la sucesion {a n } esta acotada,y entonces, porel lema 
2, tiene una subsucesion convergente {a , m }. Sea p el limite de esta subsucesion. 
Afirmamos que la propia {a n } converge a p. Dado e> 0, sea M tal que 

i i € 

I a n | ^ ~ 

si m, n ^ N. Despues elegimos K tal que n{K) ^My 

\On(K) ~ P | < |. 

Entonces si n ^ M. 


\a n ~ p\ = \a„ - a„(K)\ + |a n uo ~ P\ < 
Por tanto, {a n } converge a p por definicion. □ 


Apendice D ^ 

Demostracion de la 
regia de la cadena 


Para demostrar la regia de la cadena, necesitamos mostrar que si/es derivable en 
a y g es derivable en f(a), entonces 


]im g(/(a + h)) - g(f(a)) 

h-+ o h 

Si las cantidades h y 


g\m -/'(a). 


( 1 ) 


k(h) = f(a + h) - f{a) 


( 2 ) 


son distintas de cero, entonces podemos escribir el cociente de diferencias del lado 
izquierdo de la ecuacion (1) como 


gjfja + h)) - g(f(a)) = g(f(a) + k(h)) - g(/(a)) k(h) , . 

h k(h) h ' K ’ 

Para investigar el primer factor del lado derecho de la ecuacion (3), definimos una 
nueva fiincion 0como sigue: 


m = 


f g(/(q) + k) - g(f(a)) 


(4) 
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si k # 0; 
si k = 0. 
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Por definition de la derivada de g, vemos de la ecuacion (4) que (j> es continua en 
k = 0; es decir, 

lim <f>(k) = g’(f(a)). (5) 

k—>0 

A continuation, 

lim k(h) = lim [f(a + h) - f(a )] = 0 (6) 

h—>0 h—>0 

ya que/es continua enx = ay 0(0) =g(f(a)). Por tanto, la ecuacion (5) implica 
que 

lim <f>(k(h)) = g'(f(a)). (7) 

h—>0 

Ahora estamos listos para conjuntar toda esta information. Por la ecuacion 
(3), si h ^0, entonces 

gifja + h)) ~ g(/(fl)) _ ~ (8) 

h h 

aun cuando k(h) = 0, ya que en este caso ambos lados de la ecuacion (8) se anulan. 
Por esto, la regia del producto para limites implica que 

lim 8</( ° + *» - «</<“» = | im #(*(*)) Jto + Q-M 
h^o h *->o n 

= g'(f(a))-r (a), 

una consecuencia de la ecuacion (7) y la definicion de la derivada de la funcion 
/ Por tanto, hemos establecido la regia de la cadena en la forma de la ecuacion 
( 1 ). □ 


Apendice E. 

Existencia de la 
integral 


Cuando Newton y Leibniz descubrieron los algoritmos basicos del calculo en la 
segunda mitad del siglo xvn, el rigor logico caracteristico del metodo gi'iego de 
exhaucion fue abandonado por mucho tiempo. Por ejemplo, para calcular el area 
bajo la curva y =f (x), Newton considero obvio desde el punto de vista intuitivo 
que existia la funcion area y procedio a calcularla como la primitiva de la funcion 
altura / (x). Leibniz considero A como una suma infinita de elementos de area 
infinitesimales, cada uno de la forma dA =f(x)dx y pero en la practica calculo el 
area 


A = 


f(x) dx 


mediante una integration, como lo hizo Newton; es decir, calculando 


A = 


zr'/U) 


b 

a 


A primera vista, la cuestion de la existencia de la funcion area (una de las 
condiciones que debe satisfacer la funcion/para que exista su integral) no parece 
ser muy importante. Los matematicos del sigloxvin se ocuparon principalmente 
de (y quedaron satisfechos con) las impresionantes aplicaciones del calculo para 
resolver problemas del mundo real y no se concentraron en los principios logicos 
del tema. 

El primer intento para tener una definicion precisa de la integral y una 
demostracion de su existencia para las funciones continuas fue el del matematico 
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frances Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Curiosamente, Cauchy fue prepa- 
rado como ingeniero, y realizo gran parte de su investigacion matematica en 
campos que ahora consideramos como orientados hacia las aplicaciones: hidrodi- 
namica, ondas en medios elasticos, vibraciones de membranas elasticas, polariza¬ 
tion de la luz y otras semejantes. Pero fue un investigador prolifico, y sus obras 
abarcan todo el espectro de las matematicas, con ensayos ocasionales en campos 
casi sin relation entre si. 

Por 1824, Cauchy definio la integral de una funcion continua de una forma 
familiar para nosotros, como un limite de aproximaciones mediante extremos 
izquierdos: b 

I f{x) dx = lim 2/U-i) Ax. 

J a /=1 

Este es un tipo de limite mas complicado que el que analizamos en el capitulo 2. 
Cauchy no tenia completamente clara la naturaleza del proceso de limite implicado 
en esta ecuacion, ni el papel preciso que jugaba la hipotesis de continuidad de/ 
para demostrar la existencia del limite. 

Una definition completa de la integral, como la dada en la section 5.4, fue 
finalmente producida en 1850 por el matematico aleman Georg Bernhard Rie- 
mann. Riemann fue un estudiante de Gauss; el conocio a Gauss a su llegada a 
Gottingen, Alemania, con el fin de estudiar teologia, cuando tenia aproximada- 
mente 20 anos de edad y Gauss aproximadamente 70 anos. Riemann pronto 
decidio estudiar matematicas y llego a ser considerado como uno de los matema- 
ticos realmente grandes del siglo xix. Como Cauchy, el estaba interesado particu¬ 
larmente en las aplicaciones de las matematicas al mundo real; su investigacion 
enfatizo particularmente la electricidad, el calor, la luz, la acustica, la dinamica de 
fluidos y el magnetismo. Esto ultimo se puede inferir del hecho de que Wilhelm 
Weber (de quien toma el nombre la unidad de flujo magnetico, el weber) fue una 
gran influencia en la education de Riemann. Riemann tambien hizo contribuciones 
significativas a las propias matematicas, particularmente en el campo del analisis 
complejo. Una conjetura importante de Riemann se refiere a la funcion zeta 

m = i o) 

fl =i n s 

que permanece sin solucion actualmente y que tiene consecuencias importantes 
en la teoria de la distribucion de los numeros primos, ya que 

f(B = n(' -i)". 

donde el producto n se realiza sobre todos los primos p. [La funcion zeta esta 
definida en la ecuacion (1) para los numeros complejos s a la derecha de la recta 
vertical x = 1 y se extiende a los demas numeros complejos pidiendo que sea 
derivable.] Riemann murio de tuberculosis poco antes de cumplir cuarenta anos. 

Aqui daremos una demostracion de la existencia de la integral de una funcion 
continua. Seguiremos el metodo de Riemann. Especificamente, supongamos que 
la funcion/es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b]. Demostraremos 
que la integral definida 


fix) dx 
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existe; es decir, demostraremos la existencia de un numero / que satisfaga la 
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siguiente condition: para toda e > 0 existe A > 0 tal que, para toda suma de 
Riemann R asociada con cualquier partition P con |P| < A, 

\I-R\<e. 

(Recuerde que la norma |P| de la partition Pes la longitud del maximo subintervalo 
de la partition.) En otras palabras, toda suma de Riemann asociada con cada 
partition suficientemente “fina” se acerca al numero I. Si esto sucede, entonces la 
integral definida 

[ f(x)dx 


existe e / es su valor. 

Comencemos la demostracion. Supondremos siempre que /es una funcion 
continua en el intervalo cerrado [a, b]. Dado e > 0, necesitamos mostrar la 
existencia de un numero A > 0 tal que 


I - 2/U*) Ax, 


< € 


( 2 ) 


para toda suma de Riemann asociada con una partition arbitraria P de [a, b ] tal 
que |P| < A. 

Dada una partition P de [a, b]znn subintervalos que no necesariamente tienen 
la misma longitud , sea p ( un punto en el subintervalo [x f _ h xj tal que/alcanza su 
valor minimo / (p,). De manera analoga, sea/ (q,) su valor maximo ahi. Estos 
numeros existen para i = 1, 2, 3, . . . , n por la propiedad del valor maximo para 
las funciones continuas (teorema 4 del apendice Q. 

En lo subsecuente, denotaremos a las sumas de Riemann inferiores y supe¬ 
riors asociadas con P como 


n 


UP) = 2/(/>;) Ax, 

1=1 

(3a) 

y 

n 

U(P) = 2/(<?,) Ax,, 

(=1 

(3b) 

respectivamente. Entonces el lema 1 es obvio. 


Lema 1 

Para cualquier partition P de [a, b], L(P) ^ U(P). 


Necesitamos ahora una definition. La partition F esun refinamiento de la 
partition P si cada subintervalo de F esta contenido en algun subintervalo de P. 
Es decir, F se obtiene de P anadiendo mas puntos de subdivision a P. 


Lema 2 

Suponga que ?' es un refinamiento de P. Entonces 


L(P) ^ U(F) ^ U(F) ^ U(P). 

(4) 
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Demostracion La desigualdad L(F) ^ U(F) es una consecuencia del lema 1. 
Mostraremos que L(P) ^ L(P'); la demostracion de que U{F) ^ U(P) es similar. 

El refinamiento F se obtiene de P anadiendo uno o mas puntos de subdivision 
a P. Asi, todo lo que necesitamos mostrar es que la suma de Riemann L(P) no 
puede decrecer si anadimos un solo punto de subdivision; asi, supondremos que 
la particion F seobtienedeP al dividir el L-esimo intervalo [x k _ u xj de P en dos 
subintervalos [x k _ u z] y [z, x k ] mediante el nuevo punto z. 

El unico efecto resultante en la suma de Riemann correspondiente es el 
reemplazo del termino 


fiPk) ■ (x k - X k -i) 

en L(P) mediante la suma de dos terminos 

f{u) • (z - **-i) + f(v) ■ (Xk ~ z), 

donde/(«) es el minimo de/en [x k _ u z] y f(v) es el minimo de/en [z, x k ]. Pero 
f(pk) = f(u) y f(pk) = f(v). 


En consecuencia, 

/(«) • (z - **-i) + f{v) • (x k - z) S f{pk) • (z - **-i) + f{pk) • (x k - z) 

= fipk) ■ ( z - Xk -1 + Xk - z) 

= f(Pk) ■ (x k - Xk- 1). 

Asi, el remplazo def(p k ) • (x*-x*_,) no puede disminuir la suma Z/P) en cuestion, 
y por tanto L(P) ^ L(F). Como esto es todo lo que necesitabamos mostrar, hemos 
terminado la demostracion del lema 2. □ 

Para demostrar que todas las sumas de Riemann para particiones suficiente- 
mente finas se acercan a algiin numero /, debemos dar primero una construction 
de /. Hacemos esto en el lema 3. 


Lema 3 

Sea P„ la particion regular de [a, b] en 2" subintervalos de igual longitud. 
Entonces el limite (secuencial) 

1= lim L(P n ) (5) 

n —> «> 

existe. 


Demostracion Comenzamos con la observation de que cada particion P n+X es 
un refinamiento de P m de modo que (por el lema 2) 

LOP,) ^ L(P 2 ) ^ ^ L(P ’„) Si ■ ■ ■ . 

Por tanto, (L(//)} es una sucesion no decreciente de numeros reales. Ademas, 

2 " 2 » 

L(Pn) = 2/(p:) Ax, ^ M 2 Ax, = M(b - a), 

/-i i=i 

donde M es el valor maximo de/en [a, Lj. 
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El teorema 1 del apendice C garantiza que una sucesion monotona de numeros 
reales debe converger. Asi, el numero 

I = lim L(P n ) 

existe. Esto establece la ecuacion (5) y termina la demostracion del lema 3. □ 

En calculo avanzado se demuestra que si/es continua en [ a, 6], entonces, para 
cada numero £ > 0, existe un numero A > 0 tal que 

| /(W) - f(v) | < 6 

para cada dos puntos u y v de [a, b] tales que 

| u- v\<X. 

Esta propiedad de una funcion es la continuidad uniforme de/en el intervalo 
[a, b]. Asi, el teorema de calculo avanzado que necesitamos utilizar afirma que toda 
funcion continua en un intervalo cerrado acotado es uniformemente continua ahi. 

NOTA El hecho de que / sea continua en [a, b ] significa que para cada numero u 
en el intervalo y cada e > 0, existe X> 0 tal que si t>es un numero en el intervalo 
con \u - v\ < A, entonces /(«)-/ (v)\ < £. Pero la continuidad uniforme es una 
condition mas estricta. Significa que dada £ > 0, no solo podemos determinar un 
valor Xj que “funcione” para u h un valor de X 1 que funcione para u 2j etcetera, sino 
que aim mas: podemos determinar un valor universal de A que sirva para todos los 
valores de u en el intervalo. Esto no debe ser obvio, si consideramos la posibilidad 
de que X } = 1, X 1 = A$ = }, y asi sucesivamente. En todo caso, es claro que la 
continuidad uniforme de/en un intervalo implica su continuidad en el mismo. 

Recuerde que siempre estamos considerando una funcion continua/definida 
en el intervalo cerrado [a, b]. 


Lema 4 

Suponga que £ > 0 esta dada. Entonces existe un numero X > 0 tal que si 
P es una partition de [a, b\ con \P\ < X y F esun refinamientode P, 
entonces 

I/?(/»)-W I <| (6) 

para cualesquiera dos sumas de Riemann, R(P) asociada con P y R(P*) 
asociada con P\ 


Demostracion Como / debe ser uniformemente continua en [a, 6 ], existe un 
numero X > 0 tal que si 

\u - v\ < A, entonces | f{u) - f(v) \ < € _ ^ . 

Supongamos ahora que P es una partition de [a, b\ con |P| < X. Entonces 
| U(P) - L(P) I = i| fiqd ~ f(pd I A*, < 3( /_ fl) ij A* = |. 
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R(P) R(P‘) 

i \ \ 

L(P) Ancho total (j(P ) 

menor que e /3 
Figura E.l Parte de la 
demostracion del lema 4 


Esto es valido ya que |p, - q,\ < X, para p t y q s pertenecientes al mismo subintervalo 
j:,] deP, y |P| < X. 

Ahora, como se muestra en la figura E.l, sabemos que L(P) y U(P) difieren 
en menos de e/3. Tambien sabemos que 

L(P) ^ R(P) g U(P) 

para toda suma de Riemarm R(P) asociada con P. Pero 
L(P) g L(P') ^ U(P') ^ U(P) 
por el lema 2, ya que P' es un refinamiento de P; ademas, 

L(P') g P(P') ^ U(P') 

para toda suma de Riemarm P(P') asociada con P'. 

Como muestra la figura E. 1, los numeros R(P) y P(P') pertenecen al intervalo 
[L(P), t/(P)] de longitud menor que e/3, lo que implica la ecuacion (6), como se que- 
ria. Esto concluye la demostracion del lema 4. □ 


Teorema 1 Existencia de la integral 

Si/es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b ], entonces la integral 

b 

J f(x)dx 

a 

existe. 


Demostracion Suponga que e > 0 esta dada. Debemos mostrar la existencia de 
un numero X > 0 tal que, para cada particion P de [a, b ] con \P\ < A, tenemos 

\l-R(P)\<e, 

donde / es el numero dado en el lema 3 y P(P) es una suma de Riemann arbitraria 
para/asociada con P. 

Elegimos el numero X dado por el lema 4 tal que 

|p(p) -p(p')l <-| 

si |P| < X y P' es un refinamiento de P. 

Por el lema 3, podemos elegir un entero Nde modo que 

\P N \ <X y |L(P„)-/| <-■ (7) 

3 

Dado una particion arbitraria P tal que |P| < X, sea P f un refinamiento cornun de 
P y P N . Por ejemplo, usted puede obtener esta particion P' utilizandotodoslos 
puntosde subdivision de P y de P N para formar los subintervalos de [a, b ] que 
forman a P'. 

Como P / esunrefinamientode P y de P N , y como esta ultima particion tiene 
norma menor que X, el lema 4 implica que 

|P(P) - R(P') | < | y |L(Pv) - P(P')| < f (8) 
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Aqui, R(P) y R(P 'j son las sumas de Riemann (arbitrarias) asociadas con P y P', 
respectivamente. 

Dada una suma de Riemann arbitraria R(P ), asociada con la particion P de 
norma menor que A, vemos que 

|/ - R(P) | = | / - L{P n ) + L{Pn) - R(P f ) + m) - ml 

^ 1/ - l(p n )\ + |l(p w ) - r(p ')i + - mi- 

En la ultima suma, los dos ultimos terminos son menores que f/3, por las 
desigualdades en (8). Tambien sabemos, por (7), que el primer termino es menor 
que d3. En consecuencia, 

1/ - ml < c. 

Esto establece el teorema 1. □ 

Concluimos con un ejemplo que muestra que la integrabilidad necesita cierta 
hipotesis de continuidad. 

EJEMPLO 1 Suponga que/esta definida para 0 ^x ^ 1 como sigue: 


fix) = 


{ 


siAes irracional; 
si x es racional. 


Entonces en todo punto/no es continua. (^Por que?) Dada una particion P de 
[0, 1 ], sea Pi un punto racional y q , un punto irracional del z'-esimo subintervalo 
dePparaz= 1,2,3Como antes,/alcanza su valor minimo 0 en cada punto 
Pi y su valor maximo 1 en cada q h Ademas, 

n n 

L(P ) = S f(pd Aa, = 0, mientras que U{P) = S f{q<) Aa, = 1. 

;=i 

Asi, si elegimos e = j, entonces no existe un numero I que este a una distancia 
menor que e de L(P) y de U(P), sin importar que tan pequena sea la norma de P. 
Esto implica que /no es Riemann integrable en [0, 1], 


Apendice F ^ 

Aproximaciones y 
sumas de Riemann 


En varias partes del capitulo 6, nuestro intento por calcular cierta cantidad Q nos 
llevo a la siguiente situacion. Iniciando con una particion regular de un intervalo 
apropiado [a, b ] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax, encontramos una 
aproximacion A n a Q de la forma 


An = 2 g(ui)h(vi) Ax, (1) 

i=i 

donde «, y son dos puntos (generalmente diferentes) del i-t simo subintervalo 
[xj_ h x,]. Por ejemplo, en nuestro analisis del area de la superficie de revolucion 
anterior a la ecuacion (8) de la seccion 6.4, encontramos la aproximacion 

i 2 tt/(m,)V1 + [/'(u,)] 2 Aa (2) 

i=l 

del area de la superficie generada al girar la curvay=/(A), a^xSb alrededor del 
eje a. (En la seccion 6.4 escribimos a *’ para u ; y a ,* para u,-.) Observe que la 
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expresion en (2) es la m isma que la d el lado derecho de la ecuacion (1); tomando 
g(x) = l7rf(x) y h(x) = V 1 + [TC*)] 2 . 

En tal situation, observamos que si y Vi fueran el mismo punto x* de [jc,_,, 
jc,] para cada / (/ = 1, 2, 3, . . . , n ), entonces la aproximacion en la ecuacion (1) 
seria una suma de Riemann para la funcion g(x)h(x) en [a, b]. Esto nos lleva a 
sospechar que 

n rb 

lim 2 g(ui)h(vi) Ax = g(x)h(x) dx. (3) 

Ax^O /=1 J a 

En la section 6.4, supusimos que la ecuacion (3) era valida y concluimos de la 
aproximacion en (2) que el area de una superficie de revolution debia definirse 
como 

n rb 

A = lim 2 27r/(wi)Vl + [/'(u,)] 2 Ax = 27r/(.x)Vl + [/'(jc)] 2 dx. 

A*-0 i= i J^ 

El teorema 1 garantiza que la ecuacion (3) es cierta bajo restricciones poco 
rigurosas sobre las funciones g y h. 


Teorema 1 Una generalization de las sumas de Riemann 
Suponga que h y g son continuas en [a, b\. Entonces 

" b 

I'm £ g (u)h(y>,) Ax = J g (x)h(x) dx, (3) 

A x ° , = i o 

donde w,- y V; son puntos arbitrarios en el i-e simo subintervaio de una 
partition regular de [a, b ] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax. 


Demostracidn Sean M x y M 2 los valores maximos de \g'(x)\ y |A(jt)| en [a, 6], 
respectivamente. Observe que 

n n 

2 gMhivi) Ax = R n + S n , donde R n = 2 g(vi)h(vAx 

i= 1 ;= 1 

b 

es una suma de Riemann que tiende a J g (jc)/z(jc) dx cuando Ax —> 0, y 

a 

n 

Sn = 2 [g(w,) - g(u,-)] h(vi) Ax. 

i'=l 


Para demostrar la ecuacion (3) basta mostrar que S n —> 0 cuando Ax —> 0. El 
teorema del valor medio implica que 


\g{ui) - g(u,-)| = |g'(x f )| -\ui - Vj | [Xi en( M ,,«,■)] 

^ Mi Ajc, 


ya que tanto «, como V; son puntos en el intervalo [jc/_ h jc,] de longitud Ax. Entonces 

n n 

|Sn | = 2|g(w,) - g(vi) I • |A(u,-)| Ax ^ 2(A/| Ax) • {M 2 Ax) 

i=l i=l 


= (MiMi Ajc) 2 Ajc = M\M 2 (b - a) Ax , 

/=i 


de lo que se sigue que S n —> 0 cuando Ax —> 0, como se queria. □ 
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Como una aplicacion del teorema 1, daremos una deduccion rigurosa de la 
ecuacion (2) de la section 6.3, 

V = \ 27Txf(x) dx, (4) 

J a 

para el volumen del solido generado al girar alrededor del ejey la regi6n 
bajoy = /(x), a^x ^ b. Comenzando con la partition regular usual de [a, b] y 
sean f(x-) y f(xf) losvaloresminimoymaximode/eneh'-esimosubintervalo 
[Xi-\> *,•]. Denotemos con x * el punto medio de este subintervalo. De la figura F.l, 
vemos que la parte del solido generado al girar la region bajoy = /(jc), x,_! ^jc ^ jc,- 
contiene una capa cilindrica con radio promedio jc *, espesor Ax y altura y 
esta contenida en otra capa cilindrica con el mismo radio promedio y espesor, pero 
con altura f(xf). Por tanto, el volumen A V i de esta parte del solido satisface las 
desigualdades 

l7Txff(x)) Ax ^ A Vi ^ I'TTxffixf) Ax. 



Figura F.l Una estimacion cuidadosa del volumen de un solido de revolucion 
alrededor del ejey 

Sumamos estas desigualdades para / = 1, 2, 3,. . . , n y encontramos que 

n n 

2 27rx,*/(x;) Ax ^ V ^ 2 27tx*/(x, ! ) Ax. 

1=1 i =1 

Como el teorema 1 implica que las dos ultimas sumas tienden a \ b a f (x) dx y la ley 
del sandwich para limites implica entonces la ecuacion (4). 

Ocasionalmente necesitaremos una generalizacion del teorema 1, que requiera 
la nocion de una funcion continua F (x, y) de dos variables. Decimos que F es 
continua en el punto (xo,y 0 ) si el valor F(x, y) puede ser arbitrariamente cercano 
a F(xo, y 0 ) al elegir el punto (x, y) suficientemente cercano a (x 0 ,y 0 ). Analizamos 
la continuidad de las funciones de dos variables en el capitulo 14. Aqui nos bastara 
aceptar los siguientes hechos: si g(x) y h(y) son funciones continuas de una sola 
variable x yy, respectivamente, entonces las combinaciones simples como 

g(x) ± h{y), g{x)h{y) y V[gU)] 2 + [^(y)] 2 

son funciones continuas de las dos variables x yy. 
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Consideremos ahora una particion regular de [a, b ] en n subintervalos, cada 
uno de longitud Ax, y sean w, y t>, puntos arbitrarios del z-esimo subintervalo 
[x;_ i, x-j. El teorema 2 (omitimos la demostracion) nos dice como determinar el 
limite cuando Ax—» 0 de una suma tal como 


2 

i = l 


F(u h Vi) Ax. 


Teorema2 Una gen eraUzacidn adicion al 

Sea F (x, y) continua para x y y ambas en el intervalo [a, b], Entonces, 
con la notation del parrafo anterior, 

" f * 

lim ^ F (u, D t ) Ax = j F (x, x) dx. (5) 

At -> 0 a 

i= 1 


El teorema 1 es el caso particular F(x, y) = g{x)h{y) del teorema 2. Ademas, 
el integrando F (x, x) del lado derecho de la ecuacion (5) es simplemente una 
funcion ordinaria de la unica variable x. De una manera formal, la integral 
correspondiente a la suma en la ecuacion (5) se obtiene al reemplazar el simbolo 
de suma con un signo de integral, cambiando w,- y v t por x, reemplazando Ax por 
dx e insertando los limites correctos de integration. Por ejemplo, si el intervalo 
[a, b] es [0, 4], entonces 


lim 2 V9 u] + v? Ax = | V9x 2 + x 4 dx 

Ax^O i= i 


J n 


— x(9 + x 2 )' /2 dx = 


1 14 

j(9 + t 2 ) 3 / 2 


Jo 


= j [(25) 3/2 - (9) 3/2 ] = f. 


Apendice F Problemas 


En los problemas 1 a 7, u ( y V; son puntos arbitrarios del 
z-esimo subintervalo de una particion regular de [a, b] en n 
subintervalos , cada uno de longitud Ax. Exp res e los limites 
dados como una integral de a a b y calcule despues el valor 
de esta integral. 


1. lim 2 up. Ax; a = 0, b = 1 

,-=i 

n 

2. lim 2(3 uj + 5vj) Ax; a = -1, b = 3 
a^o j=] 

n 

3. lim 2 4 - v} Ax; a = 0, b = 2 

t= , 

4. lim 2 ; a = 0, b = 3 

^-0/=. V16 + vj 


5. lim 2 sen w, cos v. Ax; a = 0, b ~ ^ 

Ax->0 i=l l 


6. lim 2 Vsen 2 Wj + cos 2 !;, Ax; a — 0, b = ir 

Ax^O (=1 


7. lim 2 VwJ + d! Ax; a — 0, b = 2 

At^O k=l 


8. Explique como se aplica el teorema 1 para mostrar que 
la ecuacion (8) de la seceion 6.4 es una consecuencia del 
analisis que la precede en esta seccion. 

9. Utilice el teorema 1 para deducir la ecuacion (10) de la 
seccion 6.4. 
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Apendice G 

Regia de l'Hopital y 
teorema del valor medio 
de Cauchy 


Aqui daremos una demostracion de la regia de l'Hopital, 


lim 

x—*a 


g(x) 


lim 

x—>a 


m 

g'ix)' 


(i) 


bajo las hipotesis del teorema 1 en la section 8.3. La demostracion se basa en una 
generalizacion del teorema del valor medio debida al matematico frances Augustin 
Louis Cauchy. Cauchy utilizo esta generalizacion a principios del siglo XIX para 
dar las demostraciones rigurosas de varios resultados de calculo no establecidos 
firmemente con anterioridad. 


El teorema del valor medio de Cauchy 

Suponga que las funciones fyg son continuas en el intervalo cerrado y 
acotado [a, b ] y derivables en (a, b). Entonces existe un numero c en 
(a, b) tal que 

[/(*) ~m]g\c) = [g(b)-g(a)]f\c). (2) 


OBSERVACi6n l Para ver que este teorema es de hecho una generalizacion del 
teorema del valor medio (ordinario), sea g(x) = x. Entonces g\x) = 1, y la 
conclusion en la ecuacion (2) se reduce al hecho 

f{b) - f{a) = {b - a)f'{c) 
para algun numero c en (a, b). 


OBSERVAC 16 N 2 La ecuacion (2) tiene una interpretacion geometrica parecida 
a la del teorema del valor medio ordinario. Pensemos que las ecuaciones x = g(t\ 
y =f(t) describen el movimiento de un punto P(x, y) a lo largo de una curva C en 
el pianoxy conforme t aumenta de a a b (figura G.l.). Es decir, P{x, y) = P(g(t ), 
/(0) es el lugar del punto P en el instante t. Bajo la hipotesis g(b) * g{a) y la 
pendiente de la recta L que une a los extremos de la curva C es 


m - m 

g(b) ~ g(a) 


(3) 
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Pero si g'(c) * 0, entonces la regia de la cadena implica que 


dy = dy/dt _ 
dx dx/dt g'(c) 

es la pendiente de la recta tangente a la curva C en el punto (g(c),/(c)). Pero si 
g(b) A S( a ) y s'( c ) * 0, entonces podemos escribir la ecuacion (2) como 


m - m _ /'(c) 

g(b) - g(a) g'(c)’ 


de modo que las dos pendientes en las ecuaciones (3) y (4) son iguales. Asi, el 
teorema del valor medio de Cauchy implica que (bajo nuestras hipotesis) existe 
un punto en la curva C donde la recta tangente es paralela a la recta que une los 
extremos de C. Esto es exactamente lo que dice el teorema del valor medio 
(ordinario) parauna curva y=f(x) definida de manera explicita. Esta interpretacion 
geometrica motiva la siguiente demostracion del teorema del valor medio de 
Cauchy. 


Demostracion La recta L que pasa por los extremos en la figura G.l tiene una 
ecuacion punto-pendiente 


y - f{a) 


m - m 

g(b) - g(a) 


[x - g(fl)], 


que podemos reescribir en la forma Ax + By + C = 0, con 


A = f(b) - f(a), B = ~[g(b) - g(a)] y 
C = f(a) [g(6) - g(fl)] - g(a) [f(b) - f{a)]. (6) 


De acuerdo con el problema 71 al final del capitulo 3, la distancia (perpendicular) 
del punto (x 0 ,y 0 ) a la recta L es 


Ax o + By 0 + C 

VA 2 + B 2 


La figura G.l sugiere que el punto (g{c) y f (c)) maximizara esta distancia d para 
los puntos de la curva C. 

Por tanto, esto nos motiva a definir la funcion auxiliar 


<f>{t) = Ag{t) + Bf(t) + C, (7) 

con las constantes4 By Cdefinidas en la ecuacion (6). Asi, <p(t) es esencialmente 
un multiplo constante de la distancia de (g(0>/(0) a recta L en * a figura G.l. 

Ahora, <f>(a) = 0 = <f> ( b) (^por que?), de modo que el teorema de Rolle (seccion 
4.3) implica la existencia de un numero c en (a, b) tal que 

<f>'(c) = Ag'{c) + Bf'(c) = 0. (8) 

Sustituimos los valores de A y B de la ecuacion (6) en (8) y obtenemos la ecuacion 


U(b) - f{a)]g'{c) - [g(b) - g(a)]f'(c ) = 0. 

Esta es la misma que la ecuacion (2) en la conclusion del teorema del valor medio 
de Cauchy, con lo que concluimos la demostracion. □ 
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nota Aunque necesitamos las hipotesis gib) / g(a) y g'(c ) / 0 para nuestra 
interpretation geometrica del teorema, no las utilizamos en la demostracion; solo 
en la motivation para el metodo de demostracion. 


DEMOSTRACI6N DE LA REGLA DE LH6PITAL 


Supongamos que f(x)/g(x) tiene la forma indeterminada 0/0 en jc = a. Podemos 
apelar a la continuidad de fyg para suponer que f(a) = 0 = g(a). Es decir, podemos 
definir simplemente f(a) y g(a) = 0 en caso de que sus valores en jc = a no esten 
dados en un principio. 

Ahora restringiremos nuestra atencion a valores de jc en una vecindad perfo- 
rada fija de a donde fy g son derivables. Elegimos uno de estos valores de jc y lo 
consideramos por el momento constante. Despues, aplicamos el teorema del valor 
medio de Cauchy en el intervalo [a, *]. (Si x < a, utilizamos el intervalo [jc, a].) 
Vemos que existe un numero z entre ayx que se comporta como c en la ecuacion 
(2). Por tanto, en virtud de la ecuacion (2), obtenemos la ecuacion 


/(*) _ f(x) - fja) _ fjz) 
gix) gix) ~ g(a) g'(z)' 

Ahora, zdepende de*, perozesta atrapada entre* y a, de modo que zdebe tender 
a a cuando * —> a. Concluimos que 


lim M = lim m 

g{x) g (z) 


= lim 


fix) 


°g’(xy 


bajo la hipotesis de que el limite del lado derecho existe. Asi, hemos verificado la 
regia de THopital en la forma de la ecuacion (1). □ 


Apendice H ^ m 

Demostracion de la 
formula de Taylor 


Se conocen varias demostraciones diferentes de la formula de Taylor (teorema 2 
de la seccion 11.4), pero ninguna de ellas parece estar bien motivada; cada una 
requiere cierto “truco” para iniciar la demostracion. El truco que utilizaremos aqui, 
sugerido por C. R. MacCluer, consiste en iniciar introduciendo una funcion 
auxiliarF(A), definida como sigue: 


Fix) = fib) - fix) - f'ix)ib - x) ~ x) 2 

f^ n Hx) 

- ■■■ - J -^rib - *)" - Kib - *)" +l , (1) 

n 


donde la constante K se elige de modo que F(a) = 0. Para ver que en re alidad existe 
tal valor de K, podriamos sustituir * = a del lado derecho y F (*) = F(a) = 0 del 
lado izquierdo en la ecuacion (1) y despues despejar K de manera rutinaria, pero 
no necesitamos hacer esto de manera explicita. 

La ecuacion (1) pennite ver que tambien F (6) = 0. Por tanto, el teorema de 
Rolle (seccion 4.3) implica que 


F'iz) = 0 


( 2 ) 


para algun punto z del intervalo abierto (a, b) (bajo la hipotesis de que a < b). 
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Para ver lo que significa la ecuacion (2), derivamos ambos lados de la ecuacion 
(1) y encontramos que 

F'{x) - -f\x) + [/'(*) - /"(*)(& ~ x)] 


+ 

+ 

+ 


f"(x)(b - x) - -r\x){b - xf 

^/ (3) U)(& - xf - ^/ (4) U)(6 - *) 3 


+ 


L(«^lj! /W(jc)(fc ~ Jc) " _l ” h. f( " +[)[x){b ” x) " 

+ (n + \)K(b — x) n . 

Con una inspeccion cuidadosa de este resultado, vemos que todos los terminos, 
excepto los dos ultimos se cancelan en pares. Asi', con la suma “telescopica” 
anterior se obtiene 

f ( n+1 

F'(x) = (n + 1 )K(b - x)" - ( b ~ x)". (3) 

Por tanto, la ecuacion (2) significa que 

(n + \)K(b - z)" ~ - w , {b - z)" = 0. 

En consecuencia, podemos cancelar ( b - z) n y despejamos para obtener 

f {n+[) (z) 

K = - -— (4) 

(n + 1 )! 

Por ultimo, regresamos a la ecuacion ( 1 ) y sustituimos x = a, F (.x) = 0 y el 
valor de K dado en la ecuacion (4). El resultado es la ecuacion 

0 = f{b) - f(a) ~ f'(a)(b ~ a)~ f -^-{b- af 

- a)" - ;TT ^T7 (b - a)" + \ 


n\ 


(n + 1)! 


que es equivalente a la formula de Taylor requerida, la ecuacion (11) de la seccion 
11.4. □ 


Apendice I 

Unidades de medida y 
factores de conversion 


UNIDADES CIENT1F1CAS MKS 

□ Longitud en metros (m), masa en kilogramos (kg), liempo en segundos (s) 

□ Fuerza en newtons (N); una fuerza de 1 N imparte una aceleracion de 1 m/s 2 a 
una masa de 1 kg 

□ Trabajo en joules (J); 1 J es el trabajo realizado por una fuerza de 1 N actuando 
a traves de una distancia de 1 m 

□ Polencia en watts o vatios (W); 1 W es 1 J/s 


UNIDADES BRITANICAS DE INGENIERIA (fps) 


□ Longitud en pies,/i/e/'za en libras (lb), tiempo en segundos (s) 

□ Masa en slugs; 1 lb de fuerza imparte una aceleracion de 1 pie/s 2 a una masa 
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de un slug. Una masa de m slugs en la superficie de la tierra tiene un peso de 
w = mg libras (lb), donde g~ 32.17 pies/s 2 
□ Trabajo en pies • libra, potencia en pies • libra/s 


FACTORES DE CONVERSl6N 

1 pulgada = 2.54 cm = 0.0254 m, 1 m = 3.2808 pies 
1 milla = 5280 pies; 60 mi/h = 88 pies/s 
1 lb = 4.4482 N; 1 slug= 14.594 kg 
1 caballo de fuerza (hp) = 550 pies • libra/s = 745.7 W 

□ Aceleracion gravitational, g = 32.17 pies/s 2 = 9.807 m/s 2 

□ Presion atmosferica : 1 atm es la presion ejercida por uha columna de mercurio 
con 76 cm de alto; 1 atm » 14.70 lb/pulgada cuadrada » 1.013 x 10 5 N/m 2 

□ Energia calorifera : 1 Btu » 778 pies • lb » 252 cal, 1 cal = 4.184 J 


Apendice J 
Formulas de algebra, 
geometria y 
trigonometrla 


PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES 

a m a n = a m+n , (a m ) n = a mn , {abf = a n b n , a mM = V^‘\ 
en particular, 

a 1/2 = \Ta. 

Si a * 0, entonces 

a m 1 

d m ~ n = a n = — y a 0 = 1. 

a n a n y 


FORMULA CUADRATICA 

La ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx + c = 0 (a =£ 0) 

tiene las soluciones 

— b ± \/b 2 — 4 ac 

' x =---. 

2 a 

FACTORIZACION 

a 2 - b 2 - (a - b)(a + b) 

a 3 — b* = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 

a 4 - b 4 = (a - b)(a 3 + a 2 b + ab 2 + b 3 ) 

— {a - b)(a + b)(a 2 + b 2 ) 
a 5 - b 5 = (a - b)(a 4 + a 3 b + a 2 b 2 + ab 3 + b 4 ) 
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(El patron continua.) 


a 3 + b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) 

a 5 + b 5 = (a + 6)(a 4 - a 3 b + a 2 6 2 - + b 4 ) 

(El patron continua para exponentes impares.) 



AREA Y VOLUMEN 

En la figura J.l, los simbolos tienen los siguientes significados: 

A\ area b\ longitud de la base r: radio 

B: area de la base C: circunferencia V\ volumen 

h\ altura /: longitud w: ancho 



Paralelepipedo rectangular: Pirimide: Cono circular recto: Cilindro circular recto: Esfcra: 

V = M v =\ Bh V=\nr 2 h=±Bk V=nr 2 h = Bh V = yA=4nr 2 

Figura J.l Las formas geometricas basicas 


TEOREMA DE PITAGORAS 

En un triangulo rectangulo con catetos ay b e hipotenusa c, 

a 2 + b 2 = c 2 . 


Apendice J 
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f6rmulas de trigonometria 



c 


Figura J.2 Un triangulo 
arbitrario 


Apendice K m 

El alfabeto griego 


sen(-0) 
sen 2 6 + cos 2 6 
sen 26 
cos 26 
sen (a + /3) 
cos(a + /3) 

tan(a + /3) 

2 0 

sen- 

cos - 
2 


-sen0, cos(-0) = cos 6 
1 

2 sen 6 cos 6 

cos 2 6 - sen 2 6 

sen a cos /3 + cos a: sen j8 

cos a: cos (3 — sen a: sen j8 

tan o: + tan j8 
1 - tan a tan /3 

^(1 - cos 6) 

^(1 + cos 6) 


Para un triangulo arbitrario (figura J.2): 


Ley de los cosenos: 
Ley de los senos; 


c 2 = a 2 + b 2 - lab cos C. 

sen A _ sen B _ sen C 
a b c 


A 

a 

alfa 

I 

L 

iota 

P 

P 

ro 

B 

p 

beta 

K 

K 

kappa 

2 

a 

sigma 

r 

y 

gamma 

A 

A 

lambda 

T 

T 

tau 

A 

5 

delta 

M 


my 

Y 

V 

ip si Ion 

E 

€ 

epsilon 

N 

V 

ny 

<t> 

4> 

fi 

Z 

t 

zeta 

H 

£ 

xi 

X 

X 

ji 

H 

V 

eta 

0 

0 

omicron 


4> 

psi 

0 

e 

teta 

n 

7 T 

Pi 

n 

CO 

omega 
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Apendices 



Respuestas a los problemas 
impares 


Seccion 1.1 (pagina 11) 


1. 14 


3. 0.5 


5. 25 


7. 27 


9. y “ 77 


11 . (a) — -; (b) a; (c) -L;(d) 2 
a Vo a 


13. (a) 


1 


:;(b) 


a 


;;(c) 


1 


S(d) 


1 


fl 2 + 5’ "" 1 + 5a 2 ’ a + 5’ v “' a 4 + 5 

IS. \ 17. ± 3 19. 100 21. 36 

h 


23. 2ah + h 2 


25.-- 


27. {-1, 0, 1} 


j 39. Todos los numeros reales distintos de 3 


a(a + h) 

29. {-1,1} 31. R 33 .R 35. [§,«>) 

37. t S l 

41. R 43. [0, 16] 

45. Todos los numeros reales distintos de 0 

47. C(A) = 2Vtl 4, /I a 0 M > 0) 

49. C(F) = I(F - 32), F > -459.67 


51. A(x) = a: V16 - * 2 , 0 i r S 4 (o 0 < a: < 4) 
53. C(x) = 3x 2 + —,x> 0 

X 

55. A(r) = 2t rr 2 + —, r > 0 


57. V(x) = x(50 - 2x) 2 , 0 ^ x ^ 25 (o 0 <x < 25) 
59. Perforar 10 pozos nuevos. 61. 0.38, 63. 1.24 
65. 0.72 67. 3.21 69. 1.62 


Seccion 1.2 (pagina 22) 

1. AB y BC tienen pendiente 1. 

3. AB tiene pendiente -2, pero BC tiene pendiente - ~ . 

5. AB y CD tienen pendiente -1; BC y DA tienen pendiente 2. 
7. AB tiene pendiente 2 y AC tiene pendiente -1. 

9. m = 3 , b - 0 11. m = 2, b = 3 

13. m = -1, b = f 15. v = -5 


17. y - 3 = 2(x - 5) 19. y - 2 = 4 - x 

21. y - 5 = -2(x - 1) 23. x + 2y = 13 

25. ■y V26 - 1.568929 
„ ^ 125F + 57,461 

33. K - -^-; F = -459.688 cuando^T=0. 

35. 1136 galones/semana 37. x = -2.75, y = 3.5 
39. x — y, y = -1 41.x = f,y = -I 

43. x = = ¥ 45. x = ^,y = 


Seccion 1.3 (pagina 30) 


1. Centro (2, 0), radio 2 

3. Centro (-1,-1), radio 2 

5. Centro (-1,1), radio 1 

7. Se abre hacia arriba, vertice en (3, 0) 

9. Se abre hacia arriba, vertice en (-1,3) 

11 . Se abre hacia arriba, vertice en (- 2 , 3) 

13. Circulo, centro (3, -4), radio 5 

15. No existen puntos en esta grafica. 

17. La grafica es el segmento de recta que une e incluye a los 
puntos (- 1 ,7) y (1,-3). 

19. Parabola, se abre hacia abajo, vertice en (0, 10) 



Respuestas a los problemas impares 


A -35 





25. El dominio de/consta de aquellos numeros x tales que 
I jc | S3. 




43. 

4 

2 

1 1 

y -... 45. 

__ 2 

“ “ i i 1 1 

“ Discontinua para 
_ todo valor entero 
dex 

L i 1 ! 

-/(*) = 112*11 


-2 -1 

—■2 

— -4 

1 2 * 

-2 


47. (1.5, 2.5) 49. (2.25, 1.75) 51. (2.25, 8.5) 

53. (-f,f) 55 - 144 pies 57. 625 

Secci6n 1.4 (pagina 33) 


1. (/ + g)(x) = X 2 + 3x - 2, dominio /?; 
(/ ■ g)M = * 3 + 3x 2 - x - 3, dominio/?; y 

x + 1 

(f/g) W = x 2 + 2x - 3 * dominion * 1 , “3 


3. (/ + g)(x) = Vx + Vx - 2,dominion = 2; 
(/ ■ g)M = V^c 2 - 2x,dominion = 2; 


(f/g) (x) = dominio x> 2 


5. (/ + g)(x) = Vx 2 + 1 + J- 

V4 - x 2 

(/ • g)(x) = ViV , (//«)W = V4 + 3x 2 - x 4 , 
V4 - x 2 


cada una con dominio -2 < x < 2 


7 . (/ + g)(x) = x + sen x, dominio/?; 
(/ -g)M = x sen x, dominio R;(f/g)(x) = 


dominio todos los numeros reales que no son multiplos ente- 
ros de K 


9 . (/ + g)(x) = Vx 2 + 1 + tan x, (/ • g)(x) = 

(x 2 +1 ) 1/2 tan x, am bas con dominio igual a todos los nu¬ 
meros reales x tales que x no es un multiplo entero impar de 

7d2\ 


(. f/g)(x) = 


Vx 2 + I 


tan x dominio todos los numeros reales x 
tales aue x no es un multmlo entero de itfl 


11. Fig. 1.4.20 
17. Fig. 1.4.23 
23. Fig. 1.4.30 

31. 1 


13. Fig. 1.4.21 
19. Fig. 1.4.28 
25. 3 
33. 5 


15. Fig. 1.4.24 
21. Fig. 1.4.29 
27. 1 29. 0 

35. 3 


Capitulo 1 Problemas diversos (pagina 47) 

1. X & 4 3. X * ± 3 5. X ^ 0 7. x S l 

9. R 11. 4 S p S 8 13. 2 < / < 4 

15. V(S) = (S/ 6) 3/2 , 0 < S < oo 
V3 

17. A = A(P ) = — P\ 0 < P < oo 
36 

19. y — 5 - 2(x + 3) 21. 2 y 

23. x + 2 y = 11 


10 



Respuestas a los problemas impares 


A-36 





37. (-oo, -2) U (3, oo) 

41. -1.140, 6.140 
45. -5.021, 0.896 
49. G, -!) 

53. x - 0.4505 
57. 3 

Secci 6 n 2.1 (pagina 57) 
1 . 0 3. 2x 5. 4 

11. 2 - 13. 8 * 

50 


39. (-oo, -2) U (4, oo) 
43. 1.191, 2.309 
47. (U) 

51 . (-M) 

55. 3 
59. 3 


7. 4* — 3 
15. (0, 10) 


9. 4* + 6 
17. (1, 0) 


19. (50, 25) 21. /'(*) = 3; y - 5 = 3(x - 2) 

23. /'(*) = 4* - 3; - 7 = 5(* - 2) 

25. /'(*) = 2* - 2; >> - 1 = 2(* - 2) 


39. No existe 

43. 1 


41. -U“ 3/2 


45. 


+ 2x 


( 2 x + l ) 2 * (x + l ) 2 

49. El li'mite existe exactamente cuando el numero real a no 
es un entero. 

51. g(x) -> 0 cuando x -> 3, perog(3) = 1. 

53. h(\/2) = 0, pero < 0. 

Seccion 23 (pagina 80) 


1 . 0 
7. 5 
15. 1 
23. i 


3. 5 5. -oo (o "no existe") 


9. No existe 

17. i 19. 1 
25. 1 27. 0 


11. 1 

21- 'i 

29. 3 


13. 0 


31. No existe 33. 0 
37. +oo (o “no existe”) 

43. -1 45. 2 

49. f{x) -» -+- oo cuando x- 
51. f(x) ^ + oo cuando x - 


35. 0 

39. -1 41. 1 
47. -1 

» 1 + , /(x) -^-oo cuando x^> 1 “ 
- 1 ", f(x) ^ - oo cuando x - 1 + . 


53. /(x) —> + oo cuando x —» 2 , /(x) —> - oo cuando x —> -2 + . 
55. /(x) — > + oo cuando x^ 1 . 

57. /(x) —> — oo cuando x -> -2 + , /(x) -> + °o cuando x -> -T. 
y/to —> - ^cuando x —> 2 . 

59. Si h es un entero, entonces/(x) -> 2 cuando x -> 

61. Si « es un entero par, entonces el limite del lado derecho 
en n es 1 y el limite del lado izquierdo en n es -1. Si n es un 
entero impar, entonces el limite del lado derecho en n es -1 y 
el limite del lado izquierdo en n es 1 . 

63. El limite del lado derecho en el entero n es 1; el limite del 
lado izquierdo en n es 0 . 


27. /'W = - + 4y = 4 

29. f'(x) = - 3,; x + 4y = 3 

31.f'(x)=--^jy 2 ;y-2=-2(x-2) 

33. = 2x; y - 4 = -4{x + 2), y - 4 = \ {x + 2) 

ax ^ 

35. ^ = 4x + 3; >> - 9 = 11 (x - 2), 
dx 

y ~ 9 = - n(* - 2 ) 


37. M3) = 

144 (pies) 

39. 625 

41. y= 12(x- 

3) 

43. (1, 1) 

45. 12 

47. 0.5 

49. -1 


Seccion 2.2 (pagina 69) 




1 . -12 

3. -1 

5. 128 

7 — - 

9. 6 

11 . 16V2 

13. 1 

15. } 

17 - — 

1 54 

19. 2 

21. 4 

23. -i 

25. -32 

27. 1 

29. 0 

31. 9 

33. 2 

35. 2 

37. 13 


Respuestas 

a los problemas impares 




Secci 6 n 2.4 (pagina 90) 

1" f(g(x)) = ~4x 2 - 12x - 8; g(f(x)) = -2x 2 + 5 
3. f(g(x)) = V* 4 + 6x 2 + 6, g(f(x)) = x 2 
5. f(g(x)) = g(f(x)) = x 
7. f(g(x)) = sin x 3 ; g(f(x)) = sin 3 * 

9. f(g(x)) = 1 + tan 2 *; g(f(x)) = tan(l + * 2 ) 

Los problemas 11 a 19 tienen muchas respuestas correctas. 
Daremos solamente la mas natural. 

11. k = 2, g{x) = 2+3* 13. k = 5 , g(x) = 2* — x 2 

15. k=l, g(x) = 5 - x 2 17. k = — 1, g(x) = * + 1 

19. i = - 5, g(x) = * + 10 

21. R 23. (-00, -3) U (-3, +00) 

25. R 27. (-00, 5) U (5, +°°) 

29. (-00, 2) U (2, +«>) 31. (-00, l) u (1, +00) 

33. (-00, 0) U (0, 1) U (1, +00) 35. (-2, 2) 

37. (-00, 0) U (0, +00) 

39. En todo numero real distinto de los multiplos enteros de 
71 12 


A-37 




33. 500 pies; 10s 


41. R 

43. Discontinuidad no removible en x = -3 

45. Discontinuidad removible en x = 2; sea/(2) = 1. Discon¬ 
tinuidad no removible enx = - 2 . 

47. Discontinuidades no removibles enx = ±1 
49. Discontinuidad no removible enx = 17 
51. Discontinuidad removible en x = 0; sea/(0) = 0 
59. Dado: f(x) = x 3 - 4x + 1 . Valores de/(x): 

x -3 -2 -1 0 12 3 

f(x) -14 1 4 1 -2 1 16 


35. (a) 2.5 meses; (b) 50 ardillas por mes 

37. Muy aproximadamente: 1^20) = 50 millas/hora; i><40) = 

62 millas/hora. 

41. K'(30) =-25 tv/\2 pulgadas cubicas/segundo; es decir, 
el aire sale a razon de 6.545 pulgadas cubicas/segundo. 

43. (a) V'(6) = -144 ;rcm 3 /h; (b) —156 ;rcm 3 /h 
45. Cuando t = 2 s, v = 0 m/s 

Section 3.2 (pagina 115) 


63. Discontinuidad en x = 3 n para todo entero n 


Capitulo 2 Problemas diversos (pagina 92) 

1. 4 3. 0 5. -§ 7. -2 9. 0 

11. 4 13. 8 15. i 17.-2. 19 . - \ 

21. 1 23. No existe 25. +°° (o "no 

existe") 27. + oo 29. -oo 31. 3 33. \ 

35. 0 37. 1 39. 2 

41./'W = 4x;y - 5 = 4(x - 1) 

43./'W = 6x + 4;y - 2 = 10(x - 1) 

45./'W = 4x - 3;y = x - 1 

47. 4x + 3 49. ——-—rz 51. 1 + —: 

(3 - x) 2 x 2 

53. - -—- 55. a = 3 ± V5 

(x - l ) 2 

57. g(x) = x - x 2 o g(x) = x 2 - x 

59. g(x) = x + 1 61. g(x) = Vx 4 + 1 

63. Discontinuidad no removible en x = -1; discontinuidad 
removible enx = 1 ; sea/( 1 ) = y. 

65. Discontinuidad no removible en x = -3; discontinuidad 
removible enx= 1 ; sea/( 1 ) = 7 . 


Secci 6 n 3.1 (pagina 105) 


1. f(x) = 4 
dy 

5. -f- = 4x + 3 
dx 

^ dx 

9. — = ~\0y + 17 
dy 

13. /'(*) = 2x 


1 


17. f(x) = -- 

V2* + 1 

21 . *( 0 ) = 100 

23. *(2.5) = 99 

27. y(2) = 64 (pies) 


3. h’(z) = 25 - 2z 
dz 

7. -p = 10« — 3 

du 


11. /'(*) = 2 


is. f(x) = 

19. /'(*) = 


-2 

(2* + l) 2 

1 

(1 - 2*) 2 


25. *(—2) = 120 
29. y(3) = 194 (pies) 


1 . /'(*) = 6 * - 1 

3. /'(*) = 2(3* - 2) + 3(2* + 3) 

5. h’(x) = 3 * 2 + 6 * + 3 7. /'(>) = 12 > 2 - 1 

1 1 


9. g ’(*) = 

11. A'(*) = 


(* - l ) 2 (* + l ) 2 

3(2* + 1) 


(* 2 + * + l ) 2 
13. g'(t) = (r 2 + l)(3r 2 + 2 1) + ( t 3 + t 2 + l)(2r) 

1S -*' b) = - 2 ? + 3 ? 

17. g'(y) = 30;y 4 + 48 y 3 + 48;y 2 - 8;y - 6 


19. g'(t) = 


t 


23. g '(*) = - 


(f + D 3 

6* 3 + 15 


21 . v'(t) = - 


(f - l ) 4 


25. g'(x) = 


(* 3 + 7* - 5 ) 2 
4 * 3 - 13* 2 + 12* 


(2* - 3 ) 2 


27. ^ = 3* 2 - 30* 4 - 6*- 5 

dx 


29 dy = 2x 5 + 4x 2 


15 


dx 

dy 1 

3L = 3 + t -3 

<ix 2x 3 


dy _ 2x - 1 - 4x 2 
<ix 3x 2 (x - l ) 2 


dy _ x 4 + 31x 2 - lOx - 36 
dx (x 2 + 9 ) 2 


3 _ 30x 5 (5x 5 ~ 8 ) 

dx (15x 5 - 4 ) 2 


^ = * 2 + 2 * 
' ' (* + l ) 2 


dx 

43. x + y = 3 
47. 18x - y = -25 


41. 12 X - y = 16 
45. 5x - y = 10 
49. 3a + y — 0 

51. (a) Se contrae; (b) -0.06427 cm 3 /°C 
53. 14,40077 ~ 45,239 cm 3 /cm 
55. y = 3a + 2 

57. Suponga que alguna recta es tangente a (a, a 2 ) y a ( 6 , 6 2 ). 
Utilice la derivada para mostrar que a = 6 . 


A-38 


Respuestas a los problemas impares 



59. x = -- -jco 

n 

65. g'{x) = 17(* 3 - \lx + 35) 16 (3x 2 - 17) 
71. 0, ±V3 


Seccion 3.3 (pagina 124) 

1. ^ = 15(3* + 4) 4 3. $ = -3(3* - 2)- 2 

ax dx 

5. ^ = 3(* 2 + 3* + 4) 2 (2* + 3) 
dx 

7. £ = -4(2 - *) 3 (3 + *) 7 + 7(2 - *) 4 (3 + *) 6 
^ dy _ 6x + 22 


41. ^ = 4(* + l) 3 = 4* 3 + 12* 2 + 12* + 4 


dx (3* - 4) 4 
11 . = 12[1 + (1 + *) 3 ] 3 (1 + *) 2 




15. ^ = 48[1 + (4* - 1) 4 ] 2 (4* - l) 3 
dx 

dy _ 12(1 - *- 4 ) 2 4(1 - *- 4 ) 3 

■ r 9 v 5 


4(* 12 - 6* 8 + 9* 4 - 4) 


dy 


19. -f- = -4*- 5 (*- 2 - *- 8 ) 3 
dx 

+ 3*- 4 (8*~ 9 - 2*- 3 )(*" 2 - *" 8 ) 2 
2(* 3 - 1) 2 (* 3 + 1) 2 (5* 6 - 14) 

* 29 

21 . u(x) = 2* - * 2 , n = 3; 

/'(*) = 3(2* - * 2 ) 2 (2 - 2*) 

23. u(x) = 1 - * 2 , n = -4;/'(*) = 8*(1 - * 2 ) -5 

. * + 1 _ . 14(* + l) 6 

25..W-—., = 7 ; /W- - (J _ i). 

27. g'(y) = 1 + 10(2? - 3) 4 
29. F'(j) = 3(j - r 2 ) 2 (l + 2s~ 3 ) 

31 ./'(«) = 8 u(u + 1) 3 (m 2 + l) 3 + 3 (u + 1) 2 (m 2 + l) 4 
33. h'(v) = 2(v - l)(u 2 - 2v + 2)(v' 3 )(2 - v)~ 3 
35. F'(z) = 1Q(4 - 25z 4 )(3 - Az + 5z 5 )-" 

37. ^ = 4(* 3 ) 3 • 3* 2 = 12*“ 
dx 

39. ~ = 2(x 2 - l)(2x) = 4x 3 - 4x 
dx 


45. /'(x) = 3x 2 cos x 3 


43 ^ 2 * 

* dx (x 2 + l ) 2 

47. g'(z) = 6 (sen 2z ) 2 cos 2 z 49. 40 ;r pulgadas cuadra- 
das/segundo 51. 40 pulgadas cuadradas/segundo 

53. 600 pulgadas cubicas/hora 55. -18 
57. 400;r~ 1256.64 cm 3 /s 59. 5 cm 

61. Tiempo total de fusion: 2/(2 - 4 I/3 ) - 4.85 h; se funde 
completamente cerca de las 2:50:50 p.M.de ese dia. 

Seccidn 3.4 (pagina 129) 

l./'W = 1 Ox 3/2 - x “ 3/2 3. fix) = (2x + 1 )- 1/2 

5./'W = — 3x _3/2 - §x I/2 7. /'(x) = 3(2x + 3 ) I/2 

9. /'(*) = 6*(3 - 2* 2 )~ 5/2 11 . /'(*) = — 3 ^ 2 

2 V * 3 + 1 

13./'(*) = 2 *( 2* 2 + l )- r / 2 
15. /'(<) = 3t 2 (2t 3 )-' /7 = § VTi 
17./'(*) = §(2 * 2 - * + 7) 1 / 2 (4* - 1 ) 

19. *'(*) = ~l(x - 2* 3 ) _7/3 (l - 6 * 2 ) 

21 . /'(*) = (1 - * 2 )'/ 2 - * 2 (l - x 2 )-'n 
= (1 - 2* 2 )(1 - * 2 )-'/ 2 

\- ,/2 (/ 2 - 1)(2<) - (2 t)(t 2 + 1) 




« 2 - l ) 2 

= —2t(t 2 + l)-'/ 2 (/ 2 - I )- 3 / 2 
2S./V)-3(*-iJ(l +1 
v + 2 


27./» = -■ - 

2u 2 Vt> + 1 

29./'U) = Ki - *T 2/3 (— 2 *) 

31. /'(*) = (3 - 4*) 1/2 - 2*(3 - 4*) _1/2 

33. /'(*) = (— 2*)(2* + 4) 4/3 + |(1 - * 2 )(2* + 4) l/3 

35. *'(/) = -2r 2 (l + r‘)(3/ 2 + l)‘/ 2 

3/ 4 — 3/ 2 — 2t — 2 

+ 3/(1 + r‘) 2 (3/ 2 + l)-'/ 2 = 


/ 3 V3/ 2 + 1 
2(3* + 4) 5 - 15(3* + 4) 4 (2* - 1) 

' ;U (3* + 4)'° 

= 23 - 24* 

~ (3* + 4) 6 
39. /'(*) = 

(3* + 4) 1/3 (2* + l)- ,/2 - (3* + 4)~ 2/3 (2* + 1) 1/2 
(3* + 4) 2/3 
x + 3 


(3x + 4) 4/3 (2x + l) 1 ' 2 


Respuestas a los problemas impares 
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41. h'(y) = 


(1 + y )-' 2 - (1 - y )- /2 

2 y 5/3 

5[(1 + y) l/2 + (1 ~ y)' /2 ] 


3 ^ 8/3 


_ (7 y - 10) VT + y - (7y + 10)Vl ~ y 
6 y 8/3 V 1 — y 2 

43. *’(r) = j[f + (t + f l/2 ) ,/2 ]-' /2 X 
[1 + i(t + f l/2 )- |/2 (l + ir l/2 )] 


= 2Vt + Vt 
2 \/f + Vt + Vt 

45. No tiene tangentes horizontales; tangente vertical en (0, 0) 
47 . Tangente horizontal six=\y y~l VT; tangente vertical 
en ( 0 , 0 ) 

49. No tiene tangentes horizontales ni verticales 
51. 7^/32 - 0.3084 (s/pie) 

53. (2/V5, 1/V5) y (-2/V5, -1/V5) 


55. x + 4y = 18 

57. 3* + 2y = 5 y 3 * - 2y = -5 
59. La ecuacion (3) es una identidad , y si dos funciones 
tienen graficas identicas en un intervalo, entonces sus deriva- 
das tambien son identicas en ese intervalo. 


Seccion 3.5 (pagina 138) 

1. Max.: 2; no hay min. 

5. Max.: 2; min.: 0 
9. Max.:-1/6; min.:-1/2 
13. Max.: 3; min.: -5 
17. Max.: 52; min.: -2 
21. Max.: 5; min.: 1 
25. Max.: 10; min.: -22 
29. Max.: 13; min.: 5 


3. No hay max.; min.: 0 
7. Max.: 2; min.: 0 
11. Max.: 7; min.: -8 
15. Max.: 9; min.: 0 
19. Max.: 5; min.: 4 
23. Max.: 9; min.: -16 
27. Max.: 56; min.: -56 
31. Max.: 17; min.: 0 


33. Max.: 3/4; min.: 0 

35. Max.: 1/2 (en * =- 1 ); min.:-1/6 (en * = 3) 
37 . Max.:_/"( 1/V~2) = 1/2; min.: /(-1/V~2) = -1/2 


39. Max.:/(3/2) = 3 • 2^/3; min.:/(3) = -3 
41. Considere los casos A = 0 y A * 0. 

47. (c) 49. (d) 51. (a) 

Seccion 3.6 (pagina 149) 


1.25 y 25 3. 1250 5. 500 pulgadas cubicas 

7. 1152 9.250 11. 11,250 yardas cuadradas 13. 128 


15. Aproximadamente 3.9665 °C 17.1000 cm 3 
19. 0.25 m 3 (todos cubos, sin cajas que no tengan tapa) 

21 . 2 piezas iguales proporcionan un area total minima de 
200 pulgadas cuadradas; ningun corte proporciona un cuadra- 
do de area maxima 400 pulgadas cuadradas. 

23. 30,000 m 2 


25. Aproximadamente 9259.26 pulgadas cubicas 
27. Cinco prensas 

29. El valor de * que minimiza es -2 + 1 0/3 V~6 pulgadas. Si 
redondeamos a enteros, utilizamos * = 6 pulgadas de aisla- 
miento para un ahorro anual de $285. 

31. $1.10 o $1.15 33. Radio 2/3 R t altura 1/3 H 

35. Sea R el radio del circulo y recuerde que R es constante. 


37. 


200077-V3 
27 


43. Cada tabla tiene ancho 


39. Max.: 4, min.: VT 6 

-3V2 + V34 


altura 


V7 - Vl7 


8 


41. 5 V3 


0.198530, 


0.848071, y area 


V7 - Vl7 (-3V2 + V34) 


= 0.673500. 


45 . 2/3 VT ~ 1.1547 km desde el punto mas cercano a la isla. 
47 . 1/3 VT 49. x real - 3.45246 


51. Para minimizar la suma, elija el radio de la esfera como 
5 [ 10 /^r+ 6 ] 1/2 y la longitud de la arista del cubocomo 10 [ 1 0 /tt 
+ 6 ] j. Para maximizar la suma, elija la longitud de la arista 
del cubo como cero. 


Seccion 3 

1 . r m 

5. f(x) 


1 (pagma 161) 

= 6 sen x cos x 3. f{x) = cos x - xsen x 
x cos x - sen* 


7. f'(x) = cos 3 * 7 2 sen 2 * cos * 
9. g f (t) = 4(1 + sen ?) 3 cos t 
sen t - cos t 


11 . g’{t) = 


13. f(x) 
15. f W 
17. g'{t) -- 
19. g'{t) ■ 

21 - £ = 


(sen t + cos t) 2 

= 2 sen * + 2* cos * - 6 * cos * + 3 * 2 sen* 
= 3 cos 2* cos 3* — 2 sen 2* sen 3* 

= 3 r 2 sen 2 2t + 4r 3 sen2r cos 2 1 
= — |(cos 3 1 + cos 5r) 3/2 (3 sen3r + 5 sen 5r) 
1 


—-sen V* cos V* 

vT 


23. 7 ^ = 2* cos(3* 2 - 1) - 6* 3 sen(3* 2 - 1) 
dx 


25. 


dy 

dx 


dx 


2 cos 2* cos 3* - 3 sen 2* sen 3* 

3 sen 5* sen 3* + 5 cos 5* cos 3* 
sen 2 5* 
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29. = 4xsen x 2 cos x 2 

dx 

33. = sen* 2 + 2x 2 cosx 2 

dx 

35. ^ = |x“ 1/2 senx 1/2 + ^cosx 
dy 


dy _ cos 2Vx 

Tx ” 


1/2 


37. — = \x 1/2 (x - cosx) 3 

+ 3x 1/2 (x — cosx) 2 (l + senx) 

39. ^ = — 2x[sen(senx 2 )] cos x 2 
dx 

41. = 7x 6 sec 2 x 7 43. = 7sec 2 x tan 6 x 

dx dx 

dy 

45. — = 5x 7 sec 2 5x + 7x 6 tan5x 
dx 

dy sec Vx + Vx sec Vx tan Vx 

Tx TVx 
„ i i 

, 2 COt~r CSC^ 

49 . ^ =_ X 1 _ X 1 

dx x 3 

^ dy _ 5 tan 3x sec 5x tan 5x - 3 sec 5x sec 2 3* 
dx tan 2 3* 

= 5 cot 3x sec 5x tan 5x - 3 esc 2 3x sec 5x 

__ ^ 

53. — = sec * esex + xsecx tanxesex 
dx 

- xsecx esex cotx 
= xsec 2 x + sec x esc x - xcsc 2 x 
dy 

55. — = [sedsenx) tan(senx)]cosx 
dx 

^ dy _ sec x cos x - senx sec x tan x 
dx sec 2 x 


^ dy _ _ 5 esc 2 5 x 

' dx 2Vl + cot5x 


63. 7r/4 


65. jd 18 sec 2 5;r/l8 ~ 0.4224 mi/s (casi de 1521 mi/h) 

67. 2( ^ )7C pies/segundo (casi de 158.67 mi/h) 

69. kI3 

71. t kR 3 , jel doble del volumen de la esfera! 

3<3 

s 2 {8 - send) 


73. 


75. Sugerencia: A(8) = 


2 8 2 


Seccion 3.8 (pagina 169) 


x dy = X 3 _ _ J_6x 5 dy 

dx y dx 25 y ’ dx 


dy 

dx 


1. ~T~ = 


y Y 




9 


2*y — y 2 


</x 3y 2 + 2xy + x 2 


11 


3,-4, = 25 

dx 3? 


dy 1 — 2xy 


13 -f = 

dx 


3x + 4y = 10 


, B dy _ 2xy + y 2 

' s -7,-~WT 

dy _ 25y - 24x „ 

10 dy _ y* , _ 


21 .^ = 


dy _ 5x 4 y 2 - y 3 
dx 

dy _ _ 

dx 3xy — 2x 5 ’ 


3xy 2 - 2x 5 y’ 
5x 4 y - y 2 


de modo que siy * 0, 
la pendiente en (1,2) esi 


23 


dv v - x 2 . , 

-f- = J -, p er0 n0 existen tangentes horizontales 

dx y - 2 

(vease el problema 63). 

25. (2, 2 ± 2V2) 27. y = 2(x - 3), y = 2(x + 3) 

29. Tangentes horizontales en los cuatro puntos en que 
I x | = l/4>T6y |y| =1/4V~2; tangentes verticals en los dos 
puntos (-1, 0) y (1,0) 


4 327t 

31. — ~ 0.25645 pies/s 33. — ~ 0.80425 m/h 
57 t 125 

35. 20 cm 2 /s 37. 0.25 cm/s 39. 6 pies/s 

41. 384 mi/h 

43. (a) Cerca de 0.047 pies/minuto; (b) cerca de 0.083 
pies/minuto 

45. — ~ 44.44 pies/segundo 
47. Creciente en 16 ;rcm 3 /segundo 
49. 6000 millas/hora 

51. (a) n V~27 ~ 3.36 pies/segundo hacia abajo; (b) V 119 

pies/segundo hacia abajo 

53. Cuando t = 12 minutos; 32'f\3 ~ 115.38 mi. 

55. -21 « -0.1965 pies/s 

O 1 7T 
10 

57. - —— =» -0.0393 pulgadas/min 

O 1 7T 

59. 300V2 « 424.26 mi/h 61. ^ pies/s 
63. x 3 + y 3 - 3 xy + 1 

= i(x + y + l)[(x - yf + (x - l) 2 + (y - l) 2 ]. 


Seccion 3.9 (pagina 181) 

Nota : En esta seccion, sus resultados pueden diferir de estas 
respuestas en la ultima o las dos ultimas cifras decimales, 
debido a diferencias en las calculadoras o en los metodos para 
resolver las ecuaciones. 

1. 2.2361 3. 2.5119 5. 0.3028 7. -0.7402 


Respuestas a los problemas impares 
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9. 0.7391 11. 1.2361 13. 2.3393 15. 2.0288 

17. 2.1544 19. 1.8022 21. (b) 1.25992 

23. 0.45018 27. 0.755 (0.75487766624669276) 

29. -1.8955, Oy 1.8955 

31. —1.3578,0.7147 y 1.2570 son las tres soluciones reales. 

33. 0.8655 35. 3.4525 37. 0.2261 

39. a, = 2.029 = 1.29 |, a 2 * 4.913 = 3.13 |(ademas 

a 3 ~ 5.08 «4 « 7.06 


^ dy _ 3 cos 2jc cos 3jc + 4 sen 2jc sen 3jc 
d* 2 (sen 3jc) 3/z 


31. ^ = (sen 3 2*)(2)(cos 3*)(-sen 3*)(3) 


+ (cos 2 3jc)(3 sen 2 2jc)(2cos lx) 
= 6 cos 3jc cos 5jc sen 2 2x 


33. ^ = 5 
dx 

35 ^ 
d* 


sen' 




= [cos 2 (a; 4 + l) 1/3 ][ -sen (* 4 + l)>/ 3 ](* 4 + l)' 2 / 3 (4* 3 ) 


Capitulo 3 Problemas diversos (pagina 186) 


1 . 

dy = 

lx -L 2. — = —- 

1 


dx 

dx 2 Vx 

3* 4/3 

5. 

dy = 
dx 

7(* - 1) 6 (3* + 2 ) 9 + 27 (* ■ 

- 1) 7 (3* + 2) 1 

7. 

dy = 
dx 

4(3* - 5 * _2 ) 3 (3 + *- 3 ) 


9. 

dy = 

y _ 9 



dx 

* * 2 


11 . 

dy = 
dx 

-§(* 3 - *) _5/2 (3* 2 - 1) 


11 

dy = 

-2(1 + * 2 ) 3 -2* 



dx 

(* 4 + 2* 2 + 2) 2 (1 + * 2 ) 2 



4*(1 + * 2 ) 
(* 4 + 2* 2 + 2) 2 


15. £ - \[x' r ‘ + 

17.g-g ■(,+ !)■ 

<ijc du dx {u — l) 2 2 


1/2 


_ 1 - 2jc? 2 
<ijc 2jc 2 y - 1 


V* + 1 (V* + 1 - l) 2 

V3 


2 + 


1 + 


iVx 


2VV3* 


+ 2 * 


21 . __ # 

** 2 V* + VV3* + 2* 


23.£=-^r 

<ix \jc/ 


_ 1 8(jc 3 + 3jc 2 + 3jc + 3) 2 

5 * dx ~ (jc + l) 10 

dy _ (2 cos jc + cos 2 jc + 1) sen jc 

* dx I 2 

2(1 +cosjc) 2 J sen * 

V 1 + cos jc 


37. jc - 1 39. jc-0 41. 0.5 pies/minuto 

43. \ 45. i 47. 0 

49. h'{x) = -jc(jc 2 + 25)“ 3/2 51. h'(x) = f (jc - 1) 2/3 

53. h'(x) = -2jcsen(jc 2 + 1) 



57. gQ 0 ' JE ~ °* 4 224 millas/segundo, cerca de 1521 

millas/hora 
59. R 2 

61. Area minima: (36;r7 2 ) 1/3 , obtenida al fabricar una esfera 
de radio (37/4/r) 15 ; area maxima: ^72/rK 2 ) 173 , obtenida al fa¬ 
bricar dos esferas iguales de radio j (W/7t) m 

63. 32/CR3/81 65. Mil 67. 36 pies 3 69. 3-U 

73. 2 millas desde el punto de la orilla mas cercano al primer 
pueblo 

tf? 2 \) 2 

75. (a)---; (b) cuando m = 1, por tanto cuando 

64(m 2 + 1) 

a= 7ti4 

77. 2.6458 79. 2.3714 81. -0.3473 

83. 0.7402 85. -0.7391 87. -1.2361 

89. Aproximadamente 1.54785 pies 

91. -2.7225,0.8013,2.3100 

97. 4 pulgadas cuadradas/segundo 

99. -50/(9^ ~-1.7684 pies/minuto 101. 1 pulgada/minuto 

Section 4.2 (pagina 196) 

1. (6jc + 8jc -3 ) dx 3. [1 + §jc 2 (4 - jc 3 )" i/2 ] dx 
5. [6jc(jc - 3) 3/2 + |jc 2 (jc - 3) 1/2 ] dx 
7. [(jc 2 + 25) 1/4 + 1jc 2 (jc 2 + 25) _3/4 ] dx 
9. - ^jc _1/2 sen jc 1/2 dx 
11. (2 cos 2 2 jc - 2 sen 2 2 jc) dx 
13. (f jc - 1 cos 2 jc - ^jc“ 2 sen2jc) dx 
15. (senjc + jccosjc)(1 - jc sen jc) -2 dx 
17. /(jc) ~ 1 + jc 19. f{x) « 1 + 2jc 
21. fix) ~ 1 - 3jc 23. fix) ~ jc 
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25. 3 - £ « 2.926 27. 2 - £ « 1.969 

29. ilfs « 0.06185 


31. 


, 77 
1 + 90 

V2 


0.7318 33. sen |cos | = 1.000 

37 dy _ y — x 2 
dx y 2 - x 
43. —40577/2 cm 3 
47. 6 W 

12.57 m 2 


3S.&--! 

dx y 

41. -4 pulgadas 2 
45. 10 pies 

49. 25;r~ 78.54 pulgadas 51. 477 - 
cubicas 


Secci6n 43 (pagina 206) 


1. Creciente para x < 0, decreciente para x > 0; (c) 

3. Decreciente para x < -2, creciente para x > -2; (f) 

5. Creciente para x<-\y para x > 2, decreciente en (-1,2); 

(d) 

7. f(x) = 2x? + 5 
9. f(x) = 2-Mx 
11. Creciente en R 

13. Creciente para x < 0, decreciente para x > 0 
15. Creciente para x<i, decreciente para x > t 

17. Creciente en(-l,0)y parax> 1, decreciente para x <-1 
yen (0, 1) 

19. Creciente en (-2, 0) y para x > 1, decreciente para x<-2 
Y en (0, 1) 

21. Creciente para x < 2, decreciente para x>2 

23. Creciente para x < - V 3, para - V~3< x< 1 y para x > 3; 

decreciente para 1 < x < VTy para V~3 < x < 3. 

25. /(0) = 0 = /(2), f'(x) = 2* - 2; c - 1 

27 ./(-i) = o = /(i), /'to = - (1 ^ 2)2 ;c = 0 
29. /'(0) no existe 

31. /(0)*/(l) 33. c = -t 35. c = # 

37. La pendiente promedio es y, pero l/'(x)| = 1 donde /'(x) 
existe. 

39. La pendiente promedio es 1, pero /'(x) = 0 cuando existe. 

41. Si g(x) = x 5 + 2x - 3, entonces g'(*) > 0 para todax en 
[0, 1] y g(l) = 0. Asi, x = 1 es la unica raiz de la ecuacion en 
el intervalo dado. 

43. Si g(x) = x 4 -3x-20, entoncesg(2) = -10 y g(3) = 52. Si 
x esta en [2, 3], entonces 

g’(x) = 4x 3 - 3 ^ 4-2 3 - 3 = 29 > 0, 

asi, g es una fiincion creciente en [2, 3]. Por tanto, g(x) puede 
tener a lo mas una raiz en [2, 3]. Tiene al menos una solucion, 
pues g(2) < 0 < g(3) y g es continua. 

45. Observe que/' (jc) = y (— 1 + Vx + 1). 


47. Suponga que f\x) tiene la forma 

a 0 + a x x + • • • + a n ~\x n ~ x . 

Construya un polinomio tal que p\x) =f\x). Concluya que 
f(x) =p(x ) + C en [a, b]. 

Secci6n 4.4 (pagina 216) 

1. Minimo global en x = 2 
3. Maximo local en x = 0, minimo local en x = 2 
5. No tiene un valor extremo en x = 1 
7. Minimo local en x = -2, maximo local en x = 5 
9. Minimo global en x = ± 1, maximo local en x = 0 
11. Maximo local en x = -1, minimo local en x = 1 
13. Minimo local en x = 1 
15. Maximo local en x = 0 
17. Maximo global en (;z/2, 1) 

19. Maximo global en (tt/ 2, 1), minimo global en (-;r/2,-1) 
21. Minimo global en (0, 0) 

23. Maximo global en (a, 7i\ minimo global en (- K ; -7t) 

25. Maximo global en (;r/4, 1) 27. -10 y 10 

29. (1, 1) 

31. 9 pulgadas deancho, 18 pulgadas de largo, 6 pulgadas de alto 
33. Radio 5 7T m cm, altura 10 7T m cm 
37. Base 5 pulgadas por 5 pulgadas, altura 2.5 pulgadas 
39. Radio (25//z) 1/3 ~ 1.9965 pulgadas, altura 4 veces el radio 

41. (1/2 V~6, 3/2) y (-1/2 V~6, 3/2); (0, 0) no es el punto mas 
cercano. 43. 8 cm 

45. L = V20 + 12N^4 + 24^2 = 8.324 m 

49. Altura (6F) 1/3 , arista de la base (9/2 F 2 ) 176 

Seccion 4.5 (pagina 225) 

1. (c) 3. (d) 

5. Parabola que se abre hacia arriba; minimo global en (1,2) 

7. Creciente Ul >2, decreciente en (-2, 2); maximo 
local en (-2, 16), minimo local en (2, -16) 

9. Creciente para x < 1 y para x > 3, decreciente en (1, 3); 
maximo local en (1,4), minimo local en (3, 0) 

11. Creciente para toda x, sin extremos 
13. Decreciente para x < -2 y en (-0.5, 1), creciente en 
(-2, -0.5) y para x > 1; minimo global en (-2, 0) y (1, 0), 
maximo local en (-0.5, 5.0625) 

15. Creciente para 0 < x < 1, decreciente para x > 1; maximo 
global en (1,2), no tiene grafica para x < 0 

17. Creciente para |x| > 1, decreciente para |x| < l,pero 
con una tangente horizontal en (0, 0); m&ximo local en 
(-1,2), minimo local en (1, -2) 


Respuestas a los problemas impares 
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15. 


19. Decreciente para x < -2 y en (0, 2), creciente para x > 2 
y en (-2, 0); minimo global en (-2, -9) y en (2, -9), maximo 
local en (0, 7) 

21. Decreciente para x < j, creciente para x > J 

23. Decreciente en (-2, 1), creciente para x<-2y para x > 

1, maximo local en (-2, 20), minimo local en (1,-7) 

25. Creciente para x < 0.6 y para x > 0.8, decreciente en (0.6, 
0.8); maximo local en (0.6, 16.2), minimo local en (0.8, 16.0) 
27. Creciente parax> 2 y en (-1,0), decreciente para x < -1 
y en (0, 2); maximo local en (0, 8), minimo local en (-1, 3), 
minimo global en (2, -24) 

29. Creciente para |x| > 2, decreciente para |x| < 2; maxi¬ 
mo local en (-2, 64), minimo local en (2, -64) 

3 1 . Creciente en todo punto, sin extremos; la grafica pasa por 
el origen; la pendiente minima j aparece enx = -j 
33. Creciente para x < - V~2 y en (0, V~2), decreciente para 
x > V~2 y ^en (-\2, 0); el maximo global 16 aparece cuando 
x = ± v2, minimo local en (0* 0) 

35. Creciente para x < 1, decreciente para x > l; maximo 
global en (1,3), tangente vertical en (0, 0) 

37. Decreciente en (0.6, 1), creciente para x < 0.6 y para 
x > 1; minimo local y un vertice en (1,0), maximo local en 
(0.6, 0.3527) (ordenadas aproximadas) 



45. (b) x 3 - 3x + 3 - (x + 2.1038)(x 2 - 2.1038x 
+ 1.42599); (c) x - 1.0519 ± 0.5652/ 


Seccion 4.6 (pagina 238) 

1. 8x 3 - 9x 2 + 6, 24x 2 - 18x, 48x - 18 
3. -8(2x - l)-\48(2x - 1)“ 4 , -384(2x - 1)“ 5 
5. 4(3? - 2) 1/3 , 4(3? - 2)“ 2/3 , -8(3? - 2)“ 5/3 
7. (y + I)" 2 , -2 (y + l)-\6(y + 1)“ 4 
9. - (l - r)" 4/ Mr 5/2 - $0 - r 7/3 , 

- Hr 7/2 - - 0~ IO/3 

11. 3 cos 3x, -9 sen3x, -27 cos 3x 

13. cos 2 x -sen 2 x, -4 senx cosx, 4sen 2 x - 4 cos 2 x 


x cos x - sen x 2 sen x - 2x cos x - x 2 sen x 

x z X 3 

3x 2 sen x — x 3 cos x + 6x cos x - 6 sen x 

? 

2x + y 18 1 + 2x 2y 3 - 42 

x + 2y’ (x + 2y) 3 ' 3y 2 1 9y 5 

y 2 y cos y - 2xy + y 2 sen y 
cos y — x’ (cos y - x) 3 

23. (-3,81), (5, -175), (1, -47) 

JZ (2 — 2i!X ( — 1 1 107 ^ a 83\ 

&D. ^2 > 2 /> \ 2 1 2 /> \2 1 2 / 

27. (3V3, -492), (-3V3, -492), (0, 237), (3, -168), 
(-3, -168) 

29. (£, (0, 1000), (4, -1048) 

31. Minimo local en (2, -1); sin puntos de inflexion 

33. Maximo local en (-1, 3), minimo local en (1, -1); punto 
de inflexion en ( 0 , 1 ) 

35. Sin extremos locales; punto de inflexion en (0, 0) 

37. Sin extremos locales; punto de inflexion en (0, 0) 

39. Maximo local en (1/2, 1/16), minimo local en (0,0) y (1, 
0 ); las abscisas de los puntos de inflexion son las raices de 6x 2 
- 6x + 1 = 0 y los puntos de inflexion estan (aproximadamente) 
en (0.79, 0.03) y (1.21, 0.03). 

41. Maximo global en (tz/ 2, 1), minimo global en (3 ti/ 2, -1); 
punto de inflexion en (^; 0 ) 

43. Punto de inflexion en (0, 0) 

45. Maximo global en (0, 1) y (^z; 1), minimo global en (tz/ 2, 
0); puntos de inflexion en (-i/4, 1/2), (^/4, 1/2), (3^/4, 1/2) 
y (5^/4, 1/2) 

47. Maximo global en (^/4, V 4), minimo global en (5 /e/4, 
-V~ 2 ); puntos de inflexion en (3 7 l/ 4 , 0 ) y (7^/4, 0 ) 

49. Maximo global en (arctan(0.5), aTS) ~ (0.4636, 2.2361), 
minimo global en (/r+ arctan(0.5), -V~5) = (3.6052, -2.2361); 
puntos de inflexion en {7t- arctan(2), 0) y en (2zr- arctan(2), 0) 
63. Creciente para x<-l y para x> 2, decreciente en (- 1 ,2), 
maximo local en (- 1 , 10 ), minimo local en ( 2 , -17), punto de 
inflexion en (y, - 7 ) 

65. Creciente para x < -2 y en (0, 2), decreciente para x > 2 
y en (- 2 , 0 ), maximos globales en ( ± 2 , 22 ), minimo local en 
(0, 6), puntos de inflexion donde x 2 = 4/3 (y y - 134/9) 

67. Decreciente para x < -1 y en (0, 2), creciente para x > 2 
y en (- 1 , 0 ), minimo local en (- 1 , - 6 ), maximo local en ( 0 , 
-1), minimo global en (2, -33), puntos de inflexion con 
coordenadas aproximadas (1.22, -19.36) y (-0.55, -3.68) 

69. Maximo local en ( 7 , sinlr) ~ (0.43,0.0084), minimo local 
en ( 1 , 0 ), puntos de inflexion en ( 0 , 0 ) y en las dos soluciones 
de lx?- 6 x + 1 = 0: aproximadamente (0.22, 0.0042) y (0.63, 
0.0047). Vease la grafica. 


A-44 


Respuestas a los problemas impares 



69. continuacion 



71. La grafica es creciente en todo punto, con una tangente 
vertical y punto de inflexion en ( 0 , 1 ); la otra interseccion con 
el eje es (- 1 , 0 ) y no hay extremos 

73. Minimo global en (0, 0), creciente para todax > 0, punto 
de inflexion en ( 1 ,4), concava hacia arriba para x > 1 , tangente 
vertical en el origen 

75. Creciente paia x < 1, decreciente para x > 1, tangente vertical 
y punto de inflexion en ( 0 , 0 ), otro punto de inflexion en 
(-2, -7.56) (ordenada aproximada), maximo global en (1,3) 

77. (c) 79. (b) 81. (d) 

L 

89. a = 3 pV 2 « 3,583,858.8, b = - = 42.7, 

R = — « 81.80421 


Seccion 4.7 (pagina 249) 


1.1 3. 3 

9. 4 11 . 0 

15. +©° (o “no existe”) 
19. (a) 21. (0 


5. 2 7. 1 

13. 2 

17. (g) 

23. (j) 25. (1) 27. (k) 


29. Sin puntos criticos ni puntos de inflexion, asintota verti¬ 
cal x = 3, asintota horizontal y = 0, unica interseccion en 
( 0 ,- 1 ) 

31. Sin puntos criticos ni puntos de inflexion, asintota verti¬ 
cal x = - 2 , asintota horizontal^ = 0 , unica interseccion con el 
eje en ( 0 , ^) 

33. Sin puntos criticos ni puntos de inflexion, asintota verti¬ 
cal x = 7 , asintota horizontal y = 0 

35. Minimo global en (0, 0), puntos de inflexion donde 3x 2 

= 1 (yy = i), asintota horizontal^ = 1 

37. Maximo local en (0, -^), sin puntos de inflexion, asintotas 

verticales x = ± 3, asintota horizontal y = 0 

39. Maximo local en (- j, - ^), asintota horizontal y = 0, 

asintota vertical x = -3 y x = 2, sin puntos de inflexion 


41. Minimo local en (1, 2) maximo local en (-1, -2), sin 
puntos de inflexion, asintota vertical x = 0 ; la recta _y = xes 
tambien una asintota 


43. Minimo local en (2,4), maximo local en (0,0), sin puntos 
de inflexion, asintotasx = 1 yy = x+ 1 



55. Minimo local en (1, 3), punto de inflexion en (>T^2, 0), 
asintota vertical x = 0 


Capitulo 4 Problemas diversos (pagina 250) 

1. dy - 3(4x -x 2 ) 1/2 (2 -x) dx 

2 . dy = - 2 (x - 1 Y 2 dx 

3. dy = (2x cos x m - y x 3/2 senx 1/2 ) dx 

7. -tSt = 80.00625 (valor real: 80.00624975588 aproxima- 
damente) 

9. = 1025.536 (valor real: 1025.537037 aproximada- 

mente) 

11. 10.016667 (valor real: 10.016639 aproximadamen- 

te) 

13. 132.5 (valor real: 132.574507 aproximadamente) 

15. 2.03125 (valor real: 2.030543185 aproximadamente) 

17. 7.5 (pulgadas cubicas) 19. 10 k~ 31.416 (cm 3 ) 


Respuestas a los problemas impares 
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25. c = 1 


21 . tt/ 96 « 0.0327 s 23. c = VT 
27. c = </Tl 

29. Decreciente para a: < 3, creciente para x > 3, minimo 

global en (3, -5); concava hacia arriba en todo punto 

31. Creciente en todo punto, sin extremos 

33. Creciente para x < j, decreciente para x > £ tangente 

vertical en (0, 0), maximo global en x = \ 

35. 3a : 2 - 2, 6x, 6 

37. -(r 2 ) + 2(2r + l)- 2 , 2 r 3 - 8(2r + l) -3 , 

-6r 4 + 48(2r + I)’ 4 

39. 3r 1/2 - 4r l/3 , \ r' n - \r 2, \ -fr 3/2 + §r 5/3 
41. -4(r - 2)" 2 , 8(r - 2)- 3 , -24(r - 2)‘ 4 
43. -*(5 - 4a:) _2/3 , -^(5 - 4*)- 5 '' 3 , 

-^(5 - 4 a:) " 8/3 
. dy = _M 2/3 d£y_ _ 2;y 1/3 
dx \x/ ’ dx 2 3x 5/3 

“7. £ . -, 

dx 2\G(5y i - 4) 

d 2 y _ 20y 3 ^/x + (5;y 4 — 4) 2 

dx 2 4x\G:(5y‘ > - 4) 3 

49 ?! = 5 _1 Z 2 JL 
' dx 2y - 5 a: 

51 dy = 2 xy 

dx 3y 2 - x 2 - 1 

53. Minimo global en (2, -48), intersecciones con el ejex en 
0 y (aproximadamente) 3.1748, sin puntos de inflexion ni 
asintotas; concava hacia arriba en todas partes 

55. Maximo local en (0, 0), minimo global cuando x 2 = ^ (y 
y = ~n)> puntos de inflexion cuando x 2 = j (y y = -j^X sin 
asintotas 

57. Maximo global en (3, 3), puntos de inflexion cuando 
x = 6 y (4, 0) (y una tangente vertical en el ultimo punto), sin 
asintotas 

59. Maximo local en (0, - *), sin puntos de inflexion, asintota 
horizontal y= 1, asintotas verticales x = ± 2 

61. El punto de inflexion tiene como abscisa la unica solucion 
real de x 3 + 6x 2 + 4 = 0, aproximadamente -6.10724. 





73. Valor maximo 1 enx=-l 
75. Base 15 x 30, altura 10 
77. Base 5 x 10, altura 8 
79. 100 •(2/9) 2/5 -54.79 mi/h 

81. Dos tangentes horizontales, cuando x^0.42, y~ ±0.62; 
intersecciones con los ejes en (0, 0), (1, 0) y (2, 0); tangente 
vertical en cada interseccion con los ejes; puntos de inflexion 
correspondientes a la unica solucion positiva de 3x 2 (x - 2) 2 = 
4; es decir, x ~ 2.46789 ,y ~ ± 1.30191; sin asintotas 

83. 240 pies 85. 2V 2 A(n + 2) pies 

87. No hay maximo ni minimo 
89. 288 pulgadas cuadiadas 
91. 270 cm 2 

93. En ambos casos, m = 1 y b = 

Seccion 5.2 (pagina 266) 

1 . a: 3 + a: 2 + a: + C 3. a: - ^x 3 + } a : 4 + C 

5. -|aT 2 + \x sn - x + C 7. r V2 + It + C 

9. \x 5/3 - ]6a: - 1/4 + C 11. * 4 - 2* 2 + 6 x + C 


13. 

7x + C 


15. i(jc + l) 5 + C 

17. 

i 

o' 

1 

—I'C 

1 

6 + c 


19. 

f^ 3/2 - 

+ f x 7/2 + C 


21. 

IvJ - ± r 2 _ 
21 X M X 

- 7X' ] + C 

23. ±(9t + ll) 6 + C 

25. 

-l(x + 77)“ 

1 + C 


27. 

^ sin 10a: + 2 

cos 5x + C 
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Respuestas a los problemas impares 

























29 3 sen + sen 3-nv + ^ 

7T 37T 

33. ^(jc - senjt cos jc) + C; + sen* cos x) + C 
35. y = /(jc) = x 2 + x + 3 
37. y = /(x) = ?(x 3/2 - 8 ) 

39. y = /(x) = 2 Vx + 2 - 5 
41. y = /(x) = !x 4 - 2x-‘ + | 

43. y = /(x) = 5 (x - l ) 4 + 5 
45. y = f{x) = 2Vx — 13 - 2 

47. 144 pies; 6 segundos 49. 144 pies 

51. 5 segundos; 112 pies/segundo 
53. V60 ~ 7.75 s; 32\60 ~ 247.87 pies/segundo 
55. 120 pies/segundo 
57. 5 segundos; -160 pies/segundo 
59. 400 pies 

61. l/4(—5 + 2 J\45 => 4.77 s; 16/145 
gundo 

63. ^ pies/segundo 65. 22 pies/s 2 
67. Ap roxim adamente 886.154 pies 
69. 5 V~2"i"0 « 72.5 mi/h 


Section 5.3 (pagina 278) 
_1 
n 


1 - 2 ( 2 3.21 5.21 7.2 

>=1 l } *=1\J 


1=1 


15. 350 

2 3 


9. 190 11. 1165 13. 224 

17. 338,350 19. 1 21. h 2 23. §, | 

33 39 '>'7 JL 11 7Q 225 513 11 1L Hi 

XO. 2 » 2 i/ * 25> 25 '*“* 25 » 25 400 » 400 

n(n + 0 1 

35. ——:- * - cuando n -> °° 

2 /j 2 2 

_ 81k 2 (k + l ) 2 81 

37. -—- > — cuando n —> °° 

4h 4 4 

_ , 1 3k(k +1) 7 

39. 5^ •-;-> - cuando n —> °° 

« 2n 2 

Section 5.4 (pagina 286) 

1 . J ( 2x - 1 )dx 3. J (x 2 + 4 )dx 

1 


5. J Vxdx 7. J 
>•{ 


3 V1 + JC 


tffjt 


13. 1.45 


9. I sen27rjtdjt 11. 0.44 
io 

15. 19.5 17. 58.8 19. -tt /6 21. 0.24 

23. W 2.28333 25. 16.5 27. 26.4 29. tt/6 

31. 0.33 33. fgf ^ 1.75462 35. 18 37. 40.575 

8 


39. 0 41. 1.83753 43. § 

Scccion 5.5 (pagina 295) 


1 ^ 

12 


-1 49 

60 


5 - — 

J, 20 


7. 


45. 12 47. 30 


9. ¥ 11. 24 


13. 0 
23. 2 i 


15. ¥ 

17. 0 

19. f 

21 . 

17 

T 

25. ¥ 

27. !§* 

29. i 

31. 

2 

5 

35. 4/tt 

37. 0 

39. $ 

41. 

2 

3 


43. 25-77/4 * 19.635 

r 30 

47. 1000 + J V '(0 dt = 160 (gal) 

49 .s eae . + -L + -L + ^( 0 . 2 ) , 0.5456 

e/ = jj j dx. Entonces 0 + O.1S/S0 + 0.2. 

Por tanto, 0.64 < / <0.75. 

Scccion 5.6 (pagina 304) 


« 192.6655 pies/se- 

1 . ^ 

3. ¥ 

5. 

0 

7 125 Q 14- 

/. 4 y. 9 

11 . 

0 


13. 4 

15. 1 

17. 

22 

81 

= -0.271605 

19. 

0 


21 15 ^ 

XI. 24 

1.458333 


23. 

0 25. 4 

27. 

38 

3 


29 H 

20 

31. ¥ + 

81 _ 
4 

81 

2 





33. Altura promedio: ^ 266.67 pies; velocidad promedio: 
-80 pies/segundo 

35. sm 1666.67 (L) 37. 22 S 39 . ^3 

41. /'(jc) = (jc 2 + l ) 17 43. h'(z) = (z ~ 1 ) l/3 

45. f(x) = -x - x~ l 47. G'(jc) = (jc + 4 ) 1/2 

49. G’(x) = (jc 3 + 1 ) 1/2 51. /'(jc) = 3 sen 9jc 2 

53. f'{x) = 2x sen x 2 55. f'(x) = 

x l + 1 

57. y(x) = j ~ t dt 59. y(x) = 10 + J VTT7 2 dt 

61. La integral no existe. 

Scccion 5.7 (pagina 311) 

M(jc + l ) 7 + C 3. - 2*4 (4 — 3jc) 8 + C 

5. 7 V7x + 5 + C 7. - — cos(7tjc + 1 ) + C 

77 

9. 7 sec 20 + C 11. ±(x 2 - 1 ) 3/2 + C 

13. -i(2 - 3 jc 2 ) 3/2 + C 15. H * 4 + 1 ) 3/2 + C 


19. -±(jc 3 + 5 )~ 3 + C 


23. J tan 4 0 + C 


17. ^ sen 2jc 3 + C 
21 . - \ cos 4 jc + C 
25. 2 sen Vx + C 

27. t^(jc + l ) 10 + C = -^(jt 2 + 2jc + l ) 5 + C 


i( 6 f + f 3 ) 4/3 + C 

31 — 

Jl. 72 

33. 

98 

3 

J5. ,Q 62 

128 J “. 15 

41 

HI. I5 

43. 

1 

27 T 

3* - isen2x + C 


47. 

7 T 

2 

-jc + tan x + C 





Respuestas a los problemas impares 
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Secci 6 n 5.8 (pagina 320) 


1. 

2 

3 

3. 

16 

3 

5. 

+i 

7. 

1 9 +16 

4 T 3 

11 . 

i 

4 

13. 

1 

20 

15. 

4 

9 

17. 

32 

3 

19. 

if!V2 

21 . 

500 

3 

23. 

64 

3 

25. 

500 

3 

27. 

4 

3 

29. 

1 

12 

31. 

16 

3 

33. 

16 

3 

35. 

27 

2 

37. 

320 

3 

39. 

8 

15 

41. 

37 

12 

47. 

253 

6 

49. 

/« 

- 5 

x 4 

51. 

fix) ={x 




Scccion 5.9 (pagina 333) 


1. 74 = 8 ; valor real: 8 3. T 5 ~ 0.65; valor real: 7 

5. Ti = 0.98; valor real: 1 7. M 4 = 8 ; valor real: 8 

9. M 5 ~ 0.67; valor real: 7 
11 . 1 . 01 ; valor real: 1 

13. T 4 = 8.75; S 4 - 8.6667; valor real: 

15. T 4 - 0.0973; S 4 - 0.0940; valor real: 0.09375 

17. T 6 ~ 3.2599; S 6 ~ 3.2411; valor real: 
aproximadamente 3.2413 

19. T % ~ 8.5499; S 8 - 8.5509; valor real: 
aproximadamente 8.5507 

21. (a) 3.0200; (b) 3.0717 23. (a) 2519; (b) 2521 

25. (a) 2.09; (b) 2.15 27. 19 


CapituJo 5 Problemas divcrsos (pagina 337) 

1. + 2x~ l - lx~ 2 + C 

3. -^(1 - 3*) 10 + C 5. ±(4x + 9) 4/3 + C 
7. + 1 ) 6 + C 9. -|(1 - * 2 ) 4/3 + C 

11. \ sen5x + f cos lx + C 

13. Hi + x a y /2 + c 15. c - 2 — f 

1 + Vx 

17. ]7sen4x 3 + C 19. + l ) 15 + C 

21. 1(4 - x) 5/2 - f(4 - *) 3/2 + C 

23. Vl + x 4 + C 25. y(x) = x 3 +x 2 + 5 

27. y(x) = ±(2x+ \) 6 + 29. y(x) = \x 2/2 ~ 1 

31. 6 segundos; 396 pies 33. 120 pies/scgundo 

35. Instante del impacto: t = 2 yf To ~ 6.32 segundos; rapidez 

de impacto: 20VT0 ~ 63.25 pics/segundo 

37. 176 pies 39. 1700 41. 2845 

43. 2 (V 2 - 1 ) = 0.82843 

45. \tt{2V2 - 1 ) « 3.82945 

47. Muestre que toda suma de Ricmann es igual a c(b - a). 
2x V2x 2 

51. --- 1 - ■= + C 53. — 2x~' — jx 2 + C 

3 VJx 

55. 5 senx 3/2 + C 57. cos(r') + C 

59. —1(1 + h 4/3 )- 2 + C 61. f 

63. \x~ 3 (4x 2 - 1 ) 3/2 + C (utilice w = 1 lx) 

65. ± 67. g 69. 


71. Semicirculo, centra ( 1 , 0), radio 1 : area n!2 
73. f{x) = V 4x 2 - 1 

75. Utilice 77 £9.Z, 10 = 1.12767,/J 10 = 1.16909. El integrando 
es creciente en [ 0 , 1 ], por lo que el promedio de estas aproxi- 
maciones es 1.1483 ± 0.05. 

77. Mj = 0.28667, T s = 0.28971. Acotan al valor real de la 
integral, ya que la segunda derivada del integrando es positivo 
en [ 1 , 2 ], 

Scccion 6.1 (pagina 347) 


1. 1 3. 2/tt 5. 9 i 7. 4 9.-1 

11 . 2 t Txf(x)dx 13. J Vl+[/U )] 2 dx 

15. 1000 17. 22 S 19. _320; 320 

21. -50; 106.25 23. 65; 97 25. 1 ; 1 

27. 0; Mn 31. 625 jd2 33. 550 galones 

35. 385,000 37. 109.5 pulgadas 

39. j 41. fix) = 400>rx 2 ( 1 + x); 700 n/3 libras 

Scccion 6.2 (pagina 356) 


1. tt/5 3. 8 tt 5. tt 2 /2 7. 3tt/10 

9. 512tt/3 11. 1 6 tt/ 15 13. tt/2 15. 8 t r 


17. 121tt/210 19. 8 t r 
23. 17 tt/10 25. 9tt 

31. |a 3 V3 37. ^a 3 

Scccion 6.3 (pagina 365) 

1. 8 tt 3. 625tt/2 
11. 256tt/ 15 13. 4tt/15 
17. 56tt/5 19. 8tt/3 

25. 16tt/3 27. 64tt 

33. V = 2 / TT 2 a 2 b 35. V 

Scccion 6.4 (pagina 374) 


21. 49tt/30 

27. *7ra 2 fc 29. ^a 3 
43. (a) $3000; (b) $3000 

5. 16t t 7. t t 9. 6tt/5 

15. Htt/15 

21 . 2tt/15 23. tt/2 

31. %Tra 2 b 

2ttV 37. (a) V = 


A^o/n: En 1 a 19, se da el integrando, scguido por el intervalo 
de integration. 

1. Vl + 4x 2 ; [0,1] 

3. Vl + 36(x 4 - 2x 3 + x 2 ); [0,2] 

5. Vl + 4x 2 ; [0,100] 7. Vl + 16y 6 ; [-1,2] 

\/ x 4 + f _ 

9. —— 2 -; [1,2] 11 . 2 ttx 2 V 1 + 4x 2 ; [0,4] 

13. 2tt(x - x 2 )V2 - 4x + 4x 2 ; [0, 1] 

15. 2tt( 2 — x)V 1 + 4x 2 ; [0, 1] 

17. ttV4x + 1; [1,4] 

19. 7r(x + 1)V4 + 9x; [1,4] 21. ^ 23.^ 

25. $ = 3.84375 


A-48 


Respuestas a los problemas impares 



37. y(x) = (4 - 3x-') [/i 


27. £(104Vl3 - 125) - 9.25842 

29. £t7-(5V5 - 1) « 5.3304 31. 3 -$n « 66.5625 

33. 57t(82V82 - 1) « 258.8468 35. 4t t 

37. 3.8194 (valor real: aproximadamente 3.820197789) 

41. Evite el problema cuando x = 0 como sigue: 

L = 8 f _ x~ w3 dx = 6. 

J 1/(2 V2) 

Seccion 6.5 (pagina 382) 

1. y(x) = (\x 2 + C) 2 3. 3y “ 2 + 2 x 3 = C 

5. y(x) = 1 + ( \x 2 + C) 2 
7. 3y + 2y 3/2 = 3* + 2x 3/2 + C 
9. y 3 + y ~ x - x~ l + C 11. y(jt) = (1 - x)~ l 
13. y(x) = (x + 1) 1/4 15. y(x) = (± - ^ 3/2 )“ 2 

17. x 2 + y 2 = 169 19. jy(jc) = (1 + x - x 3 )- 1 

21 . 20 semanas 

23. (a) 169, 000; (b) a principios de 2011 

25. P(t) -> +oo cuando / -> 6 ”. 27. 3 horas 

29. 1 hora, 18 minutos y 40 segundos despues de retirar el tapon 
31. 1:20 p.m. 33. Aproximadamente 6 minutos y 2.9 segundos 
35. f(x) - (;r/ 86 , 400)V; el radio del agujero debe ser 
pies, aproximadamente 0.02887 pulgadas. 

Seccidn 6.6 (pagina 391) 

1. 30 3. 9 5. 0 7. 15 pies * libra 

9. 2.816 x 10 9 pies * libra (con R = 4000 mi, g = 32 pies/s 2 ) 

11. 13, 000 k~ 40, 841 pies * libra 
13. 125, 000 - 130, 900 pies * libra 

15. 156, 000 k « 490, 088 pies • libra 
17. .4, 160, 000 K ~ 13, 069, 025 pies - libra 
19. 8750 pies * libra 21. 11, 250 pies * libra 

23. 25, 000 * [ 1—(0.1) 0 ' 4 ] pulgadas * libra - 1254 pies * libra 
25. I 6 ;rpies * libra 
27. 1, 382, 400^rpies * libra 
29. Aproximadamente 690.53 pies * libra 
31. 249.6 libras 33. 748.8 libras 

35. 19, 500 libras 37. 700/V3 - 14, 560 libras 

39. Aproximadamente 32, 574 toneladas 

Capitulo 6 Problcmas divcrsos (pagina 394) 

1. 3. 1; 3 5. 14/3 7. 2*/15 

9. 12 pulgadas 11.41^/105 13. 10.625;r- 33.379 g 

_ 74 — 'y /j 

19. f(x) = Vl + 3* 21. —--« 0.4521 

3n 

23. t 25. f 27. 52n/5 

31. y(x) = x 2 + sen* 33. y(x) = (C - *) _l - 1 


35. y(x) = (1 - x 3 )-' 

39. y(x) = (1 - sen *) _l 
41. (2y l/2 - 1)* = (C* + 2x' /2 - l)y 43. 1 pie 
45. W=4nR*p 47. 10,454, 400 pies • libra 

49. 36,400 toneladas 

51. No existe un volumen maximo; c = 1/3 V~5 minimiza el 
volumen V. 


Seccion 7.1 (pagina 406) 


1. 128 3. 64 5. 1 

9. 16 11 . 4 13. 3 

17. 3 In 2 
21. 3 In 2 + 2 In 3 
25. 3 In 3 - 3 In 2 - In 5 


7. 16 
15. 3 

19. In 2 + In 3 
23. 3 In 2 - 3 In 3 
27. 2 81 > 2 12 


29. Existen tres soluciones de la ecuacion. La que no es obvia 
por inspection es aproximadamente-0.7666647. 


31. 6 33. -2 

39. 0 41. (x + l)e* 

45. x~ 3 (x - 2)e x 
49. *- |/2 (l + { In x) 

53. 3/x 

61. P’(t) = 3' In 3 


35. 1, 2 37. 81 = 3 4 

43. (* l/2 + {x~ ,/2 )e x 
47. 1 + In x 
51. (1 - x)e-* 

57./'W = To e * />0 
63. P’(t) = -( 2 -' In 2 ) 


65. (a)P'(0) = ln3 « 1.09861 (millones por hora); (b)P'(4) 
= 3 4 - In 3 = 88.9876 (millones por hora) 


1. /'(*) = 

5. f(x) = 


3* — 1 
3 * 2 - 1 
3 * 3 - 3* 

1 


3. /' W = 


1 


1 + 2x 


7. f(x) = - ^sen(ln x) 
11 - fix) =- + — 


13. f(x) = -tan x 

15. f(t) = 2 1 ln(cos t) - t 2 tan t 

17. g'(t) = (In t) 2 + 2 In t 

19./'W = 6 ( 2 * + I)"' + 8*(* 2 - 4)-' 

21./'W = -*(4 - * 2 )-' - x(9 + * 2 )-' 

25. g '(t) = 2r l - 2r(r 2 + l )- 1 
27. f’(x) = -x ~ 1 + cot x 


29. 


y\ny 


31. 


-x + cot y 

33. \ ln[ 2x — 1 | + C 35. ^ ln(l + 3x 2 ) + C 
37. 3 ln| lx 2 + 4x + 1 | + C 


Respuestas a los problemas impares 
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61. +°° 


39. i(ln jc) 3 + C 41. ln|jc + 1 | + C 

43. ln(jc 2 + jc +1) + C 

45. j (In jc) 2 + C 47. £ ln(l - cos 2jc) + C 

49. j In | jc 3 - 3jc 2 + 1 | + C 

51. 0 53. 0 55. 0 

59. m ~ -0.2479, k ~ 291.7616 

65. y -> 0 cuando jc —> 0 + ; dy/dx -> 0 cuando jc -> 0 + . El 
punto (0, 0) no esta en la grafica. Interseccion con el eje en 
( 1 , 0 ); minimo global cuando jc = e~ m (las coordenadas son 
aproximadamente (0.61, -0.18)); punto de inflexion cuan¬ 
do jc = e~ vi (las coordenadas son aproximadamente ( 0 . 22 , 
-0.07)). 

67. y -> -oo cuandox -> 0 + ; y -> 0 cuando jc —> +°o Maximo 
global en (e 2 , 2/e); unica interseccion con el eje en ( 1 , 0 ); punto 
de inflexion cuando x = e m . El ejejces una asintota horizontal 
y el ejey es una asintota vertical. 

71. Estimacion mediante puntos medios: aproximadamente 
872.47; estimacion mediante trapecios: aproximadamen¬ 
te 872.60; valor real de la integral: aproximadamente 872.5174. 

Secci 6 n 13 (p£gina 422) 


1 . /'(jc) = 2e 2x 

3 . /'(jc) = 2xe { * 2) = 2xe x2 — 2x exp(jc 2 ) 
5. /(jc) = -2jc" 3 exp(jc -2 ) 

7. g'(t) = (l + 

9. g'(t) = (1 + 2 1- t 2 )e-‘ 

11 . g'(t) = -e cos 'sen/ 

13. /'(*) = ~e~ x SQn(\ - e~ x ) 


17. /'(jc) = e 2x (3 cos 3jc - 2 sen 3jc) 
19. g'(t) = 15(<? f - r ] )(e l - In t) 4 
21. /'(jc) = -(5 + \2x)e~ 4x 


23. g'(t) = ( e + te~ l - 1)/ 
25. /'(jc) = (jc - 2)e~ x 
27. /'(jc) = e x exp(e*) = e x e 
29. /'(jc) = 2e x cos 2e x 

31. —-— = —- 
\ - xe y 1 - | 

35. ~ y = 

e x y + x xy + x 

39. \ exp(3jc 3 - 1) + C 
43. \ exp(l - cos 2jc) + C 
47. -exp(--£/ 2 ) + C 
51. ln(l + e x ) + C 


e x — ye xy 


37. - \e'~ 2x + C 

41. j ln(l + e 2x ) + C 
45. 1 ln(x 2 + e 2x ) + C 
49. 2e ^ + C 
53. - \ exp(-x 3/2 ) + C 


55. e 2 57. e 59. +°° 

63. Minimo global e interseccion con el eje en (0,0), m&ximo 
local en ( 2 , 4e ~ 2 ); puntos de inflexion cuando x = 2 ± V~ 6. El 
eje jc es una asintota. 

65. Maximo global en (0, 1), la unica interseccion con el eje; 
punto de inflexion cuando jc = ± 2. El eje jc es la unica 

asintota. 

67. \ir(e 2 - 1) ~ 10.0359 
69. {(e - e~ l ) ~ 1.1752 

71. La solucion es aproximadamente 1.278. Observe que 
si / (jc) = e^-x + 1 , entonces /'(jc) < 0 para toda jc. 

73. /'(jc) = 0 cuando jc = 0 y cuando jc = n; /es creciente en 
(0, n) y decreciente para x>n. Asi, jc = n proporciona el valor 
maximo absoluto de/ (jc) para jc £ 0. El eje jc es una asintota 
horizontal y existenpuntos de inflexibn cuando x=n±'fn. 
77. y(x) = e-* + 4^ 

Seccion 7.4 (pagina 429) 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

21 . 

25. 

29. 

33. 

35. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

51. 


/'(jc) = 10 ' In 10 

/'(jc) = 3 X 4~ X In 3 - 3*4“' In 4 = (f)' In g) 

/'(jc) - — (7 cos *)(ln 7)(sin jc) 

f(x) = 2 xVx (\ In 2 )Vx 

f(x) = x-'2' nx In 2 

/'(*) = 17" In 17 

f(x) = —x~ 2 10 1/jr In 10 

f(x) = (2 2 * In 2 )( 2 " In 2 ) 


/'(*> = — 
fix) = 


In 3 x 2 + 4 

1 


19>/ ' W = ^l = l0g32 


2 In 3 

JX^+ I 

3 In 7 


jc(ln 2 )(ln jc) 


+ C 


+ C 


23. /'(jc) = 


exp(log 10 x) 
x In 10 


2 - 2 ^ 

”-i^r + c 

31. ^ + C 
2 In 2 


[*(* 2 - 4)-' + (Ax + 2)-'](x 2 - 4) ,/2 (2a- + l) l/4 

(x '"")(2 In x) 


2 X In 2 

y( 1 


1 


37. 

2x 


x 

2x 


3 + 1 x + 2 x 2 + 1 x 2 + 2) 

(In x) Vx [^x~ in ln(ln x) + x " 1/2 (In x)~'] 
3x Ax 2 


1 + x 2 
2* 3 
x 2 + 1 


1 + x 3 
+ 2 *ln (* 2 + 1 ) 


(1 + * 2 ) 3/2 (l + * 3 )- 


W [/2 (2 + In *)(V*)' /I 

X exp(x) g x( x -l + ] n ^ 


(x 2 + 1 ) ( " 2) 

49. e x 


A-50 


Respuestas a los problemas impares 



r* 

57. Observe que In — = x In - 
e x e 

cq dy _ In 2 

x(\nxf 

Secci6n 7.5 (pagina 438) 

1. $119.35; $396.24 3. Aproximadamente 3.8685 h 

5. Aproximadamente 686 anos de edad 
7. (a) 9.308%; (b) 9.381 %; (c) 9.409%; (d) 9.416%; (e) 9.417% 
9. $44.52 11. Despues de 32.26 dias mas 

13. Aproximadamente 35 anos 
15. Aproximadamente 4.2521 x 10 9 anos de edad 
17. 2.40942 minutos 

19. (a) 20.486 pulgadas; 9.604 pulgadas; (b) 3.4524 millas, 
cerca de 18, 230 pies 

Secci6n 7.6 (pagina 444) 

1. y(x) = -1 + 2e x 3. y(x) = \{e 2x + 3) 

5. x(t) = 1 - e 2r 7. x(t) = 27e 5r - 2 

9. v(t) = 10(1 - e~ Wt ) 11. 4,870,238 

15. Aproximadamente 46 dias despues de que comienza el 
rumor 

19. ^ - 577 pies 23. (b) $1,308, 283 

25. (a)x(r) = 100,000-80, 000 e**, cuando k = In 2; (b) en 
marzo 29; (c) todos se contagian de gripe. 

Capi'tulo 7 Problemas diversos (pagina 445) 


I./'W 
5. /'« 
9. f(x) 

13. /'« 
15. /'« 
17. /'« 


2x 


3. f f (x) 



In 2 

1 + In In x 


7. f'(x) = (2 + 3x 2 )e- [/ * 2 
11. f'(x) = x-'2 ]nx In 2 


(x ~ D 2 


exp 


1 


x + 1 
x - 1 
Sx 


2 \x - 1 3 - 4x 2 J 

(sen x cos jc) exp(V 1 + sen 2 x) 
V1 + sen 2 * 


19. f(x) = cot x + In 3 21. f(x) = *‘^ 1 ln ^ 

23. /'(*) = ( ’ + ln * j(ln x)'“ x 


25. -iln| 1 - 2x| + C 
27. { In | 1 + 6x - x 2 1 + C 

2 - \Q Vx 

29. -In(2 + cos x) + C 31. ^ ]Q + C 


33. |(1 + e x ) 3/2 + C 35. 7^7 + C 

In o 

37. x(t) = t 2 + 17 39. x(t) = 1 + e * 

41. x(t) = \{2 + le 3t ) 43 . x(t) = V2e sint 

45. Asintota horizontal: el eje *; mdxi mo global cuando 
x - i; punto de inflexion en * = (1 + V 2)/2 (aproximadamente 
(1.21, 0.33)); minimo global e interseccibn con el eje en (0, 
0 ), con una tangente vertical en ese mismo punto 

47. Minimo global en (4, 2-ln 4), punto de inflexibn en (16, 
1.23) (ordenada aproximada). El ejey es una asintota vertical; 
no existe una asintota horizontal. (La gr&fica continua subien- 
do al aumentar*.) 

49. Punto de inflexibn en (0.5, e~ 2 ). La recta horizontal y= 1 
y el eje * son asintotas. El punto (0, 0) no esti en la grdfica. 
Cuando * —» 0 + , y —» 0; cuando * —» 0“, y —»+«>. Cuando pc| 

—> +oo, y —> 1. 

51. jVenda inmediatamente! 

53. (b) El valor que minimiza es 10.516, aproximadamente. 
Pero como el tamano del lote debe ser un entero, 11 (y no 10) 
minimiza /(*). (c) $977.85 

57. 20 semanas 

59. (a) $925.20; (b) $1262.88 

61. Aproximadamente 22.567 horas despues de la interrup- 
cion electrica; es decir, aproximadamente a las 9:34 pj^.de la 
tarde siguiente 

63. (b) t^lO) = 176(1 -er l ) « 1 1 1.2532 pies/segundo, apro¬ 
ximadamente 75.85 millas/hora. La velocidad limite es alp = 
176 pies/segundo, exactamente 120 millas/hora 

65. (a) El minimo de/ (x) -g(x) ocurre cuando * = 4 y es 2( 1 
- In 2) > 0. Por tanto, f{x) > g{x) para toda * > 0. (b) La solucion 
(mayor) de g(*) = h(x) es (por el metodo de Newton) aproxi¬ 
madamente 93.354460835. (c ) p — e 


Seccibn 8.2 (pagina 457) 

1. (a) it/ 6 , (b) irf 6 , (c) 7 r/ 4 , (d) -tt/3 

3. (a) 0, (b) 7r/4, (c) -7T-/4, (d) tt/3 
5. /'(*) = 100jc"(1 - x~ 200 )-' /2 

1 


7. fix) = 
9. /'« = 
11. /'to = 


x | In x | V(ln x) 2 - 1 


V 1 - tan 2 * 
e x 


VT 7 


13./'W = 
15./'W = - 
17./'W = - 


Vi - x 2 

2 

xVr 4 - 1 

1 


(1 + * 2 )(arctan *) 2 


Respuestas a los problemas impares 


A-51 



19. f’{x) = 
21 . f'(x) = 
23. f'(x) = 
25. f'(x) = 


x[l + (In x) 2 ] 
2 e* 

1 + e 2x 
cos(arctan x) 

1 + x 2 

1 - 4x arctan x 

(1 + x 2 ) 3 


dy 1 4 y 2 

27 -t = ~TT 1 -2' x + y = 2 

dx 1 + * 

2 ^dy = _y^Z^l. x + y = V2 

dx V 1 — x 2 arcsen x 

31. it/ 4 33. tt/\2 35. tt/12 

37. 5 arcsen 2x + C 39. \ arcsec \x/5\ + C 
41. arctan(e*) + C 43. ^ arcsec |x 3 /5| + C 
45. arcsen(2x - 1) + C y 2 arcsen x I/2 + C son correctas. 
47. ^ arctanfx 50 ) C 49. arctan(ln x) + C 
51. 7t/4 53. 7t/2 55. tt/ 12 59. 8 m 

63. 7t/ 2 65. (b) A = 1 - \tt, B = 1 + §tt 


Secci 6 n 8.5 (pagina 476) 

1. f\x) = 3 senh(3x - 2) 

3. /'M = 2xtanh(l/x) - sech 2 (l/x) 
5. fix) = -12 coth 2 4x csch 2 4x 
7. f(x) —e c * ch x csch x coth x 
9. fix) = (cosh x) cos(senhx) 

11. fix) = 4x 3 cosh x 4 13. fix) = 


15. \ cosh x 2 + C 
19. ^senh 3 2x + C 
23. - i csch 2 x + C 


n r// X 1 + sech 2 X 

* f ^ (x + tanh jc) 2 

17. jc — 5 tanh 3x + C 

21. - 5 sech 2 jc + C 
25. ln(l + cosh x) + C 


27. i tanh x + C 29. /'(x) = 2(4x 2 + 1 )“ 1/2 

31. fix) = { x l/2 ( 1 - x)~ ] 

33. fix) = (x 2 - I )” 172 

35. /'(x) = §(senh~ l x) l/ 2 (x 2 + l )- )/2 

37. fix) = (1 - jcT'Uanh " 1 xf ] 

39. arcsenh(x/3) + C 41. i In § ~ 0.14695 

43. - \ sech _1 | 3x/2| + C 45. senh”V) + C 
47. — sech -I (e*) + C 53. senh a 

57. ln(l + V2) ~ 0.88137 3587 
Capitulo 8 Problemas diversos (pagina 478) 

1 .fix) = 3(1 - 9jc 2 )- ,/2 

3. g f (t) = 2r’(r 4 - 1)“ 1/2 

5./'(*) = — (senx)(l - cos 2 x )- ,/2 = - 

| sen x | 

7. *'(0 = 10(100r 2 - l)" l/2 

9./'(jc) = -2*-V - 1)- |/2 
11 ./'(x) = ^- ,/2 (l - x)~' /2 


Secci 6 n 8.3 (pagina 

462) 




i. \ 

3. | 

5. 0 

7. 0 

9. i 

15. f(x) = e'senhe* + i 

11 . 2 

13. 0 

15. 1 

17. 1 

19. I 

17. /'(*) - 0 

21 . § 

23. \ 


27. i 

29. 1 

19 -/'W= . K A— T 






x|Vx 2 + 1 

31. i 

33. 

35. 1 

37. J 

39. § 

21. \ arcsen 2jc + C 

41. 6 

43. § 

45. § 

47. 0 


23. arcsen (jc/2) + C 






25. sen _l (e*) + C 

Secci 6 n 8.4 (pagina 467) 



27. ^arcsen(2jc/3) + C 

1 . 1 

3 - 

J. 8 

5. 3 

7. 1 

9. 0 

29. 3 arctan(x 3 ) + C 

11 . -1 

13. -00 

15. -00 

17. - 

} 19. 0 

31. sec -1 2x + C 

21 . 1 

23. 1 

25. e ~' /6 

27. 

■ M2 29. 1 

33. arcsec(e*) + C 

31. <?“' 

8 

1 

f*) 




35. 2 cosh Vx + C 


^ (arctan x) 2 + C 
£senh-'(2V3) + C 


41. 1 43. £ 45. 

1 

6 

51. +oo 53. e 2 55. 

e 

2 

61. x « 4.730041 


Sccci 6 n 9.2 (pagina 483) 


1. - Ts (2 - 3 x) 5 + C 

3. 

5. I(2x 2 + 3) 2/ -’ + C 

7. - 

9. i(l + sen0 ) 6 + C 

11 . £f 

13. tV (In r ) 11 + C 

15. 


49. -oo 


2 CSC Vy + C 

-cm, + c 


A-52 


Respuestas a los problemas impares 



17. i arctan {e 2x ) + C 19. § arcsen(x 2 ) + C 
21. -fjtaiv^Jt + C 23. tan _ 1 (sen0) + C 

25. |(1 + Vx ) 5 + C 27. In| arctan t\ + C 
29. sec ” 1 e x + C 

31. *(x - 2) 7/2 + f (x - 2 ) 5/2 + f (x - 2) 3/2 + C 
33. ±(2x + 3) 1/2 (x - 3) + C 
35. &(x + 1 ) 2/3 (2jc - 3) + C 


39. {x{4 + 9x 2 ) 1/2 + | In | 3x + (4 + 9x 2 ) 1/2 | + C 
41. ^x(16x 2 + 9 ) 1/2 - yfglnl 4 jc + (16x 2 + 9) 1/2 | + C 
43. ^x(32x 2 - 25)(25 - 16x 2 ) 1/2 + fffarcsenfx + C 


45. La sustitucion u = e" conduce a una integral de la forma 
de la formula (44) de la tabla de integrales que aparece en los 
forros del libro. La respuesta es 

{e x (9 + e 2x Y n + \ \n[e x + (9 + e 2x ) i/2 ] + C. 

47. Con u = x 2 y (47) en la tabla de integrales, ? ((x 4 - 1) 1/2 - 
arcsec x 2 ) + C 

49. Con u = In x y (48) en la tabla de integrales, 


H(ln x)[ 2 (ln x ) 2 + l][(ln x ) 2 + 1] 1/2 
— In| (In x) + [(In x ) 2 + 1] 1/2 |} + C 

53. sen " 1 (x - 1 ) + C 


Seccion 93 (pagina 491) 


1 . *(2x - sen2x cos 2x) + C 

3. 2 tan | + C 

5. ^ In | sec 3x | + C 
7. 5 In | sec 3x + tan 3x | + C 
9. \ (x — sen x cos x) + C 
11. 5 cos 3 x - cos x + C 
13. ^ sen 3 0 - i sen 5 0 + C 
15. ^sen 5 x - §sen 3 x + senx + C 
17. \ (cos xf n - 2(cos x) xn + C 
19. - jz cos 7 2z + \ cos 5 2z ~ z c °s 3 2 z + C 
21. j (sec 4x + cos 4x) 4- C 
23. ^ tan 3 r + tan t + C 
25. - z esc 2 2x — In | sen 2x | + C 
27. 72 tan 6 2x + C 

29. - jq cot 5 2t - \ cot 3 2t ~ \ cot 2t + C 

31. 7 cos 4 0 - \ cos 2 0 + Ci - ^sen 4 0 + C 2 

33. f (sec r ) 3/2 + 2(sec r )” l/2 + C 

35. 7 sen 3 0 + C 

37. 7 sen5f - sen 3 5f + C 

39. t + 7 cot 3 1 — 1 cot 3 3r + C 


41. - i cos 5/2 2t + \ cos 9/2 2r - n cos 13/2 2r + C 

43. ^ sen 2 x - cos x + C 

45. -cot x - 7 cot 3 x - { csc 2 x + C 

49. 7 cos 2x - cos 8 x + C 

51. I sen 3x + -^ sen 5x + C 

57. 77/4 

59. 2In2 ~ 1.386294361 1 2 
Secci 6 n 9.4 (pagina 497) 


1. \xe 2x - \e 2x + C 
3. -f cos t + senr + C 
5. \x sen 3x + £ cos 3x + C 
7. ix 4 lnx-^x 4 + C 
9. x arctan x - \ ln(l + x 2 ) + C 
11. fV /2 In y — ty V2 + C 
13. f(ln t) 2 - 2t In t + 2t + C 
15. |x(x + 3 ) 3/2 ~ t$ (x + 3 ) 5/2 -f C 
17. |x 3 (x 3 + l) 3 / 2 -^(x 3 + l ) 5/2 + C 
19. - \ (csc 0 cot 0 + In | csc 0 + cot 01) + C 
21. 7 X 3 arctan x - £ x 2 + £ ln(l + x 2 ) + C 
23. x arcsec x 1/2 - (x - 1 ) 1/2 + C 
25. (x + 1) arctan x 1/2 - x l/2 + C 
27. -x cot x + In | sen x | + C 
29. ^x 2 senx 2 + { cos x 2 + C 
31. —2x” 1/2 (2 + In x) + C 
33. x senh x - cosh x + C 
35. x 2 cosh x - 2x senh x + 2 cosh x + C 
37. 77 ie - 2) ~ 2.25655 
39. ^(x - l)e* sen x + ^xe*cos x + C 
47. 6 - 2e ~ 0.563436 
49. 6 - 2 e 

57. ^(2tt 6 - IOtt 4 + 15tt 2 ) « 13.709144 


Secci 6 n 9.5 (pagina 506) 

1. \x 2 - x + ln|x + l| + C 


x - 3 


x 

x - 2 


+ C 


+ C 


3. -in 

5 ^|x + 31 
7. 7 In | x | ln(x 2 + 4) + C 
9. 7X 3 - 4x + 8 arctan ^x + C 
11 . x - 2 In | x + 1| + C 
13. x + (x + l)” 1 + C 


15. 7 In 
4 


x - 2 


x + 2 


+ C 


Respuestas a los problemas impares 


A -53 



17. | In |2a: - l| - In| jc + 3| + C 

19. In | a: | + 2(* + 1 ) _1 + C 

21. | In | a: 2 - 4 | + i In | a: 2 - 1 | + C 

23. In |jc + 2| + 4(x + 2 )” 1 - 2(x + 2 )~ 2 + C 


25. ^ ln(W) 

2 \a: 2 + \) 


+ C 


1 JC 

_ , + - arctan - + C 

a: 2 + 47 2 2 


+ 3 InU 2 + 1) + 5 arctan x + C 


27. - In 

2 

29. - j In | * + 

31. arctan \x — § V2 arctan a:V2 + C 

33. — 7 = arctan -V— + ^ ln(A : 2 + 3) + C 

V2 V2 2 

35. a: + 5 In | a: - l| - 5(2 a: - 2 )" 1 

+ 3 InU 2 + 1 ) + 2 arctan x + C 

37. i(l - 2e 2 ')(e 2 ' - l ) -2 + C 
39. \ In| 3 + 2 In t\ + $(3 + 2 In t)~' + C 
41. £77(52 - 75 In 2) « 0.011696324 
2e' 


43. x(t) = 
45. x(r) = 


2e' - 1 
2e 2 ' + 1 


2e 


2 1 _ 


_ 2\e‘ - 16 

47. x(t) g _ 7e , 

49. Aproximadamente 153, 700, 000 
51. (a) 1.37 s; (b) 200 g 

53. P(t) — 2 _ e r/ioo> 

(a) t = 100 In 1.8 * 58.8 (dias) 

(b) f= 100 In 2 - 69.3 (dias) 


Secci 6 n 9.6 (pagina 512) 


1. arcsen ijc + C 


3. - 


V4 - jc 2 


4jc 


+ C 


5. 8 arcsen- 

4 


7. 


jc jcVl 6 - jc 2 


+ C 


9V9 - 16jc 2 


+ C 


_ _ vv ~ r 

9 . In | jc + Vjc 2 - 1 | - V C 

x 

11. ^[(9 + 4jc 2 ) 5/2 - 15(9 + 4jc 2 ) 3/2 ] + C 


13. Vl - 4jc 2 - In 


1 + Vl - 4jc 2 


2jc 


+ C 


15. { In | 2jc + V9 + 4jc 2 | + C 
17. arcsen i x - \xV25 - x 2 + C 


19. 4 Jc Vjc 2 + 1 - { In | jc + V 1 + jc 2 | + C 
21 . 7gjcV4 + 9jc 2 - £ In | 3 jc + V4 + 9jc 2 | + C 
23. jc(1 + jc 2 )“ 1/2 + C 


25. 


512 


3 In 

jc + 2 

_ 

jc - 2 


12jc 
^2 _ 


x* ~ 4 {x 2 


32jc 

2 - 4) 2 _ 


+ C 


27. ^ jc V 9 + 16jc 2 + | In | 4jc + V9 + 16jc 2 | + C 
29. Vjc 2 - 25 - 5 arcsec ^jc + C 

31. ^jc(2jc 2 - 1)(jc 2 - 1 ) 1/2 - i ln| jc + (jc 2 - 1) 1/2 | + C 

33. — jc(4jc 2 - 1 )“ 1/2 + C 

35. -jc-'U 2 - 5) 1/2 + In| jc + (jc 2 - 5) 1/2 | + C 

37. arcsenhjjc + C 

39. arccosh ^jc - jc -1 (* 2 ~~ 4) 1/2 + C 

41. ^ jc( 1 + 2jc 2 )(1 + jc 2 ) 1/2 - |arcsenhjc + C 

43. ^7t-[18V5 - ln(2 + V5)] - 3.8097 

45. V5 - V2 + ln ( Vvf ) “ 1222016 
49. 2 tt[V2 + ln(l + Vl)] « 14.4236 
53. $6| millones 

Secci 6 n 9.7 (pagina 518) 
arctan(jc + 2) + C 


11 arctan(jc + 2) - \ ln(jc 2 + 4jc + 5) + C 


1. 

3. 

5. arcsen \ (jc + 1) + C 

7. —2 arcsen ^(jc + 1) ~~ ^ (jc + 1)(3 — 2jc — jc 2 ) 1/2 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 


- i(3 - 2 jc - jc 2 ) 3/2 + C 
^ In | 2jc + 3 | + In | 2jc - 
^ arctan \ (jc + 2) + C 
1 + jc I 


+ C 


; ln 


+ c 


3 — jc | 

ln(jc 2 + 2jc + 2) - 7 arctan(jc + 1) + C 
|arcsen(jc - f) - i(5 + 12jc - 9jc 2 ) 1/2 + C 

T arcsen \ (jc - 2) + §(jc - 2)(9 + 16jc - 4jc 2 ) 1/2 
+ i(9 + 16jc — 4jc 2 ) 3/2 + C 

i(7jc - 12)(6jc - jc 2 )“ 1/2 + C 
— (16jc 2 + 48jc + 52) -1 + C 

\ ln(jc 2 + jc + 1) - f V3 arctan(^ V 3 [2jc + 1 ]) + C 


1 , jc + 2 
32 "L - 2 


+ C 


8(a: 2 - 4) 

In | jc | - fV3 arctan(^ V3[2 jc + 1 ]) + C 

“!(* - 1) _1 - i In| jc - 11 - !U + l)" 1 
+ j In | jc + 1 1 + C 

-£(jc + 7)(jc 2 + 2jc + 5) _1 - l arctan(^[jc + 1]) + C 


37. Aproximadamente 3.69 millas 

39. In | jc - 1 1 - ^ln(jc 2 + 2jc + 2) + arctan(jc + 1) + C 


A-54 


Respuestas a los problemas impares 



41. jx 2 4 In | x - 11 +5 ln(jc 2 + x 4 1) 

+ 5 V3 arctan(| V3 [2x + 1]) + C 

43. \ ln(x* 4 jc 2 4 1 ) - ^ arctan^^) + C 

Secci6n 9.8 (pagina 528) 

1. 1 3. +00 5. +00 7. 1 

9. +oo ll. -i 13. | 15 . +oo 

17. Noexiste 19. 2(e - 1) 

21. +oo 23. I 

Capitulo 9 Problemas diversos (pagina 529) 

Nota: Las diversas tecnicas de integration pueden producir 
respuestas que parezcan diferentes a estas. Si ambas son 
correctas , entonces deben diferir por una constante. 


. 2 arctan VI + C 
. In | sec jc | + C 
. £sec 2 6 + C 

■ jc tan jc — {x 2 + In | cos jc | + C 

* ft (2 - V ) 5/2 -1(2- x^ 2 + C 

• \x(25 + x 2 Y /2 - ¥ln| jc + (25 + jc 2 ) 1 / 2 ! + C 
. |V3arctan(jV3[2jc - 1]) + C 

^V29arctan(^V29[3jc - 2]) 

+ | ln(9;t 2 - 12jc + 33) + C 

id + x 3 y /2 + c 

arcsen^ senjt) + C 
-In | In cos jc | + C 
(jc + l)ln(jc + 1) - jc + C 
i*V* 2 + 9 + 1 In I JC + Vjc 2 + 91 + C 
- 1)(2jc - jc 2 ) 1/2 + ^arcsen(jc - 1) + C 

\x 3 4 2x - V2 In — ^ + c 
3 x -V2 


|( x 2 + jc)(jc 2 + 2x 4 2)" 


; arctan(jc + 1) + C 


sen 26 

2(1 + cos 2 6) + C 
. 3 sec 5 a: - 3 sec 3 jc + C 
. |* 2 [4(ln x) 3 - 6 (ln a:) 2 + 6 (ln jc) - 3] 4 C 
. Ml + e 2x )' /2 4 | \n[e* + (1 + e 2 ') 1/2 ] 4 C 
, arcsecl^l + ^jc ~ 2 (* 2 - 9 ) 1/2 + C 
■ In | ac | arctan 2a: + C 

5 (sec x tan x - In | sec x 4 tan x |) + C 

In| ac + 11 - lx' 2 4 C 

In | jc — 11 + ln(jc 2 + x 4 1) + (x - 1)“' 

- 2(jc 2 + x 4 I )” 1 + C 

*[(ln xf - 6 (ln jc) 5 4 30(ln jc) 4 - 120(ln jc) 3 
+ 360(ln a:) 2 - 720 In jc + 720] + C 


53. ^(arcsen .*) 3 + C 55. 5 sec 2 z + In| cos z\ 4 C 
57. 5 arctan(exp(jc 2 )) + C 
59. -|(jc 2 + l)exp(-jc 2 ) + C 

ci * , 1 + Vl - X 2 

61. — arcsen jc - In- + C 

x x 

63. j arcsen jc + -g jc(2jc 2 - 1)(1 - jc 2 ) 1/2 + C 
65. j In | 2a: + 1 1 + | (2a: + 1 ) _1 + C 

67. 5 In | e 2x — 11 + C 

69. 2 In| jc + 11 + 3(jc + l )." 1 - §(jc + l )" 3 + C 

71. 5 InU 2 + 1) + arctan jc - |(jc 2 + l )" 1 + C 

73. ^(jc 3 + 1) 3/2 (6jc 3 + 4) + C 

75. |(1 + senjc ) 3/2 + C 

77. 5 In | sec jc + tan jc | + C 

79. -2(1 - sen t) t/2 4 C 

81. -2a: + V3arctan(|V3 [2jc + 1 ]) 

+ 5 (2a: + 1) ln(jc 2 + jc + 1) + C 
83. -a: -1 arctan jc + In | jc(1 + jc 2 ) _1/2 | 4 C 
85. i ln(;c 2 4 1) 4 |(jc 2 4 I )" 1 4 C 
87. |(jc - 6)(jc 2 4 4) _1/2 4 C 
89. 3(1 4 sen 2 jc) 3/2 4 C 
91. 5 e x (x sen x - x cos jc 4 cos jc) 4 C 

93. - 5 (a: - 1 ) -2 arctan jc 4 | In (jc 2 4 1 ) 

4 In |ac - 1| - |(jc - I )" 1 4 C 

95. V arcsen £ (3a: - 1) - §(3 4 6jc - 9jc 2 ) 1/2 4 C 

97. 5 a: 3 4 X 2 4 3a: 4 4 In| jc - 1 | - (jc - 1)~‘ 4 C 

99. jc arc sec jc 1/2 - (jc - 1) 1/2 4 C 
101. jir(e 2 - e~ 2 4 4) 

103. (a) A, = tt(V2 - e~'{\ 4 e - 2 ') 1/2 


, 1 4 V2 ]\ 

n [ e -' 4(14 e ~ 2 , y /2 \/’ 

(b) tt[V 2 4 ln(l 4 V2)] « 7.2118 

105. ^\ 2 VU - V2 4 Inf ‘ + 

2 L V2V2 4 V7/J 

= 11.66353 
109. |t t = 3.92699 


111 . El valor de la integral es jjj. 

113 . + i,„( 

2 2 \V3 + V2, 

115. La sustitucion es u = e*. 

(a) 3 V3 arctan(^ V3 [1 + 2e*]) + C 


119. - V2 In 


1 + tan 6 - 
1 + tan 0 + 


3.869983 
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121. jttts (3* “ 2) 3/2 (945;c 3 - + 540* 2 + 288 jc + 128) 
' + C 

123. !U 2 - l)-' /3 U 2 - 3) + C 
125. |U 3 + 1) ,/2 U 3 - 2) + C 


127. 2 arctan 


1 + x 


-d-x) 


i + x 
i - x 


+ c 


1 - X 

129. 3(x + l) l/3 - V3arctan 1 + ^ 

V3 

+ In| (x + l) l/3 - 1| 

- jin| (x + 1) 2/3 + (* + 1) 1/J + 11 + C 


131. Vl + e 2 * + - In' 
2 

133. ft 


f Vl + e 2 * - 
\Vl + e 2x + 1/ 


+ C 


cos 0 


135. tan-^ + C = - 

2 sen 8 


+ C = 


sen0 

1 + cos 8 


+ C 


137. - 


2 sen0 


+ C 


V2 

139. — In 

2 


141. In 


1 + sen 0 - cos 0 

1 - cos 0 + (V2 - 1) sen0 


1 - cos 0 - (V2 + 1) sen0 
1 - cos 0 


+ C 


1 - cos 0 + sen 2 0 


+ C 


Apendice A 

1. 277/9 3. 777/4 5. -577/6 7. 72° 

9. 675° 


11 . senx = - ^ V3, cos x = ^, tan x = -V3, 
esc x = -2/V3, sec x = 2, cot x = - 1/V3 
13. senx = cos x = - \ V3, cot x = V3, 
esc x = -2, sec x = -2/V3, tan x = 1/V3 
15. x = nn(n cualquier entero) 

17. x — 3/2 k + 2rm{n cualquier entero) 

19. x = 2nn{n cualquier entero) 

21 . x = nn{n cualquier entero) 

23. x = 3/4 n+ nn{n cualquier entero) 

25. sen x = - §, cos x = f, tan x = - \, sec x = §, 
cotJt=-$ 29. { 31. -5 33. iV3 

35. - 5 V 3 43. tt/3, 2tt/3 45. tt/2 

47. tt/8, 3tt/8, 5tt/8, 7tt/8 

Apendice F 

1 . f x 2 dx = ^ 

Jo 3 

f 2 _ O 

3. x V4 - x 2 dx - - 
Jo 3 

r n i 

5. senx cos x dx = - 

Jo 2 

7. f V7 4 + x 7 dx = ^ 

Jo 9 
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referencia 14 proporciona un tratamiento mas teorico que el de nuestro libro acerca de los te¬ 
mas de calculo de una sola variable. Las referencias 4, 5, 8 y 15 incluyen temas avanzados del 
calculo de varias variables. La referencia 11 es una obra estandar relativa a las series infinitas. Las 
referencias 1, 9 y 13 son libros de texto de ecuaciones diferenciales. La referencia 6 analiza temas 
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en el tema de los fractales deberan leer la referencia 12. 
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trasladada, 28, 30 
vertice, 27 

Parte imaginaria de un numero complejo, 
179 

Parte real de un numero complejo, 179 
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Pelota de futbol americano, 513 
Pendiente, 16 

positiva y negativa, 20 
Pendientes: 

de rectas paralelas, 19 
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TABLA DE INTEGRALES 


FORMAS ELEMENTALES 

3 J^ = ln|w| + C 4 \e“ du = e“ + C 


r 


2 I u n du = — l — u n+ 1 + C si n *-] 
n + 1 


J^cos U i 

J- 

J s< 

b 


7 | cos u du = sen« + C 8 | sec 2 u du = tan u + C 

11 J esc u cot u du = -esc u + C 
14 fsec u du - In |sec u + tan u] + C 

18 


1 ju dv = uv - Ju du 

JV du = e u + C 5 J % a u du = 3^ + C 6 Jsen u du - -cos u + C 

J^sec 2 udu = tan u + C 9 J^csc 2 udu = -cot u + C 10 J^sec u tan u du = sec u + C 

12 I tan u du = ln|sec u| + C 13 J^cot u du = ln|sen u\ + C 

15 esc u du = In |csc u -cot u| + C 16 = =sen~‘ - + C 

J a 


17 -5^4-itM-^ + C 

a 2 + u 2 « « 


{ du = -L i 
J a 2 _ u 2 2a 1 


|w + a 
u - a 


+ C 


19 


f rfu » 

JuV^W a 


sec 


-l 


+ C 


FORMAS TRIGONOM£tRICAS 20 Jsen 2 udu= ^u- l -sen2u + C 


t du = iu + ^sen2u + C 




tan 2 ud/u = tanu-u + C 


24 |sen 3 udu = - j(2 + seni 2 u)cos u + C 


21 J^cos 2 u 

J^cot 2 u rfu = -cot u - u + C 24 Jsen 3 u 

25 Jcos 3 u rfu = |(2 + cos 2 u)senu + C 26 Jtan 3 u rfu = ^tan 2 u + ln|cos u\ + C 27 J*cot 3 u du = - ^cot 2 « - ln|senu| + C 

28 J^sec 3 u du = ^sec u tan u + ^ln|sec u + tan u| + C 29 J^csc 3 u du = -^csc u cot u + ^ln|csc u - cot u| + C 

30 Jsen a ,senfc,^= Se g:y + C gi fl 2^2 31 Jcos au cos bu du - e gl g" + + C si a 2 *6 2 

32 Jsenancosfafa = - ^a-b)" ~ + C Si *** 

33 I serf* udu-- -sen" ~ 1 u cos u + -—- [sen" “ 2 udu 34 I cos" udu = - cos" “ 1 u sen u + -—- I cos" “ 2 udu 

J " / J " J 

35 J^tan" u du = tan" " 1 u - J^tan" ~ 2 u du si n * I 36 Jcot" u rfu = -^-^cot" “ 1 u -Jcot" " 2 u du si n * 1 

37 I sec" udu= —- sec" ” 2 u tan u + ^^7 I sec" ~ 2 udu sin 

J n - 1 n- 1 J 

38 I esc" udu = -!— esc" " 2 u cot u + I esc" “ 

J n — 1 n- 1 J 

f « m , sen" “ 1 u cos'" + 1 u n - 1 f n 

39a Isen u cos'" udu = -+- Isen" 

J n + m n +~m I 

IQh f n m j sen" + 1 u cosfn ~ 1 M m - 1 f „ 

J n + m n + m J 

40 J^usen u du =sen u - u cos u + C 41 J^ucosu 

42 I «*«n «* = -«* cos « + i.J«*-'cos 43 Jk" cos u tfo = «" senu - n J 


1^ 1 


“ 2 udu si n ^ I 


' 2 u cos'" u du si n*-m 


( cos'" 1 udu si m * —n 


( du = cos u + u sen u + C 



(La tabla de Integrales continua de la p&glna anterior) 
FORMAS QUE CONTIENEN V „ 2 ± a 2 


45 j* = - = ln|a + Va 2 ± a 2 | + C 


Va 2 ± a 2 
ni 


47 f — 0 j u = Va 2 - a 2 - a sec 1 - + C 

J “ a 

49 f^J^ = «V^7^T^ln|a+Va 2 ±a 2 | + C 
2 2 

51 ['H^l du = .^Il + [n \u + 4^\ + C 

J u 2 u 

53 |(, ± a 2 ) 3/2 tfu = |(2u 2 ± 5a 2 ) Vu 2 ± a 2 + ln|u + Vu 2 ± a 2 | + C 


44 J^Vu 2 ±a 2 du= ~ Vu 2 ± a 2 ± y ln|u + Vu 2 + a 2 | + C 

46 Jj^4a=VCT-aln( 0+V ^ ) + C 

48 J'a 2 Va 2 ± a 2 = |(2 m 2 ± a 2 ) Va 2 ± a 2 - ^-ln|« + Va 2 ± a 2 | + C 

50 f- 

•I a 2 

52 Ji 


= +V«5Z + c 


U 2 Vu2±^2 fl2 “ 


(w 2 ± a 2 ) 3/2 a 2 Vu 2 ± a 2 


FORMAS QUE CONTIENEN 


Va 2 - a 2 


54 | Va 2 - u 2 du - ^ Va 2 - u 2 + ^-sen' 1 - + C 
2 2 a 


55 


J* Va 2 - u 2 


rfu = Va 2 - u 2 - a In 


a + 


Va 2 - u 2 


+ C 


I- 

J; 


56 |-^ = = -HV^2 + ^ sen ->“+c 

V^r^2 2 2 a 


57 J*« 2 Va 2 - a 2 4 m = |(2a 2 - a 2 ) Va 2 - a 2 + ^-sen 1 jj + C 


Va 2 - u 2 


59 


61 


u 2 , Va 2 - u 2 


rVa 2 -u 2 , u _ 

-rfu =-sen 1 - + C 

J u 2 u a 


f_rfu 

J (a 2 - U : 


2 ) 3/2 a 2 V^W 


+ C 


58 f— ^- 

J u 2 Va 2 - u : 

60 f — 1== = - “ In 

J u Va 2 - a 2 a 
62 J(a 2 - a 2 ) 2 ' 2 4a = | (5a 2 - 2 a 2 )Va 2 -a 2 + =ysen -1 ^ + C 


2 a z u 

a + Va 2 - a 2 


FORMAS EXPONENCIALES Y LOGARfTMICAS 


J- 


64 tfu = u n e u - lfiU 

66 fu" In u tfa = -—r In h — —^ 

J n + 1 (n 

J 


63 | u^ u du ~ (u - 1 )e u + C 
65 


(«+l) 2 


+ c 


J^ln udu = u\nu-u + C 
67 JV“sen6u du = 2 + (asen^u - b cos bu) + C 


68 | e° u cos bu du = ^ ( a cos bu + b sen + C 


FORMAS TRIGONOMETRIC AS INVERSAS 


70 J" 13111 u du = u tan -1 u - ^ In (I + u 2 ) + C 
72 J^usen" 1 u du = ^(2u 2 - 1) sen" 1 u + ^ Vl - u 2 + C 
74 sec -1 u du = ~ sec -1 u - ^ Vu 2 - 1 + C 


1 \ + C 


76 f, tan 1 u du = -—- tan 1 u -- f j - ~ 2 

J n+1 n+\J\+u 2 


du si n*-[ 


69 Jsen -1 udu = asen -1 u + Vl - u 2 + C 
71 J^sec -1 u du = u sec" 1 u - ln|u + Vu 2 - I 
73 tan -1 udu = )^{u 2 + 1) tan -1 u - ~ + C 

f + 1 , 1 I u n + 1 

75 I u n sen - u du - --sen u - - I du Si n * -1 

J n+l ”+lJ JT^u 2 

. ««+ 1 , 1 I u n 

77 a" sec -1 a 4a =-- sec - a- - , 4a si a * -1 

J a + 1 ”+lJ4 2T T 


(LA TABLA DE INTEGRALES CONTINIJA DE LA PAGINA ANTERIOR) 


FORMAS HIPERB6LICAS 

78 J^senh u du = cosh u + C 

79 ^cosh u du = senh u + C 

80 J”tanh u du = In (cosh «) + C 

81 J^coth u du = In |senh u\ + C 

82 J^sech u du = tan -1 |senh u\ + C 

83 J^csch u du ~ In 

tanh ^ 
2 

+ C 

84 Jsenh 2 u du = ^ senh 2« - ^ + C 

85 cosh 2 it du = -senh 2 it + ^ + C 

J 4 2 

86 ^ tanh 2 u du - u 

- tanh- u + C 

87 J^coth 2 u du - u - coth u + C 

88 J^sech 2 u du = tanh u + C 

89 J^csch 2 a du = -coth u + C 

90 J^sech u tanh u du = -sech u + C 

91 J^csch u coth u du = -csch u + C 


FORMAS ALGEBRAICAS VARIAS 


93 I u(ctu + b) 2 du = 4: (in \au + b\ + ——-\ + C 

mt + bj 


2 a 2 (n - 1) ^(a 2 ± h 2 )" 


J- 

95 f— du — = 

J (a 2 ±U 2 f 

96 « 4au + b du = ~~r (3a« - 2b) (au + h) 3 ' 2 + C 

J 15 a 2 

f u du _ - ^ __ 26) Vow + b + C 

J v an + b 3a ~ 

h 

l; 


92 u (au + b) 1 du = - - -4 In |«u + 6| + C 

J « 

, 4 


+ C si ** -1,-2 


-“JsnS. 


si n * 1 


98 


100a 


du _ I 


\ au + b - 4~b 


4 «h + 6 + v b 


4au + b 'lb 

d u vau + b (2 n - 3)a 


+ C si Jb > 0 


97 Va/v + b du~ ^ ^ ^ + 6) 3/2 - nb^u” 1 Voi* + ~b dtt^ 

J V an + b a ^ n + H J V cu 

f du = i fau + 

J V -* 


99 

100b 


1 £[« 

t + b 


tan x /-— + C Si ft < 0 




du 


si n * I 


V 2a a - u 2 


" 4au + b b( n ~ ' ) w " 1 (2a - 2)b J ■ 1 v' au + fr 

102 ^ 42au - a 1 du ~ U ^ ° 4 2au - u 2 + —■ sen -1 - — a + C 103 

. „ . f n H -? j u "~ '(2a« ~ u 2 ^ 12 , (2« + I )a f „ _ t rz -“ 2 , 

104 a n v 2aw - a 2 ^a =---+-« 'V 2 au - u 2 du 

\ n + 2 n + 2 J 

105 f = _^z!^zz 2 + { 2 !LzAh f 106 f^"H“ 

J V 2au - « 2 ” ” J V 2a« - w 2 J " 


rf “ -seir'^ + C 

a 


</« = V 2aw - u 2 + a sen 1 -—— + C 


iw^ = <&,„ - + rV2^ 108 r_ 

J u n (3 - 2n)ciu" (2n - 3)a J «" _ 1 J 

‘-(2au - u 2 )" 12 + ■ 


du 


4 2au - u 2 n - I 
+ ■ 


4 2au - u 2 Q ( 1 “ 2rt)«" (2a - 1 )« j " 1 v 2aa - u 


j— 


t//7 


109 ^ V2a« - w 2 ) 7 ' = U + °^ (2a« - « 2 ) ,,/2 + ^ j J*(V2a« - m 2 ) 


- 2 


110 


I 


du 


(V 2a« - u 2 ) n (n-2)a 2 


■ ( 4 2 au - u 2 


\2 - n n- 3 


1 


du 

du 


(n - 2)a 2 I (4 2 au - u 2 ) 


INI EGRALES DEFINIDAS 


J' 



»rU2 

| 

sen 0 u du - 

cos 0 u du= ' 

J 

0 


111 I uT e~ u du = Un + 1) = a! (a > 0) 

1 3 -5 . (n - 1) n 

2-4-6. n 2 

2 -4 -6.(a - 1) 


112 


r> 

Jo 


du = - \ - (a > 0) 
2 V a 


3*5-7* 


si n es un entero par y n = 2 
si n es un entero impar y n 2. 3 
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